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U  Zagrehu  4893. 

Viestnik  Hrvataskoga  arkeologiäkoga  Druztva.  Godina  4  4,  Br.  4.  U  Za- 
grebu 4892. 

Magyar  tudom.   Akademiai  Almanach,  4893-re.    Budapest. 

Mathematische  u.  naturwiss.  Berichte  aus  Ungarn.  Mit  Unterstützung  der 
Ungar.  Akad.  d.  Wissensch.  herausgeg.  Bd.  4  0,  IL  Hälfte.  Bd.  44, 
I.  Hälfte.  Berlin,  Budapest  4  892.  93. 

Ertekezesek  a  mathematikai  tudomanyok  köreböl.  Kiadja  a  Mag.  tud.  Aka- 
demie.   Kötet  4  5,  sz.  2.  3.    Budapest  4893. 

Ertekezesek  a  nyelv-6s  szep tudomanyok  köreböl,  Kiadja  a  Mag.  tud.  Aka- 
demia.  Kötet  4  5,  sz.  4  4. 42.   Kot.  46,  sz.  4—3.   Budapest  4892.  93. 

Ertekezesek  a  termeszettudomänyok  köreböl.  Kiadja  a  Mag.  tud.  Akademie. 
Kot.  22,  sz.  4— 8.   Kot.  23,  sz.  4.2.   Budapest  4  892.  93. 

Archaeologiai  Ertesitö.  A  M.  t.  Akademia  arcb.  bizottsägänak  es  ar  Orsz. 
R6g6szeti  s  emb.  Tärsulatuak  Köslönye.  Köt.  4  2,  sz.  3—5.  Kot.  43, 
sz.  4.2.   Budapest  4892.  93. 

Mathematikai  es  termeszettudomäny  Ertesitö.  Kiadja  a  Mag.  tud.  Akademie. 
Köt.  4  0,  Füz.  8.  9.   Köt.  4  4,  Füz.  4—5.    Budapest  4892.  98. 

Mathematikai  es  termeszeltudomanyi  Közlemenyek.  Kiadja  a  Mag.  tud. 
Akademia.   Köt.  25,  sz.  4 — 3.  Budapest  4  892.  93. 

Nyelvtudomänyi  Közlemenyek.  Kiadja  a  Mag.  tudom.  Akademia.  Kötet  22, 

Füz.  5.  6.   Köt.  23,  Füz.  4 .  2.   Budapest  4894—93. 
Monumenta  Hungariae  historica.   T.  30.  Scriptores.  Nachtrag  3.  Budapest 

4  892. 


M      

Monumenta  Hungariae  juridico-historica.  Corpus  statutorum  Hungariae 
munlcipalium.  T.  3.    Budapest  4899. 

Rapport  sur  l'activitä  de  l'Academie  hongroise  des  seien ces  en4892.  'Buda- 
pest 4  893. 

Ungarische  Revue.  Mit  Unterstützung  d.  Ungar.  Akad.  d.  Wissen  seh.  hsg.  v. 
Karl  Heinrich.  Jahrg.  42  (4892),  H.  6-40.  Jahrg.  4  3  (4894) r  H.  4—5. 
Budapest  d.  J. 

Török  törtenetfrök.  Budapest  4893. 

Bunyitay,  Vincze,  A  gyuiafebärvari  szökesegyhäz  Kösöbbi  reszei  stb.  Buda- 
pest 4893. 

Baldsz,  Igndcz,  Sv6d-lapp  nyelv.  3—5.  Budapest  4  888 — 93. 

Munkdcsi,  Bernat,  A  votjäk  nyelvszötära.  Föz.  2.  Budapest  4892. 

Yogul  nöpköltesi  gyüjtemöny.  Kot.  43.  Budapest  4893. 

Thaly  Kdlmdn,  A  gröf  Bercsänyi  csaläd.  Kot.  8.  Budapest  4892. 

Verzeichnis  d.  öffentl.  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Franz-Josefs-Universitfit  zu 
Czeroowitz  im  Sommer- Sem.  4893 ,  Winter-Sem.  4898/94.  — 
Uebersicht  der  akad.  Behörden  im  Studienjahr  4898/94. 

Beiträge  z.  Kunde  steiermärkischer  Geschichtsquellen.  Hsg.  v.  d.  Histor. 
Vereine  f.  Steiermark.  Jahrg.  25.  Graz  4  898. 

Mittheilungen  des  Historischen  Vereines  f.  Steiermark.  Heft  44.  Graz  4  893. 

Anzeiger  der  Akademie  d.  Wissenschaften  in  Krakau.  Jahrg.  4892, 
No.  40.  Jahrg4893,  No.  4—40.  Krakau  d.  J. 

Acta  rectoralia  almae  universitatis  studii  Cracoviensis  ed.  Wlad.  Wislocki. 
Tom.  4,  fasc.  4.  Cracovie  4  893. 

Biblijoteca  pisarzöw  polskich  (Wydanictwa  Akad.  umiej  w  Krakowie). 
T.  23.  24.  Krakowie  4  892.  93. 

Rocznik  Akademii  umiejetnosci  w  Krakowie.  Rok  4890.  4894/92.  W  Kra- 
kowie 4894.  92. 

Rozprawy  Akademii  umiejetnoäci.  Wydziahi  fllologicznego.  T.  4  7.  4  8. 
(Ser.  II.  T.  2.  3.)  W  Krakowie  4  893.  —  Wydz.  histor.-filoz.  T.  28.  29. 
(Ser.  II.  T.  3.  4.)  ib.  4892.  —  Wydz.  matemat.-przyrodn.  T.  24.  25. 
(Ser.  II.  T.  4.5.)   ib.  4898. 

Slownik  jczyka  pomorskiego  czyli  Kaszubskiego  (Wydanictwo  Akad.  umiej. 
w  Krakowie).  Krakowie  4893. 

Zbiör  wiadomosci  do  antropologii  krajowej,  wydaw.  stariniem  komisyi  an- 
tropolog.  Akademii  umiej.  T.  45.   Krakow  4892. 

Matlakowshi,  WfadysL,  Budownictwo  Ludowe  na  Podhalu.  Krakowie  4  892. 

Teichmann,  Ludw.t  Naczynia  limfa  tyczne  w  Sloniowacine  (Wydanictwo 
Akad.  umiej.  w  Krakowie).  Krakow  4892. 

Almanach  fieske"  Akademie  Cisafe  Franti§ka  Josefa.  Rocn.  4 — 8.  4894 — 1898. 
Praze  d.  J. 

Rozpravy  Cesk6  Akad.  Cis.  Frantiska  Josefa.  Tfid.  I  (pro  vedy  filos.,  prävn. 
a  histor.).  Ro6n.  4,  fiisl.  4—4.  —  Trid.  II  (Mathemat.-prirodn.). 
Rocn.  4,  Cisl.  4—44.  —  Tfid.  III  (Philolog.).  Rocn  4,  Öisl.  4—5. 
Praze  4894 — 92. 

Vfctaik  £esk6  Akad.  Cis.  Frantiska  Josefa.  Öisl.  4—42.  Praze  4894.  92. 
Mourefc,  V.  E.,  Kronika  Damilova.  Podle  Rukopisu  Cambridgesköho  Ktisku. 
Praze  4892. 
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Perner,  Jaro$l.,  Foramimfery  cesköho  cenomann.  Praze  4892. 

Pocta,  Filip.y  0  mechovkäch  z  korycanskych  vrstev.  Praze  4892. 

Rieger,  BohusL,  Zfizenl  krask6  v  Öechach.  aast.  2,  sei.  4.  Praze  4892. 

Solin,  Jos.,  Theorie  plavstennych  nosniku  oblonkovych  o  dovu  operäch. 
Praze  4892. 

Strouhal,  V.,  0  zivote  a  püsoceni  Dr.  A.  Seydlera.  Praza  4  892. 

Tadry,  Ferd.,  Soudnf  akta  konsistore  Pra&ka.  (Üast.  4  (4373—4379).  Praze 
4  892. 

Totnek,  V.  V.,  Mappa  start  Prahy  k.  löltim  4200,  4348  a  4419.  Praze  4892. 

Vondrdk,  Vaclav.,  Glagolita  clozuv.  Praze  4893. 

Jahresbericht  der  k.  böhm.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften  für  das  Jahr 
4892.  Prag  4893. 

Regesta  diplomatica  nee  non  epistolaria  Bohemiae  et  Moraviae.  P.  IV  (4333 
—4346).  Opera  /.  Emier.  Vol.  6.  Pragae  4892. 

Sitzungsberichte  der  k.  böhm.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften.  Math.- 
naturw.  Classe.  Jahrg.  4892.  —  Philo». -histor.  phiiolog.  Classe. 
Jahrg.  4892.  Prag  4893. 

Jirecek,  Hermenegild.,  Antiquae  Boemiae  usque  ad  exitum  saeculi  XII.  Topo- 
graphia  historica.  Auxil.  Reg.  Societ.  scientiar.  Bohem.  Vindobonae, 
Pragae  4893. 

Symbolae  Pragenses.  Festgabe  der  Deutschen  Gesellschaft  für  Alterthums- 
kunde  in  Prag  zur  42.  Versammlung  deutscher  Philologen  u.  Schul- 
männer in  Wien  4898.  Gedruckt  mit  Unterstützung  der  Gesellschaft 
zur  Förderung  deutscher  Wissenschaft,  Kunst  u.  Literatur  in  Böhmen. 
Wien,  Prag,  Leipzig  4  893. 

Uebersicht  über  die  Leistungen  der  Deutschen  Böhmens  auf  dem  Gebiet  der 
Wissenschaft,  Kunst  u.  Literatur  i.  J.  4  894.  Prag  4893. 

Gradl,  Heinr.,  Geschichte  des  Egerlandes  (bis  4437).  Mit  Unterstützung  der 
Gesellschaft  z.  Förderung  deutsch.  Wissensch.,  Kunst  u.  Literat,  in 
Böhmen.  Prag  4893. 

Bericht  über  die  Lese-  und  Redehalle  der  deutschen  Studenten  in  Prag  im 

Jahr  4892.  Prag  4  893. 
Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte 

zu  Prag  im  J.  4892.   Jahrg.  52.  Prag  4893. 

Personalstand  der  k.  k.  Deutschen  Carl-Ferdinands-Universität  in  Prag  zu 
Anfang  d.  Studienjahres  4893/94.  —  Ordnung  d.  Vorlesungen  im 
Sommersem.  4  893.   Wintersem.  4893/94. 

Mittheilungen  des  Vereins  für  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen.  Jahr- 
gang 34,  No.  4—4.   Prag  4892.  93. 

Bullettino  di  archeologia  e  storia  dalmata.    Anno  45  (4892),  No.  40— 42# 

Anno  46  (4893),  No.  4—4  0.    Spalato  d.  J. 
Almanach  d.  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissenschaften.    Jahrg. 42  (4  892).  Wien  d.  J. 
Anzeiger  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissenschaften  in  Wien.    Math. -naturw.  Cl. 

Jahrg.  4  892,  No.  24—27.  Jahrg.  4 893,  No.  4—24 .  —  Philosoph. -histor. 

Classe.  Jahrg.  4892,  No.  24—27.  Jahrg.  4893,  No.  4—24 .  Wien  d.  J. 

Archiv  f.  österreichische  Geschichte.  Hsg.  v.  der  z.  Pflege  Vaterland.  Ge- 
schichte aufgestellten  Commission  der  Kais.  Akad.  d.  Wissensch. 
Bd.  73,  H.  4.  Wien  4  892. 

Denkschriften  der  Kais.  Akad.  d.  Wissenschaften*  Math.-naturw.  Classe, 
Bd.  59.  —  Pbilos.-hist. Classe,  Bd.  44.   Wien  4892. 
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Fontes  rerum  Anslriacaram.  Oesterreichische  Geschichtsquellen.  Hrsg.  v. 
d.  histor.  Commission  der  Kais.  Akad.  d.  Wissensch.  Abth.  II.  Diplo- 
mata  et  Acta.  Bd.  46,  47.  1.  Hälfte.  Wien  4892. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Math.-naturw.  Classe. 
Bd.  4  00  (4894),  Abth.  I,  Heft  8—  40.  Abth.  11%  Heft  8—40.  Abth.  Hb, 
Heft  «— 4  0.  Abth.  III,  Heft  8— 4  0.  Bd.  4  04  (4  892),  Abth.  I,  Heft  4—40. 
Abth.  II»,  Heft  4— 40.  Abth.  IIb,  Heft  4—4  0.  Abth.  III,  Heft  4—  4  0.  — 
Philos.-histor.  Classe.  Bd.  426.  427  (4891).  Bd.  428  (4893).  Wiend.J. 

Monumenta  conciliorum  generalium  seculi  XV.  Goncilium  Basileense. 
Scriptornm  T.  3.  P.  4.  Vindobonae  4892. 

Tabulae  codicum  manuscriptorum  in  Bibliotheca  Palatina  Vindobonensi 
asservatorum.  Vol.  8.  (Cod.  44004—45500).  Vindobonae  4898. 

Mittheilangen  der  k.  a.  k.  geographischen  Gesellschaft  in  Wien.  4892. 
Bd.  35  (N.  F.  Bd.  25).    Wien  d.  J. 

Verhandlungen  der  k.  k.  zoologisch-botanischen  Gesellschaft  in  Wien.  4893 
(Bd.  43),  Quart.  I.  u.  II.    Wien  d.  J. 

Publicationen  für  die  internationale  Erdmessung.  Astronomische  Arbeiten 
der  k.  k.  Gradmessungs-Commission.  Bd.  4.  Länge  n  best  im  mungen. 
Wien  4892. 

Verhandlungen  der  Osterreich.  Gradmessungs-Commission.  Protokolle  üb. 
die  am  6.  April  4  893  abgehalt.  Sitzung.    Wien  4898. 

Annalen  des  k.  k.  naturhistorischen  Hofmuseums.  Bd.  7,  No.  4.  Bd.  8, 
No.  4.2.  Wien  4  892.  93. 

Abhandlungen  der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Bd.  45,  H.  4.5.  Bd.  4  7. 
H.  3.   Wien  4893. 

Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  4  892  (Bd.  42),  H.  2 — 4. 
4893  (Bd.  43),  H.  4.  2.   Wien  d.  J. 

Verhandlungen  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  4892,  No.  4  4 — 4  8. 
Jahrg.  4893,  No.  4—40.   Wien  d.  J. 

Mittheilungen  der  Section  f.  Naturkunde  des  Oest erreich ischen  Touristen- 
Club.  Jahrg.  4.  Wien  4892. 

Belgien. 

Bulletin  de  l'Academie  d'archeologie  de  Belgique.  (IV.  Ser.  des  Annales), 
IL  Partie,  No.  8—42.   An  vers  4892.  98. 

Annuaire  de  l'Academie  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de 
Belgique.  4892  (Annee  58).  4893  (Annee  59).  Bruxelles  d.  J. 

Bulletins  de  l'Academie  R.  des  sciences  des  lettres,  et  des  beaux-arts  de 
Belgique.  Annee  64  (4894).  III.  Sär.  T.22.  Annäe  62  (4892).  III. Ser. 
T.  23.  24.  Bruxelles  d.  J. 

Memoires  de  l'Academie  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de 
Belgique.  T.  48.  49.  50,  P.  4.  Bruxelles  4894—98. 

Memoires  couronnös  et  autres  Memoires  publ.p.  l'Academie  R.  des  sciences, 
des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  T.  46.  Bruxelles  4892. 

Memoires  couronnös  et  Memoires  des  savants  etrangers  publ.  p.  l'Academie 
R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  T.  52. 
Bruxelles  4890 — 93. 

Annales  de  la  Society  entomologique  de  Belgique.   T.  34.  35.   Bruxelles 
4890.  94. 
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Mlmoires  de  la  Soci6te  entomologique  de  Belgique.  4.  Bruxelles  4  892. 

Annales  de  la  Socielä  R.  malacologique  de  Belgique.  T.  4  5  (II.  Se>.  T.  5), 
Fase.  2.  T.  25  (IV.  Se>.,  T.  5)  T.  26  (IV.  Ser.,  T.  6).  Bruxelles  4880. 
90.  94. 

Proces-verbaux  des  seances  de  la  Societö  R.  malacologique  de  Belgique. 
T.  49,  p.  89—4  46.  T.  20.  24,  p.  4—66.  Bruxelles  4890.  94. 

La  Cellule.  Recueil  de  Cytologie  et  d'histologie  g£n6rale.  T.  8,  Fase  2. 
T.  9,  Fase.  4.2.    Louvain  4892.  93. 

Dänemark. 

Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Forhandlinger  i 
aaret  4892,  No.  2.  4898,  No.  4.  2.    Kjebenhavn  d.  J. 

Det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Skrifter.  Hist.  og  philos.  Afd. 
5.  Reekke.  Bd.  5,  No.  4.  6.  Raekke.  Bd.  4,  No.  2.  Bd.  4,  No,  4.  — 
Naturv.  og  math.  Afd.  6.  Raßkke.  Bd.  6,  No.  3.  Bd.  7,  No.  6 — 9. 
Kjebenhavn  4  892.  93. 

England. 

Proceedings  of  the   Cambridge   Philosophical  Society.     Vol.  8,   P.  4. 

Cambridge  4893. 
Proceedings  of  the  R.  Irisb  Academy.    Ser.  III.  Vol.  2,  No.  3 — 5.  Vol.  3, 

No.  4.    Dublin  4892.93. 
TheTransactions  of  the  R.  Irish  Academy.  Vol.  80,  P.  4—4  0.  Dublin  4  892.  93. 
Transactions  of  the  Edinburgh  Geological  Society.  Vol.  6;  P.  5.  —  Roll 

of  the  Edinburgh  Geological  Society  and  List  of  correspond.  Societies 

and  Institutions.  Edinburgh  4  893. 
Proceedings  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.   Vol.  49,  p.  84 — 295.  Vol.  20, 

p.  4—  96.    Edinburgh  4894/92.  4  892/93. 

Proceedings  of  the  R.  Physical  Society.  Vol.  4  4,  P.  [2]  (Session  4890/94). 
Edinburgh  4  898. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  Liverpool  Biological  Society.  Vol.  7 
(Session  4892/93).  Liverpool  4893. 

Proceedings  of  the  R.  Institution  of  Great  Britain.   Vol.  4  3,  P.  3  (No.  86). 

London  4893.  —  R.  Institution  (List  of  the  members)  July  4892. 
Catalogue  of  oriental  coins  in  the  British  Museum.  Vol.  40.  London  4890. 
Proceedings  of  the  R.  Society  of  London.    Vol.  52,  No.  34  7—320.    Vol.  58, 

No.  324—327.  London  4893. 
Philosophical  Transactions  of  the  R.  Society  of  London.  For  the  year  4892. 

Vol.  4  88,  A.  B.  London  4893.  —  The  R.  Society  (List  of  the  members) 

30.ftov.  4892. 
Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Vol.  24,  No.  450—468. 

London  4892.  98. 
Journal  of  the  R.  Microscopical  Society,  containing  its  Transactions  and 

Proceedings.  4893,  P.  4 — 6.   London  d.  J. 
The  Manchester  Museum ,  Owens  College.  Museum  Handbooks :  Outline 

Classification  of  the  animal  kingdom.   2.  edit.  Manchester  4892.  — 

Outline  Classification  of  the  vegetable  kingdom.  ib.  4892.  —  Bolton, 

Herrn. ,  Catalogue  of  the  types  and  figured  speeimens  in  the  geological 

departinent.   ib.  4  893. 

Memoirs  and  Proceedings  of  the  Literary  and  Philosophical  Society  of 
Manchester.  IV.  Ser.  Vol.  6.  7,  No.  4 — 8.  Manchester  4892.  98. 
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Frankreich. 

Jfcmoires  de  la  Soci^te"  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

IV.  S£r.  T.  4.  2  et  Append.  T.  3,  cah.  4.  Paris  4894—93. 
Memoires  de  la  Societö  Nationale  des  sciences  naturelles  et  mathämatiques 

de  Gherbourg.    T.  28,  (III.  S6r.  T.  8).  Paris  4892. 
Travaux  et  Mämoires  des  facultas  de  Lille.  T.  2,  Möm.  7 — 9.  Lille  4892. 
Memoires  de  TAcade'mie  des  sciences,  belies  lettres  et  arts  de  Ly  o  n.  Classe 

des  lettres.  Vol.  27.  28.  —  Classe  des  sciences.  Vol.  80.  34.  Paris, 

Lyon  4889 — 92.  —  Classe  des  sciences  et  lettres.  III.  66r.  T.  4.  ib. 

4893.  —  Saint-Lager,  Considerations  sur  le  polymorpbisme  de  quel- 
ques especes  du  genre  Bupleurum.  Paris  4894.  La  guerre  des 
nymphes  suivie  de  la  nouvelle  incarnation  de  Buda.  ib.  4894.  Note 
sur  Je  Carex  tenax.  ib.  4892.  Un  chapitre  de  grammaire  a  l'usage  des 
botanistes.  ib.  4892.  Aire  göographique  de  l'Arabis  arenosa  et  de 
Cirsium  oleraceum.  ib.  4892.  Pöteaux  et  Saint- Lager,  Description 
d'une  nouvelle  espece  d'Orobranche.  ib.  s.  a. 

Annales  de  la  Socigtl  d'agricultnre,  hlstoire  naturelle  et  arts  utiles  de  Lyon. 

VI.  S6r.  T.  2—5  (4  889—4892).  Lyon,  Paris  4  890—98. 
Annales  de  la  Facullö  des  sciences  de  Marseille.   T.  4,  suite  et  fin.  T.  2, 

Fase  4.  6.   Marseille  4892.  (93.) 
Acad6mie  des  sciences  et  lettres  de  M o n  t p e  1 1  ie r.  Mömoires  de  la  Section 

des  lettres.   T.  9,  Fase.  8.  4.  —  Mömoires  de  la  Section  de  mexlecine. 

T.  6,  Fase.  2. 3.  —  Mömoires  de  la  Section  des  sciences.  T.  4  4 ,  Fase.  8. 

Montpellier  o.  J. 
Bulletin  de  la  Sociele"  des  sciences  de  Nancy  (ancienne  Soc.  des  sciences 

naturelles  de  Strasbourg).  T.  42,  Fase.  26. 27  (Annee25. 4  892).  Paris 

4  892.93. 
Comite  international  des  poids  et  mesures.    Proces  verbaux  des  seances  de 

4894.  4  892.  —  Quinzieme  Rapport  aux  gouvernements  signataires 
de  la  Convention  du  metre  sur  l'exercice  de  4894.   Paris  4892.  93. 

Conseil  munieipal  de  Paris.  Annöe  4886.  Proces-verbaux.  Semest  I.  Paris 
4886. 

L'Intermädiaire  des  Mathömaticiens.  Dirig.  p.  C.A.Laisant  et  Em.  Lemoine. 

T.  4,  No.  4.  Paris  4  894. 
Journal  de  l'Ecole  polytechnique,  publ.  p.  le  Conseil  d'instruclion  de  cet 

Etablissement.  Cah.  64.  62.  Paris  4894.  92. 
Index  du  Repertoire  bibliographique  des  sciences  mathematiques,  publ.  p. 

la  Commission  permanent  du  Repertoire.  Paris  4898. 
Bulletin  de  la  Societö  mathematique  de  France.    T.  20,  No.  2.  6—8.  T.  24 , 

No.  4—7.  Paris  4892.  93. 

Griechenland. 

Ecole  francaise  d'Athenes.    Bulletin  de  correspondance  hellönique.   Ann6e 

47  (4893),  5— 7.  Athen,  Paris  d.  J. 
Mittheiluogen  des  Kaiserl.  Deutschen  Archäologischen  Instituts,  Athenische 

Abtheilung.  Bd.  47,  H.  4.  Bd.  48,  H.  4— 8.  — Register  zu  Bd.  44 — 45 

Athen  4892.  93. 

Holland. 

Jaarboekvan  de  Kon:  Akad.  v.  Wetenschappen  gevestigt  te  Amsterdam, 
voor  4894.  4892.    Amsterdam  d.  J. 
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Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenscbappen.  Afdeel.  Letterkunde. 
II.  Reeks,  Deel  4 ,  No.  4.2.  —  Afdeel.  Natuurkunde.  Sect.  I.  Deel  4 , 
No.  4—8.  Sect.  II.  Deel  4,  No.  4 — «0.  Deel  2.   Amsterdam  4892.  98. 

Verslagen  der  Zittingen  van  de  Wis-en  Natuurkund.  Afdeel.  d.  Kon.  Akad. 
v.  Wetensch.  van  25.  Jun.  4  892  tot  28.  Apr.  4893.  Amsterdam  4898. 

Verslagen  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. III.  Reeks,  Deel  9.  —  Afdeel.  Natuurkunde.  III.  Reeks,  Deel  9» 
—  Register,  Deel  4 — 9.   Amsterdam  4  892.  93. 

Giovanni,  ÄnU,  Inventa  et  mores.  Carmen  in  certamine  Hoeufftiano  praemio 
aureo  ornatum.  Accedunt  3  poemata  laudata.  Amstelodami  4  893. 

Revue  semestrelle  des  publications  mathlmatiques.  R6d.  par  P.  H.  Schaute. 
T.  4,  P.  4.  Amsterdam  4893. 

Verhandelingen  rakende  der  natuurlijken  en  geopenbaarden  Godsdienst, 
uitgeg.doorTeylersGodgeleerdGenootschap.  N.S.Deel4  3.  Haar  lern 
4  893. 

Archives  näerlandaises  des  sciences  exactes  et  naturelles,  publiees  par 
la  Sociäte  Hollands  ise  des  sciences  ä  Har  lern.  T.  26,  Livr.  4.  5. 
T.  27,  Livr.  4—3.   Hartem  4893. 

Huygens,  Chr.,  Oeuvres  completes,  publ.  p.  la  Soci6te*  Holla n da ise  des  sciences. 
T.  5.  LaHaye  4893. 

Archives  du  Musee  Teyler.  S6r.  II.  Vol.  4,  P.  4.  Hartem  4  893. 

Handelingen  en  Mededeelingen  van  de  Maatschappij  der  Nederl.  Letter- 
kunde te  Leiden  over  het  jaar  4  892/93.  Leiden  4  893. 

Levensberigten  der  afgestorvene  medeleden  van  de  Maatschappij  der  Nederl. 
Letterkunde  te  Leiden.  Bijlage  tot  de  Handelingen  van  4893. 
Leiden  d.  J. 

Tijdschrift  voor  Nederlandsche  taal-  en  letterkunde,  uitgeg.  van  wege  de 
Maatsch.  der  Nederl.  Letterkunde.  Deel  42  (N.  R.  4),  Afl.  4 — 4. 
Leiden  4898. 

Prodromus  Plorae  Batavae.  Vol.  2,  P.  4.  Edit.  altera.  Uitgeg.  door  de 
Nederlandsche  Botan.  Vereenigtng.   [Leiden].   Nijmegen  4898. 

Programme  de  la  Soci6te*  Batave  de  Philosophie  expgrimentale  de  Rotter- 
dam. 4892. 

Aanteekeningen  van  bet  verhandelde  in  de  sectig-vergaderingen  van  het 
Provinciaal  Utrechtsch  Genootschap  van  kunsten  en  wetensch.,  ter 
gelegenheid  van  de  algem.  vergad.  gehouden  den  28.  Juni  4  892. 
Utrecht  d.  J. 

Questions  mises  au  concours  par  la  Sociale*  des  arts  et  des  sciences 
ötablie  ä  Utrecht,  4893.    ,  ■ 

Verslag  van  het  verhandelnde  in  de  algem.  vergad.  van  het  Provinciaal  Ut- 
rechtsch Genootschap  van  kunsten  en  wetensch.,  gehouden  &  28.  Juni 
4892.  Utrecht  d.  J. 

Bijdragen  en  Mededeelingen  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te 
Utrecht.   Deel  44.  's  Gravenhage  4892. 

Werken  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht.  N.Ser.  No.59. 
Utrecht  4893. 

Onderxoekingen  gedaan  in  het  Physiol.  Laboratorium  d.  Utrechtsche  Hooge- 
school.  IV.  Reeks,  II,  2.  Utrecht  4893. 
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Italien. 

Bollettino  delle  pubblicazioni  italiane  ricevute  per  diritto  di  slampa.  No.  469 
—194.   Firenze  4892.  98. 

Memorie  dell'  Accademia  delle  scienze  dell'  Istituto  di  Bologna.  Ser.  V. 
T.  4.  2.  Bologna  4  890.  94. 

Pabblicazioni  del  R.  Istituto  di  studi  superiori  pratici  e  di  perfezionamento 
in  Firenze.  Sezione  di  filosofia  e  fiiologia:  Tocco,  Feiice,  he  opere 
latine  di  Giordano  Bruno  esposte  e  confrontate  con  le  italiane. 
Firenze  4889.  —  Sezione  de  inedicina  e  Chirurgie  e  scuola  di  farma- 
cia:  Fasola,  Emilio.  II  triennio  4883—4885  nella  Clinica  ostetrica  e 
ginecologica  di  Firenze.  Rendiconto  clinico.  P.  4.  ib.  4888.  Roster , 
Giorg.,  L'acido  carbonico  dell'  aria  e  del  suolo  di  Firenze.  ib.  4889.  — 
Sezione  di  scienze  fisiche  e  naturali:  Luciani,  Luigi,  Fisiologia  del 
digiuno.  Studi  sull'  uomo.  ib.  4  889.  Stefano,  Carlo  de,  Le  pieghe  delle 
Alpi  Apuane.  ib.  4  889. 

Memorie  della  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  di  M  o  d  e  n  a.  Ser.  II. 
Vol.  8.  Modena  4892. 

Rendiconti  dell'  Accademia  delle  scienze  fisiche  e  matematiche  (Sezione 
della  Soc.  Reale  di  Napoli).  Ser.  II.  Vol.  7  (Anuo  32),  Fase.  4 — 7. 
Napoli  4893. 

Atti  della  R.  Accademia  di  scienze  morali  e  politiche  di  Napoli.  Vol.  24.  25. 
Napoli  4894.  92. 

Societa  Reale  di  Napoli.  Rendiconti  delle  tornate  e  dei  lavori  dell'  Acca- 
demiadi  scienze  morali  e  politiche.  Anno  28— 30  (4889 — 94).  34(4892). 
Genn.-Giugn.  Napoli  d.  J. 

Atti  e  Memorie  della  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  in  Padova. 
N.  Ser.  Vol.  8.  Padova  4893. 

Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo.  T.  6,  Fase.  6.  T.  7, 
Fase.  4 — 5.   Palermo  4892.  93. 

Atti  e  Rendiconti  dell*  Accademia  medico-chirurgica  di  Perugia.  Vol.  4, 
Fase.  3.  Vol.  4,  Fase.  3.  4.  Vol.  5,  Fase.  4 — 3.  Perugia  4889.  92.  93. 

Atti  della  Socielä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa.  Memorie. 
Vol.  42.    Pisa  4893. 

Processi  verbali  della  Societa  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa. 
Vol.  8,  adunanza  del  3.  Dicembre  4  892,  5.  Febbrero,  5.  Marzo, 
7.  Maggio4892. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei.  Memorie  della  Classe  di  scienze  morali, 
storiche  e  filologiche.  Ser.  IV,  Vol.  4  0,  P.  II  (Notizie  degli  seavi),  4892, 
Novembre-Dicembre.  Ser.V.  Vol.  4,  P.H.  (Notizie  degli  seavi)  4893, 
Gennajo-Luglio.  —  Rendiconti.  Ser.  V.  Classe  di  scienze  fisiche, 
matematiche  e  naturali.  Vol.  4  (4  892),  II. Sem.,  Fase.  44.  Vol. 2  (4  893), 
I.  Sem.,  Fase.  4 — 3.  5—42.  II.  Sem.,  Fase.  4 — 4  4.  Classe  di  scienze 
morali,  storiche  e  filologiche.  Vol.  4  (4 892),  Fase.  4  0—4  2.  Vol.  2  (4  893), 
Fase.  4 — 4  0.  —  Rendiconto  dell'  adunanza  solenne  del  4.  Giugno  4  893. 
Roma  d.  J. 

Regesti  Clementis  Papae  V.  ex  Vaticanis  archetypis.  Appendices.  T.  4 . 
Roma  4  892. 

Mittheilungen  des  Kais.  Deutschen  Archaeologischen  Instituts.  Römische 
Abtheilung  (Bullettino  dell'  Imp.  Istituto  Archeologico-Germanico. 
Sezione  Romana).  Bd.  7,  H.  3.  4.  Bd.  8,  H.  4  —  3.  Rom  4893. 

4  893.  2 
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Rassegna  delle  scienze  geologiche  in  Italia.  Anno  2  (4  892),  Fase.  8.  Roma  d.  J. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Fisiocritici  di  Sie  na.  Ser.  IV.  Vol.  5,  Fase.  4 — 6« 
Siena  4  893. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  27,  Disp.  5.  6. 
Vol.  28,  Disp.  4—4  5.  Torino  4894—98. 

Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Ser.  II,  T.  42.  Torino 
4892. 

Osservazioni  meteorologiche  fatte  nell'  anno  4  892  all'  Osservatorio  della  R. 
Universitä  di  Torino.  Torino  4  898. 

Temi  di  premio  proclamati  dal  R.  Istituto  Venelo  di  scienze,  lettere  ed  arti 
nella  solenne  adunanza  del  28.  maggio  4  893.  Venezia  d.  J. 

Luxemburg. 

Publications  de  l'lnstitut  R.  Grand-Ducal  de  Luxembourg.  Section  des 
sciences  naturelles.   T.  22.   Luxembourg  4892. 

Rumänien. 

Buletinul  Societätii  de  seiinfe  fizice  (Fizica,  Chimia  si  Mineralogia)  din 
Bucuresci-Romänia.  Anul  4,  No.  44.42.  Anul  2,No. 4  —  8.  Bucaresci 
4892.  93. 

"Russland. 

Meteorologische  Beobachtungen  angestellt  in  Dorpat  im  Jahre  4  892, 
redig.  u.  bearb.  v.  A.  v.  Oettingen.  Jahrg.  27,  Bd.  6,  H.  2.  Jurjew 
4898. 

Bidrag  tili  kännedom  af  Finlands  natur  och  folk,  utg.  af  Finska  Vetenskaps- 
Societ  Haftet  54.  Helsingfors  4892. 

Observations  publikes  par  l'lnstitut  möteorologique  central  de  la  Societö 
des  sciences  de  Finlande.  Livr.  4.  Observations  metöorologiques 
faites  ä  Helsingfors  en  4884—4886.  4890.  4  894.  Vol.  3—5.  9.  4  0. 
Helsingfors  4894.  92. 

Öfversigt  af  Finska  Vetenskabs-Societetens  Förhandlingar.  84  (4894 — 92). 
Helsingfors  4  892. 

Fennia.  Bulletins  de  la  Soci6t£  de  ggographie  finlandaise.  6—8.  Helsing- 
fors 4  892.  93. 

Finlands  Geologiska  Undersökning.  Kartbladet  22 — 24,  u.  Beskrifning  tili 
Kartbl.  22— 24.  Helsingfors  4892. 

Mömoires  de  la  Sociale*  finno-ougrienne.  IV.  {Donner,  0.,  Wörterverzeich- 
nis zu  den  Inscriptions  de  Jönissei.)    Helsingissä  4  892. 

Bulletin  de  la  Sociötö  phys.-mathämatique  de  Kasan.  Tom.  2,  No.  3. 
Kasan  4  893. 

Universität  Kasan.  Neboljubov,  V.,  Sadusenie  rootmyi  massami.  —  Vnu- 
kov  N.  N.,  Materialy  k  uceniju  o  bacillach  prokazy.  Kasan  4  893. 

Universitetskija  Izvestija.  God  32  (4  892),  No.  4  4.  4  2.  God  83  (4  893),  No. 
4—40.  Kiev  d.  J. 

Bulletin  de  la  Soci6l6  Imp6r.  des  Naturalistes  de  Moscou.  Anne'e  4892, 
No.  3.  4.  Anne'e  4  893,  No.  4.  Moscou  4  893. 

Bulletin  de  l'Academie  Imperiale  des  sciences  de  St. -Pötersbourg 
T.  85  (Nouv.  Serie.    T.  8),  No.  4—3.  St.-Petersbourg  4892.  93. 
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Stlmoires  de  l'Acadämie  Imperiale  des  sciences  de  St.- Peters  bourg. 
VII.  Serie.  T.  38f  No.  4  4.  T.  40,  No.  4.  2.  T.  44,  No.  4.  St.-Peters- 
bourg  4893.  93. 

Repertorium  f.  Meteorologie,  hsg.  v.  d.  Kais.  Akad.  d.  Wiss.,  red.  v.  H.  Wild. 
Bd.  45.   St.  Petersbonrg  4892. 

Annalen  d.  physikalischen  Central  Observatoriums ,  herausg.  von  H.  Wild. 
Jahrg.  4  894,  Th.  4.  2.  St.-Pelersburg  4892. 

Gompte  rendu  de  la  Commission  Impär.  archeologique  pour  les  annCes 
4882—4888  (Texte  et  Atlas).  St.  P6tersbourg  4893. 

Materialy  po  Archeologii  Rossii.  No.  4 — 42.  Peterburg  4890 — 93. 

Otcet  imperatorskoj  archeol.  Kommissii  za  4889.  4890.  Peterburg  4  892.  93. 

ActaHorti  Petropolitani.   T.  4  2,  Fase.  2.   Petropoli  4893. 

Archives  des  sciences  biologiques  publ.  par  l'.Institut  Imper.  de  medeoine 
experimentale  ä  St.  Petersbourg.  T.  4 ,  No.  4.  St.  Petersbourg 
4892. 

Trady  S.-Peterburgskago  Obscestva  estestvoispytatelej.  —  Travaux  de  la 
Sociale*  des  naturalistes  de  St.  Petersbourg.  T.  22.  Sect.  de  botani- 
que.  Sect.  de  geologie,  Fase.  2.  T.  23.  Sect.  de  Zoologie  et  de  Physio- 
logie, Livr.  [4].  2.  St.  Petersbourg  4  892.  93. 

Trudy  celvertago  sezda  russkich  estestvoispytatelej.  Otd&lenie  chimii, 
mineralogii,  geologii  i  paleontologii.  Otdelenie  medicinskomu  sekeii 
nau£noj  mediciny.  s.  1.  e.  a. 

Obozrenie  prepodavanija  nauk  v  Imp.  S.-  Peter burgsk.  Universitete  na 
osennee  i  vesennee  polugodie  4893/94.   St.  Peterburg  4893. 

Otcet  o  sostojanij  Imp.  S.-Peterburgsk.  Universiteta  za  4  892  god.  S. -Pe- 
terburg 4893. 

Protokoly  zasedanij  sovfcta  Imp.  S.-Peterburgsk.  Universiteta.  No.  45 — 47, 
i  prilozenie :  Inventar  biblioteki  univ.  No.  7,  za  4885 — 90.  Catalogus 
accessionum.   St.  Peterburg  4892.  98. 

Zapiski  istoriko-filologiceskago  Fakulteta  Imp.  S.-Peterburgsk.  Universi- 
teta. fiasl  34.  32.    St.  Peterburg  4898. 

Georgievskij,  Serg.,  Mificeskija  vozzrenija  i  mify  kitajeev.  St.  Peterb.  4  892. 

fwnovskij,  A.  0.,  O  kitajskom  perevode  buddijskago  sbornika  jätakamälä. 
St.  Peterburg  4  893. 

Mednaja  moneta  Man'ciurii.  S.-A. 

St&nikow,  M.  /.,  Osnovy  i  predely  samouprovlenija.   St.  Peterburg  4  892. 

Gorrespondenzblattdes  Naturforscher- Vereins  zu  Riga.  Jahrg.  36.  Riga  4  893. 
Beobachtungen  des  Tifliser  Physikalischen  Observatorium  i.  J.  4  894.    Hrsg. 
v.  /.  Mielberg.   Tiflis  4  893. 

Schweden  und  Norwegen. 

Sveriges  offentliga  Bibliotek  Stockholm,  Upsala,Lund,  Göteborg.  Accessions- 
katalog. 4—7  (4886—4892).  Stockholm  4887—93. 

Bergens  Museums  Aarborg  for  4 892.  Af handlinger  och  Aarsberetning.  Ber- 
gen 4893. 

Forhandlinger  i  Yidenskabs-Selskabet  i  Christiania.  Aar  4894,  No.  4—44. 
Aar  4892,  No.  4—48.  Christiania  4894—  93. 

Oversigt  over  Videnskabs-Selskabets  Moder  i  4892.  Christiania  4893. 
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Acta  Universitatis  Lundeosis.  Lunds  Universitets  Ärs-Skrift.  T.  28  I.  II. 
Lund  4894/93. 

Bibang  tili  Kongl.  Svenska  Veten skaps-Akademiens  Handlingar.  Bd.  4  4 — 4  8. 
Stockholm  4889—93. 

Kongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademiens  Handlingar.  Ny  Följd.  Bd.  22 — 24 
(4  886 — 4  894).  Stockholm  d.  J. 

Exploration  internationale  des  rögions  polaires  4  882 — 4  883:  Observations 
faites  au  Cap  Thordsen,  Spitzberg,  par  l'Expödition  suädoise,  publ. 
par  l'Acad6m.  Roy.  de  scienc.  de  Suöde.  T.  4.  2.  Stockholm  4887.  91. 

Meteorologiska  Jakttagelser  i  Sverige  utg.  af  Kongl.  Svenska  Vetenskaps- 
Akademien.  Bd.  27— SO  (II.  Ser.  Bd.  43— 46).  Jahrg.  4885—4888. 
Stockholm  d.  J. 

Lefnadsteckningar  öfver  Kongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademiens  öfter  är 
4  854  aflidna  Ledamöter.  Bd.  3,  H.  4.  Stockholm  4  894.  —  Kongl. 
Svenska  Vetenskaps-Akademien.  Maj  4890.  94.  92.  93. 

Öfversigt  at  Kongl.  Vetenskaps-Akademiens  Förhandlingar  Ärgängen  46 — 49 
(4889—4892).  Stockholm  4890—93. 

Rostn,  P.  G.,  Projet  de  mesure  d'un  arc  du  me'ridien  de  4°  20'  au  Spitzberg. 
Stockholm  4893. 

Scheele,  Carl  Wilh.,  Efterlemnade  bref  och  anteckningar.  Utg.  af  A.  E. 
Nordenskiöld.  Stockholm  4892. 

Kongl.  Vitterhets  Historie  och  Antiquitets  Akademiens  M&nadsblad.  Arg.  20 
(4894).    Stockholm  4894— 93. 

Antiquarisk  Tidskrift  för  Sverige,  utg.  af  Kongl.  Vitterhets  Hist.  och  Anti- 
quitets Akademien  genom  B.  E.  Hildebrand.  Delen  4  4,  H.  3.  Stock- 
holm o.  J. 

Astronom iska  Jakttagelser  och  Undersökningar  anstfilda  pä  Stockholms 

Observatorium.  Bd.  4.  Stockholm  4  889 — 94. 
Tromsa  Museums  Aarshefter.  45.  Tromse  4898. 

Nova  Acta  Reg.  Societatis  scient.  Upsaliensis.  Ser.  III.  Vol.  4  5,  Fase.  4. 
Upsaliae  4892. 

Bulletin  of  the  Geological  Institution  of  the  University  of  Upsala.  Vol.  4, 
No.  4.  Upsala  4  893. 

Bulletin  mensuel  de  l'Observatoire  mättorologique  de  l'Universite"  d'Upsal. 
Vol.  24  (4  892).  Upsal  4  892.  93.  —  Appendices:  Wigert,  Thure, 
Recherches  sur  le  climat  d'Upsal.  I.  Pluies.  Hildebrandsson,  Hildebrand 
et  Hagström,  K.  L.t  Des  principales  möthodes  employ6es  pour  ob- 
Server  et  mesurer  les  nuages.  Upsal  4  893. 

Skrifter  utgiv.  af  Humanistika  Vetenskapssamfundet.  Bd.  4.  —  Bygden,  L., 
Förteckning  &  tryckta  och  otryckta  källor  tili  landskapet  uplands  och 
Stockholms  stads  historiskt-topografiska  beskrifning.  —  Gödel,  Vilh., 
Katalog  öfver  Upsala  Universitets  Biblioteks  fornisländska  och  forn- 
norska  handskrifter.   Upsala  4  892. 

Schweiz. 

Neue  Denkschriften  der  All  gem.  Schweizer.  Gesellsch.  f.  d.  gesammten 
Naturwissenschaften.  Bd.  33,  Abth.  4.  Basel  4893. 

Verhandlungen  der  Schweizerischen  Naturforscbenden  Gesellschaft  in 
Basels. — 7.  September  4  892.  75.  Jahresversammlung.  Jahresbericht 
4894/92.   Basel  4  892. 
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Compte-rendu  des  travaux  präsentes  ä  la  75.  Session  de  la  Societö  Helv. 
des  sciences  naturelles  röunie  ä  Bäle  les  5.-7.  Sept.  4892.  Geneve 
4892. 

Beiträge  zur  vaterländischen  Geschichte.  Hsg.  v.  d.  Historischen  u.  Antiqua- 
rischen Gesellschaft  in  Basel.  N.  F.  Bd.  8  (d.  ganzen  Reihe  Bd.  49)» 
H.  4.   BaseH 898. 

47.  Jahresbericht  der  Historischen  u.  Antiquarischen  Gesellschaft  zu  Basel 
über  d.  Vereinsjahr  4894/92.    Basel  4  892. 

Verhandlungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Basel.  Bd.  4  0,  H.  4. 
Basel  4  892. 

Mittheilungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  a.  d.  J.  4892 
(No.  4279— 4804).   Bern  4893. 

Jahresbericht  der  Naturforschenden  Gesellschaft  Graubündens.  N.  F.  Jahr» 
gang  36  (4894/92.  4  892/93).  Chur  4  893. 

Index  lectionum  quae  in  univers.  Friburgensi  per  menses  hiem.  anni  4  894/92, 
4892/93  habebuntur.  Friburgi  Helvet.  4894.  92. 

Collectanea  Friburgensia.  Fascic.  2.  Friburgi  Helv.  4893. 

Mämoires  de  la  Sociöte*  de  physique  et  d'histoire  naturelle  de  Geneve. 
T.  34,  P.  2.   Geneve  4892.  93. 

Vierteljahrsschrift  d.  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg.  37, 
H.  3.  4.  Jahrg.  38,  H.  4.  2.  Zürich  4892.  93. 

Serbien. 

Srpska  kralj.  Akademija.  Glas.  36—40.  —  Spomenik.  No.  49 — 22.  ü  Beo- 
grad  4892.  93. 

Novakovic,  Stojan.,  Prvi  osnovi  slovenske  kritöevnosti  megu  balkanskim 
Slovenima  legenda  o  Via di mim  i  Kosari.  U  Beogradu  4893. 

Zugoviö,  M.Jovan,  Geologija  Srbije.  I,  Topografika  Geologija.  Beograd4893. 

Spanien. 

Memorias  de  la  Real  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas.  T.  7. 
Madrid  4899. 

Barxanaüana,  Jose  G.,  Necrologia  de  Manuel  Garcia  Barzanallana.  Madrid 
4893.  —  Corbella,  Artur.,  Historia  jurfdica  de  las  diferentes  especies 
de  censos.  ib.  4892.  —  Sdnchez  de  Ocana,  Ramon,  Estudio  critico 
de  las  diverses  especies  de  censos.  ib.  4892.  —  Vera  y  Casado, 
Bartolom.  de,  La  administracion  local.  ib.  4899. 

Türkei. 

Revue  mädico-pharmaceutique.  Publ.  p.  P.  Ap6ry.  Annee  6  (4893),  No.  4.2. 
Constantinople  d.  J. 

Nordamerika. 

Annual  Report  of  the  American  Historical  Association  for  4  894.  Washington 
4  892. 

Transactions  of  the  American  Philological  Association.  Vol.  23  (4892).  Bo- 
ston d.  J. 

Bulletin  of  the  Geological  Society  of  America.  Vol.  3.  4.  Rochester  4892.  93. 
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Journal  of  the  Americaa  Oriente  1  Society.  Vol.  16,  No.  8.  New  Haven  4898. 

Proceedings  of  the  American  Oriental  Society,  at  Boston  and  Cambridge, 
Apr.  4893.  New  Haven  d.  J. 

El  Instructor.  Periödico  cientifico  y  literario.  Ano  9  (4  898),  No.  8—44. 
Aöo  40  (4898),  No.  4 — 5.    Aguascalientes  d.  J. 

Johns  Hopkins  University  Circulars.  No.  4.  8.  40.  44.  25.  35.  48.  Vol.  42, 
No.  408— 407.   Baltimore  4886— 98. 

Annual  Report  of  the  Johns  Hopkins  University.  6  (4  884).  9  (4884)  —45 
(4  890).  Baltimore  d.  J. 

American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.  Publ.  under  the  auspices 
of  the  Johns  Hopkins  university.  Vol.  6,  No.  4.  Vol.  4  4,  No.  2.  3. 
Baltimore  4883  92. 

Johns  Hopkins  University  Studies  in  historical  and  political  science.  Ser.  V, 
5.6.   Ser.  X,  4— 14.  Extra- Vol.  2— 4.    Baltimore  4  887— 93. 

The  Constitution  of  the  empire  of  Japan  with  the  Speeches  addressed  to 
students  of  political  science  in  the  Johns  Hopkins  University.  Balti- 
more 4  889.  —  Essays  in  the  conslitutional  history  of  the  United 
States  in  the  formative  period  4775 — 1 789.  By  Members  of  the  Johns 
Hopkins  University,  edit.  by  J.  Franklin  Jameson.  Boston,  Newyork 
4  889.  —  Studies  in  Logic.  By  Members  of  the  Johns  Hopkins  Uni- 
versity. Boston  4  883.  —  CruU,  L.,  0  clima  do  Rio  de  Janeiro.  Rio 
de  Janeiro  4  892.  —  Gildersleve,  Basti  L.,  Essays  and  Studies  educ- 
ational  and  literary.  Baltimore  4  890  —  Harris,  J.  Hendel,  The 
teaching  of  the  apostles  (Aitay-r]  xmv  dnoaxoKms).  New.  edit.,  with 
facsimile  text  and  a  commentary,  for  the  Johns  Hopkins  University. 
Baltimore,  London  4  887.  New  Testament  Autographs.  Baltimore  s.  a. 

Memoirs  of  the  American  Academy  of  arts  and  sciences  [Boston].  Vol.  42, 
No.  4.  Cambridge  4  893. 

Proceedings  of  the  American  Academy  of  arts  and  sciences.  N.  Ser.  Vol.  49. 

( Whole  Ser.  Vol.  27.)    From  May  4891  to  May  4892.    Selected  from 

the  Records.    Boston  4  893. 
Memoirs  of  the  Boston  Society  of  natural  history.  Vol.  4,  No.  40.  Boston 

4  892. 

Proceedings  of  the  Boston  Society  of  natural  history.  Vol.  25,  P.  3.  4. 
Boston  4  892. 

Bulletin  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  46,  No.  4  4— 4  4.  Vol.  23,  No.  4— 6.  Vol.  24, 
No.  4—5.  7.    Vol.  25,  No.  4.    Cambridge, Mass.  4  892.  93. 

Memoirs  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.   Vol.  4  4,  No.  3.    Cambridge,  Mass.  4  898. 

Annual  Report  of  the  Curator  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at 
Harvard  College,  Cambridge,  Mass.,  for  189 1/92.  Cambridge,  Mass. 
4  892. 

The  Journal  of  comparative  Neurology.  Ed.  by  C.  L.  Herrick.  Vol.  4,  No.  2. 
Cincinnati  1891.  Vol.  2,  No.  4  5.  Vol.  3,  No.  4— 3.  Granville 
4892.  93. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  Nova  Scotian  Institute  of  natural 
science  of  Halifax.   Ser.  II.  Vol.  4,  P.  2.    Halifax  4892. 

Proceedings  of  the  Haverford  College  Observatory  4892. 

Reports  of  tbe  director  of  the  Michigan  Mining  School  for  4  890—92.  Lans- 
ing,  Mich.  4893. 
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University  of  Nebraska.  Bulletin  of  tbe  Agricultural  Experiment  Station  of 
Nebraska.  No.  25—27  (Vol.  5,  Art.  4.  5.  Vol.  6,  Art.  4).  —  Sixth 
annual  Report  of  tbe  Agricultural  Experimentstation  of  Nebraska. 
4894.  Lincoln,  Nebr.  4892.  93. 

Transactions  of  tbe  Wisconsin  Academy  of  sciences,  arts  and  letters.  Vol.  8 
(4888—4894).    Madisoo  4892. 

Puhlications  of  tbe  Washburn  Observatory  of  the  University  of  Wisconsin. 
Vol.  6,  P.  8.  4.    Madison. 

Ifemorias  de  la  Sociedad  cientifica  »Antonio  Alzate«.  T.  6,  Cuad.  3 — 42. 
T.  7,  Cuad.  4.  2.    Mexico  4892.  93. 

Tbe  geological  and  natural  history  Survey  of  Minnesota.  Bulletin  No.  7,  8, 
I.  II.  —  The  20.  annual  Report,  f.  the  year  4  894 .   Minneapo.lis  4  892.  93. 

Contribations  from  the  Lick  Observatory  [Mount  Hamilton].  No.  8. 
Sacra mento  4893. 

Transactions  of  the  Connecticut  Academy  of  arts  and  sciences.  Vol.  8,  P.  2. 
Vol.  9,  P.  4.   New  Haven  4892.  93. 

Report  for  tbe  year  4  392/93,  presented  by  the  Board  of  Managers  of  tbe 
Observatory  of  Yale  University  to  the  President  and  Fellows.  (New 
Haven  o.  JJ 

*  • 

Transactions  of  the  Astronomical  Observatory  of  Yale  University.  Vol.  4 , 
Fase.  3.  4.  New  Haven  4893. 

Annais  of  the  New  York  Academy  of  sciences  (late  Lyceum  of  natural 
history).   Vol.  8,  No.  4— 3.    New  York  4893. 

Transactions  of  the  New  York  Academy  of  sciences.  Vol.  42.  New  York 
4  892.  93. 

Bulletin  of  the  American  Geographica!  Society.  Vol.  24,  No.  4.  Vol.  25, 
No.  4—3.    New  York  4  892.  93. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  R.  Society  of  Canada  for  the  year  4892. 
Vol.  4  0.  Ottawa  4893. 

Geological  Survey  of  Canada:  Ferrier,  Walter  F.,  Catalogue  of  a  strati- 
graphical  collection  of  Canadian  rocks.  —  Hoffinann,  Cstn.,  Catalogue 
of  section  one  of  tbe  Museum  of  the  Geological  Survey.  Ottawa  4  893. 

Proceedings  of  tbe  Academy.  of  natural  sciences  of  Philadelphia.  4892, 
P.  2.  3.   4893,  P.  4.    Philadelphia  4892.  93. 

Transactions  of  the  Wagner  Free  Institute  of  science  of  Philadelphia.  Vol.  3, 
P.  2.  Philadelphia  4892. 

Proceedings  of  the  American  Philosophical  Society,  held  at  Philadelphia, 
for  promoting  useful  knowledge.  Vol.  80,  No.  4  39.  Vol.  40,  No.  4  40. 
4  44.  Philadelphia  4892.  93. 

Transactions  of  the  American  Philosophical  Society  held  at  Philadelphia  for 
promoting  useful  knowledge.  N.  S.  Vol.  4  7,  P.  3.  V.  48,  P.  4.  Phi- 
ladelphia 4892v  93. 

Observatorio  meteorolögico  del  Colegio  del  Estado  de  Puebla.  Resumen 
co rrespon diente  ä  cada  dia.    Afio  4  892,  Jul.-Dic.  4893,  Enero-Marzo. 

Minerva.  Rivista  scientifica  de  la  Sociedad  de  ingenieros  de  Puebla.  Aho  4 , 
No.  5.  6.  Puebla  4893. 

Proceedings  of  the  Rochester  Academy  of  science.  Vol.  2,  Broch.  4.  2. 
Rochester,  N.  Y.  4892.  93. 

Transactions  of  the  Academy  of  science  of  St.  Louis.  Vol.  6,  No.  2 — 8. 
St.  Louis  4  892.  93. 
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Bulletin  of  the  Essex  Institute.  Vol.  4—8.  4  0—24.  25,  No.  4—8.  Salem 
4  869 — 4898.  —  Charter  and  By-laws  of  tbe  Essex  Institute  with  a 
List  of  its  officers  and  members.  ib.  4889.  —  A  rough  subject  Index 
to  the  publications  of  the  Essex  Institute.  S.-A.  —  Report  of  the 
annual  Meetings  [from  Bulletin  of  Essex  Institute]  4890— 4  892.  — The 
fifth  half  Century  of  the  arrival  of  John  Winthrop  at  Salem,  Mass. 
Commemorative  Exercices  be  the  Essex  Institute,  20.  Jun.  4880.  — 
The  Morse  Collection  of  Japanese  Pottery.  S.-A.  Salem  4887.  — 
Lord,  Otts  P.  Asahel  Huntington.  Memorial  Address  delivered  before 
the  Essex  Institute,  Septb.  5  4874.  ib.  4872.  —  Osgood,  S.  and  Bat- 
chelder,  H.  Jf.,  Historical  sketch  of  Salem.  4  628—4879.  ib.  4  879.  — 
Willson,  £.,  Sermon  preached  at  the  North  Church,  Salem,  Maren  5 
4  898. 

Occasional  Papers  of  the  California  Academy  of  sciences.  8.  4.  San  Fran- 
cisco 4898. 

Proceedings  of  the  California  Academy  of  sciences.  II.  Ser.  Vol.  3,  P.  2. 
San  Francisco  4898. 

Bulletin  of  the  Geographica!  Society  of  California.  Vol.  4 ,  P.  4 .  San  Francisco 
4898. 

Zoe.  A  Biological  Journal.  Vol.  4,  Nr.  4 — 42.  Vol. 2,  No.4 — 4.  San  Francisco 
4  890—92. 

Transactions  of  the  24.  and  25.  annual  meetings  of  the  Kansas  Academy  of 
science(4894 — 92)  with  thereports  oftheSecretary.  Vol.  4  3.  Topeka, 
Kansas  1898. 

Fifth  annual  Report  of  the  Canadian  Institute,  Session  4892/98.  Toronto 
4893. 

Transactions  of  the  Canadian  Institute.  No.  5.  6.  (Vol.  8,  P.  4.  2.)  Toronto 
4  892. 

Seventh  and  Eighth  annual  Report  of  the  Bureau  of  Ethnology  to  the  Secre- 
tary  of  the Smithsonian Institution.  4885/86.  1886/87.  Washington 
4894. 

Pilling,  /am.  Const.,  Bibliography  of  the  Athapascan  languages.  Washington 
4892. 

Bibliography  of  tbe  Chinookan  languages.  Washington  4  893. 

U.  S.  Department  of  Agriculture.  Division  of  Ornithology  and  Mammalogy. 
Bulletin  No.  8.  4.  —  North  American  Fauna.  No.  7.  Washington 
4893.  —  Report  for  4894,  ib.  4892. 

Smithsonian  Miscellaneous  Collections.  Vol.  34.  No.  630.  Transactions  of 
the  Anthropological  Society  of  Washington.  Vol.  3.  4888—4885. 
Washington  4  885.  —  No.  664.  Winlock,  Wül.C,  Bibliography  ofAstro- 
nomy  for  the  year  4  887.  ib.  4  888.  —  No.  665.  Bolton,  H.  Carringt., 
Bibliography  of  Chemistry  for  the  year  1887.  ib.  4  888.  —  No.  843. 
Abbe,  Cleveland,  The  mechanics  of  the  earth's  atmosphere.  ib.  4  893.  — 
Vol.  35:  No.  844.  Smithsonian  Meteorologie  Tables.  ib.  4893.  — 
Vol.  86:  No.  850.  854.  Bolton,  H.  Carringt.,  A  select  Bibliography 
of  Chemistry  4492—4892.  ib.  4893. 

Smithsonian  Contributions  to  knowledge.  Vol.  29.  No.  842.  Michelson, 
Alber  tA.,  On  the  application  of  interference  methods  to  spectroscopic 
measurements.  Washington  4892. 

Department  of  the  Interior.  U.  S.  Geological  Survey  of  the  Rocky  Mountain 
Region.  —  Contributions  to  North  America  Ethnology.  Vol.  7. 
Washington  4890. 
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Annual  Report  of  the  Board  of  Regents  of  the  Stnithsonian  Institution, 
Report  of  the  U.  S.  National  Museum  for  4890.    Washington  4894. 

Bulletin  of  the  U.S.  National  Museum.  No.  39,  P.  A— G.  No.48.  Washington 
4894.  92. 

Proceedings  of  the  U.  S.  National  Museum.  Vol.  44  (4894 ),  Washington  4 86 2. 

Report  of  the  Superintendent  of  the  U.  S.  Naval  Observatory  for  the  year 
ending  June  30,  4892.  Washington  d.  J. 

United  States  Coast  and  Geodetic  Survey.  Bulletin  No.  26.  27.  (Washington 
4893). 

Bulletin  of  the  U.  S.  Geological  Survey  (Department  of  the  Interior).  No.  82 
—86.  90— 96.  Washington  4  894—92. 

Monographs  of  the  U.  S.  Geological  Survey.  Vol.  47.  4  8.  4  9  (with  Atlas). 
Washington  4  894—93. 

Eleventh  annual  Report  of  the  U.  S.  Geological  Survey  to  the  Secretary  of 
the  Interior,  4889—90,  by  /.  W.  Powell,   P.  4.  2.   Washington  489«. 

U.  S.  Geological  Survey  (Department  of  the  Interior).  Mineral  Resources  of 
the  United  States.   Calendar  year  4  894.  Washington  4892. 

Südamerika. 

Anales  de  la  Sociedad  cientffica  Argentina.  T.  34,  Entr.  2—6.  T.  35, 
Entr.    4 — 5.    Buenos  Aires  4892.  98. 

Boletin  de  la  Academia  nacional  de  ciencias  de  la  Republica  Argentina. 
[Cördoba].  T.  40,  Entr.  4.  Buenos  Aires  4890. 

Annuario  publicado  pelo  Observatorio  doRiodeJaneiro  para  4  892.4  893 . 
(Anno  8.  9).  Rio  de  Janeiro  4  892.  93. 

Actes  de  la  Sociäte*  scientifique  du  Chili.  Tom.  2,  Livr.  3.  Santiago  4  892. 

Verhandlungen  des  deutschen  wissenschaftlichen  Vereins  zu  Santiago.  Bd.  2. 
H.  5.  6.  Santiago  4  893. 

Asien. 

Notulen  van  de  algemeene  en  bestuurs-vergaderingen  van  het  Bataviaasch 
Genootscbsp  van  kunsten  en  wetenschappen.  Deel  30  (4892),  Afl.  3.4. 
Deel34  (4893),  Afl.  4.  2.   Batavia  d.  J. 

Tijdschrift  voor  Indische  taal-,  land-  en  volkenkunde,  uitgeg.  door  het 
Bataviaasch  Genootschap  van  kunsten  en  wetenschappen.  Deel  35, 
Afl.  5.  6.  Deel  36,  Afl.  2—6.    Batavia,  's  Hage  4892.  93. 

Nederlandsch-Indisch  Plakaatboek  4  602  —  484  4 ,  door  /.  A.  van  der  Chys. 
Deel  4  4 .  Uitgegeven  door  het  Batav.  Genootschap  van  kunsten  en 
wetenschappen.    Batavia,  's  Hage  4  893. 

Dagh- Register,  gehouden  int  Casteel  Batavia  vant  passerende  daer  ter 
plaetse  als  over  gehael  Nederlands-India  anno  4  664.  Uitgeg.  door 
het  Bataav.  Genootsch.  van  kunsten  en  wetenscb.  med  medemaking 
van  de  Nederlandsch-Indische  Regeering  en  onder  toeficht  van  /.  A. 
van  der  Chjjs.  Batavia,  s'Hage  4893. 

Observation  made  at  the  Magnetical  and  Meteorological  Observatory  at  Ba- 
tavia. Publ.  by  order  of  the  Government  of  Netherlands  India.  Vol.  4  4 
(4894).  Batavia  4892. 

Regenwaarnemingen  in  Nederlandsch-Indie.  Jaarg.  4  3  (4  894).  Batavia  4892. 

India  Museum  Notes.   Vol. 2,  No.  6.   Vol.  3,  No.  4.  2.   Calcutta  4893. 
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Imperial  University  of  Japan  (Teckoku  Daigaku),  The  Calend?r  for  the  year 
25—26  Meji  (4892—93).   Tokyo  4893. 

Journal  of  the  College  of  science,   Imperial  University,   Japan.     Vol.  5, 
P.  8.  4.   Vol.  6,  P.  4—3.    Tokyo  4893. 

Mitteilungen  aus  der  Medicinischen  Facultät  der  Kais.  Japanischen  Univer- 
sität. Bd.  2,  No.  4.  Tokio  4898. 

Australien. 

Proceedings  of  the  R.  Society  of  Victoria.    New  Ser.   Vol.  4,  P.  2.    Mel- 
bourne 4892. 

Transactions  of  the  R.  Society  of  Victoria.    Vol.  3,  P.  2.    Melbourne  4892. 

Journal  and  Proceedings  of  the  R.  Society  of  New  South  Wales.    Vol.  26 
(4892)   Sydney  d.  J. 

New  South  Wales.    Australian  Museum.   Report  of  Trustees  for  the  year 
4  892.   Sydney  4  893. 


2.   Einzelne  Schriften. 

Bergbohm,  Jul.,  Entwurf  einer  neuen  Integralrechnung.  H.  2.  Leipzig  4893. 

Blake,  Edw.  Mort.,  The  method  of  indeterminate  coefficients  and  exponents 
applied  to  differential  equations.  New  York  4  892. 

Bloomßeld,  Maur.,  Contribution  to  the  interpretation  of  the  Veda.    5.  Ser. 
(S.-A.).   Baltimore  4 898. 

Cayley,  Arth.,  The  collected  mathematical  papers.  Vol.  6.  Cambridge  4  898. 

Fritsch,  Karl,  Ein  neues  Universalstativ  für  astronomische  Fernrohre.  (S.-A.). 
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SITZUNG  VOM  9.  JANUAR  1893. 

W.  Ostwald,  Die  Dissociation  des  Wassers. 

Bei  seinen  Versuchen,  die  elektrolytische  Leitfähigkeit  des 
Wassers  zu  bestimmen,  ist  F.  Kohlrausch  zunächst 1)  zu  der  Er- 
kenntniss  gekommen,  wie  ausserordentlich  schwierig  die  Aufgabe 
ist,  elektrolytisch  reines  Wasser  herzustellen;  er  gelangte  zu  einer 
specifischen  Leitfähigkeit  von  0.7x40""'°.  Durch  Destilliren  im 
luftleeren  Räume  erhielt  er  später2)  0.25  X10~10  bei  48°,  wel- 
ches der  kleinste  Werth  ist,  der  jemals  beobachtet  worden  ist. 
Ob  diese  Leitfähigkeit  noch  von  Verunreinigungen  herführt,  oder 
eine  Eigenschaft  des  Wassers  darstellt,  lässt  sich  yorerst  nicht 
entscheiden ;  im  letzten  Falle  ist  sie  jedenfalls  ein  oberer  Grenz- 
werth. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  specifiische  Leitfähigkeit  des 
Wassers  wirklich  jenen  Werth  von  0.25  bei  48°,  oder  0.28  bei 
25°  besitzt,  so  lässt  sich  hieraus  der  Dissociationsgrad  des  Was- 
sers nach  bekannten  Ueberlegungen  bestimmen.  Zwischen  Elek- 
troden von  4  cm  Entfernung  würde  ein  Liter  solchen  Wassers  die 
Leitfähigkeit  0.00028  besitzen.  Enthielte  dieses  Wasser  je  ein 
Gramm-Aequivalent  Wasserstoff-  und  Hydroxyljonen,  so  müsste, 
da  die  Leitfähigkeit  der  Wasserstoff-  und  Hydroxyljonen  unter 
solchen  Umständen  325  und  470  Einheiten  beträgt,  die  Goncen- 

0  00028 
tration  der  Jonen  des  Wassers  -^-ttts —  =  0.6x4  0"6  =  normal 

495 

sein,  d.  h.  es  ist  ein  Gramm  Wasserstofijonen  in  ungefähr  zwei 

Millionen  Liter  Wasser  enthalten.  Dabei  muss  daran  festgehalten 


4)  Pogg.  Ann.  Erg.  VIII,  4.  4  878. 
*)  Wied.  Ann.  XXIV,  48.  4  875. 

MaUu-phys.  Cl&ese.  1893. 
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werden,  dass  diese  Concentration  ein  oberer  Werth  ist;  der 
wirkliche  ist  entweder  kleiner  (wie  viel,  ist  nicht  bekannt)  oder 
gleich  demselben. 

Man  kann  nun  ferner  die  Dissociation  des  Wassers  aus  den 
Erscheinungen  der  Hydrolyse  berechnen,  doch  kann  ich  aus 
Mangel  an  geeigneten  Beobachtungszahlen  hierauf  nicht  ein- 
gehen1). 

Endlich  ergiebt  sich  aus  der  Theorie  der  Gasketten,  wie  sie 
auf  Grundlage  der  Theorien  des  osmotischen  Druckes  und  der 
elektrolytischen  Dissociation  sich  nach  Analogie  der  von 
W.  Nernst  2)  gegebenen  Theorie  der  Voi/rA'schen  Ketten  ableiten 
lässt,  ein  unabhängiger  Weg  zur  Bestimmung  der  Dissociation 
des  Wassers.  Zur  Erläuterung  schicke  ich  zunächst  Einiges  über 
Gasketten  voraus. 

Eine  mit  gasförmigem  Wasserstoff  von  gegebenem  Druck 
im  Gleichgewicht  befindliche  Elektrode  von  Platin,  Palladium 
oder  einem  ähnlichen,  aus  Säuren  keinen  Wasserstoff  entwickeln- 
den Metalle  muss  gegen  einen  gegebenen  Elektrolyt  (z.  B.  ver- 
dünnte Schwefelsäure]  einen  ganz  bestimmten  Potentialunter- 
schied zeigen,  welcher  von  der  Natur  des  Metalles  unabhängig 
ist.  Denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  wäre  z.  B.  das  Potentiahdes 
mit  Wasserstoff  beladenenen  Platins  ein  anderes,  als  des  Palla- 
diums unter  gleichen  Umständen,  so  könnte  man  durch  Verbin- 
dung beider  Elektroden  eine  Kette  erhalten,  in  welcher  vermöge 
des  vorhandenen  Potentialunterschiedes  einerseits  Wasserstoff 
verbraucht,  andererseits  welcher  abgeschieden  wird.  Man 
könnte  dadurch  dem  Wasserstoffgas,  welches  anfangs  beiderseits 
gleichen  Druck  hatte,  verschiedenen  Druck  ertheilen,  und  mit- 
telst dieses  Druckunterschiedes  eine  Maschine  betreiben,  wobei 
der  Druck  wieder  ausgeglichen,  und  somit  der  elektrische  Strom 
wieder  ermöglicht  wird.  Man  hätte  mit  anderen  Worten  ein 
Perpetuum  mobile  zweiter  Art,  was  nicht  möglich  ist. 

Man  kann  den  Beweis  auch  kürzer  mit  Hülfe  des  Satzes 
führen :  was  auf  eine  Art  im  Gleichgewicht  ist,  muss  auf  alle  Art 
im  Gleichgewicht  sein,  welcher  Satz  nichts  Anderes,  als  ein  kurzer 
und  sehr  anwendungsfähiger  Ausdruck  des  zweiten  Hauptsatzes 
der  Energetik  ist. 


1)  Diese  Lücke  wird  demnächst  von  anderer  Seite  ausgefüllt  werden. 

2)  Ztschr.  f.  ph.  Ch.  IV,  429.  1889. 
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Man  kann  somit  die  mit  Wasserstoff  beladene  Platin-  oder 
Palladiumelektrode  (letztere  ist  aus  technischen  Gründen  vorzu- 
ziehen) als  eine  Elektrode  von  metallischem  Wasserstoff  be- 
trachten, deren  elektromotorische  Kraft  im  Uebrigen  von  der 
Temperatur  und  dem  Druck  des  Wasserstoffgases  abhangt,  mit 
welchem  die  Elektrode  im  Gleichgewicht  ist.  Eine  solche  Elek- 
trode hat  die  Möglichkeit,  Wasserstoffjonen  in  den  mit  ihr  in 
Berührung  stehenden  Elektrolyt  zu  senden.  Sind  in  dem  Elek- 
trolyt seinerseits  Wasserstoffjonen  vorhanden,  so  werden  diese 
umgekehrt  an  die  Elektrode  treten,  und  man  wird  irgend  eine 
Concentration  der  Jonen  im  Elektrolyt  angeben  können,  bei 
welcher  die  Zahl  der  aus-  und  eintretenden  Wasserstoffatome 
gleich  geworden  ist.  Den  zu  dieser  Concentration  gehörigen 
osmotischen  Druck  nennen  wir  den  elektrolytischen  Lösungsdrnck{) 
des  betreffenden  Kations,  in  diesem  Falle  des  Wasserstoffs  und 
bezeichnen  ihn  mit  ph . 

Nun  hängt  der  Potentialunterschied  gemäss  der  erwähnten 
Theorie  von  Nernst  von  dem  Verhältniss  zwischen  dem  elektro- 
lytischen Lösungsdruck  und  dem  osmotischen  Gegendruck/)  der 
im  Elektrolyt  befindlichen  Jonen  ab.  Man  gelangt  zu  der  ent- 
sprechenden Formel  am  einfachsten  mittelst  des  Princips  der 
virtuellen  Energieänderungen2).  Bringen  wir  ein  Gramm-Aequi- 
valent  Jonen  aus  der  Elektrode  in  den  Elektrolyt,  so  ist  die  ent- 

P 

sprechende  osmotische  Arbeit  phv  +  /  vdp,  während  die  elek- 

Ph 
Irische  e07t  beträgt;  dabei  ist  v  das  von  einem  Gramm-Aequi- 

valent  des  (einwerthig  angenommenen)  Jonen  eingenommenen 
Volum,  7t  der  Potentialunterschied  zwischen  Elektrode  und  Elek- 
trolyt und  e0  die  Constante  des  Farad  Ansehen  Gesetzes,  d.  h.  die 
an  einem  Gramm-Aequivalent  beliebiger  Jonen  haftende  Elektri- 
citätsmenge  von  96 540  Coul.  Setzen  wir  das  Gasgesetz pv  =  RT 

P 

als  gültig  voraus ,  so  ist  ph  v  =  R  T  und  /  vdp  =  RTln  —  ,  also 
_  p\ 

4)  Der  Begriff  entspricht  vollkommen  den  von  Nernst  (a.  a.  0.)  ein- 
geführten der  »elektrolytischen  Lösungstension «  als  dem  Druck,  unter 
welchem  das  Metall  in  Lösung  zu  gehen  bestrebt  ist ;  seine  Definition, 
wie  sie  im  Teit  gegeben  ist,  scheint  mir  aber  etwas  rationeller. 

4)  Ostwald,  diese  Berichte  4  894,  S.  276. 

4* 
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die  osmotische  Arbeit  gleich  R  Tl\  +  In  —  J  •   Diese  ist  negativ 

zu  rechnen,  da  mit  abnehmendem  Druck  die  abgegebene  Energie 
zunimmt.  Setzen  wir  die  verbrauchte  elektrische  Energie  gleich 
der  gewonnenen  osmotischen,  so  ist 

=  —RTU  +  ln^\  =  RT(ln£-t) 
\  Phl  \     Ph        I 

und  der  Potentialunterschied  an  der  Elektrode  betrugt 

RT 


7C€0 


«ö  \    p       I 


7t 

P 


Schalten  wir  zwei  analog  gebaute  Ketten  mit  gleichen  Elek- 
troden gegen  einander,  in  welchen  die  osmotischen  Gegendrucke 
im  Elektrolyt'  p'  und  p"  betragen ,  so  ist  die  elektromotorische 
Kraft  dieser  Gombination 

*o   \       P  I         «o   \       P  I  «0         P 

Dies  ist  die  Formel,  von  welcher  wir  Gebrauch  machen  werden. 
Die  besondere  Gaskette,  welche  wir  in  Betracht  ziehen 
wollen,  besteht  aus  zwei  mit  Wasserstoff  gesättigten  Elektroden, 
von  denen  die  eine  in  einer  Säure-,  die  andere  in  einer  Alkali- 
lösung steht.  Solche  Ketten  sind  bisher  nicht  eigentlich  Gegen- 
stand der  Untersuchung  gewesen,  obwohl  sie  es  verdient  hätten ; 
denn  sie  entwickeln  eine  sehr  bedeutende  elektromotorische 
Kraft,  welche  etwas  über  0.7  Volt  bei  normalen  Lösungen  der 
beiden  Stoffe  beträgt.  In  unvollkommener  Gestalt  sind  sie  aller- 
dings schon  sehr  lange  bekannt,  denn  die  entsprechende,  mit 
Sauerstoff  an  Stelle  des  Wasserstoffs  geladene  Kette  (von  der 
später  gezeigt  werden  soll,  dass  sie  dieselbe  elektromotorische 
Kraft  hat,  wie  die  Wasserstoffkette)  liegt  der  von  Becquerel  an- 
gegebenen, freilich  völlig  falsch  gedeuteten  pile  ä  oxygene  oder 
Säure-Alkalikette  zu  Grunde.  Bei  dieser  wurde  die  Energie- 
quelle in  der  Verbindung  von  Säure  und  Alkali  gesucht,  während 
sich  erweisen  lässt,  dass  der  Vorgang  der  Salzbildung  an  sich 
überhaupt  nicht  elektromotorisch  wirken  kann,  und  die  Oxy- 
dations-  und  Reductionsvorgänge  an  den  Elektroden  das  Wesent- 
liche sind. 
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Die  Ursache  der  elektromotorischen  Kraft  dieser  Kette  lässt 
sich  unmittelbar  aus  der  Formel  y 

RT.    p" 

*o  P 
ersehen.  Der  osmotische  Druck  der  Wasserstoffjonen  in  der 
Säurelösung  werde  mit  p"  bezeichnet.  In  der  Basislösung  Wasser- 
stoffjonen anzunehmen,  scheint  zunächst  kein  Grund  vorzuliegen, 
denn  da  diese  Lösung  Hydroxyljonen  in  grossem  Ueberschusse 
enthält,  so  können  sich  etwaige  Wasserstoffjonen  mit  diesen  zu 
Wasser  verbinden.  Wäre  indessen  demgemäss  p'  =  0,  so  müsste 
n  =  oo  sein;  da  tc  im  Gegentheil  einen  endlichen  Werth  besitzt, 
so  muss  auch  p'  einen  solchen  haben ,  wenn  dieser  auch  sehr 
klein  sein  mag. 

Auch  gewährt  eine  eindringendere  Ueberlegung  die  Ueber- 
zeugung,  dass  auch  Basislösungen  Wasserstoffjonen  enthalten 
müssen,  wenn  in  reinem  Wasser  solche  vorhanden  sind;  und 
dass  letzteres  der  Fall  ist,  geht  wie  schon  erwähnt,  aus  den 
Thatsachen  der  Hydrolyse  mit  Sicherheit  hervor.  Denn  nach 
den  Gesetzen  des  chemischen  Gleichgewichts  kann  eine  Ver- 
mehrung der  Hydroxyljonen  im  Wasser  durch  Zusatz  von  Alkali 
nur  so  zu  wirken,  dass  die  Zahl  der  Wasserstoffjonen  vermindert 
wird,  man  kann  sie  aber  nicht  gleich  Null  machen.  Vielmehr 
muss,  von  secundären  Einflüssen  abgesehen,  die  Concentration 
der  beiden  Jonenarten  stets  eine  solche  sein,  dass  ihr  Product 
einen  constanten  Werth  besitzt.  Was  für  die  Goncentrationen 
gilt,  gilt  naturgemäss  auch  für  die  ihnen  proportionalen  osmo- 
tischen Drucke. 

Bezeichnet  man  demnach  mit  p  die  gleichen  osmotischen 
Drucke  des  Wasserstoffs  und  Hydroxyls  in  reinem  Wasser,  mit 
pa'  und  pt  die  entsprechenden  verschiedenen  Werthd  in  der 
Basislösung,  mit  pa"  und  pb"  die  in  der  Säurelösung,  so  haben 
wir  die  Beziehung 

P  —PaPb  =Pa  Pb  • 
Von  diesen  Grössen  ist  pft',  der  Druck  der  Hydroxyljonen  in  der 
Alkalilösung,  undpa",  der  Druck  der  Wasserstoffjonen  in  der 
Säurelösung  bekannt,  oder  kann  aus  der  elektrischen  Leitfähig- 
keit bestimmt  werden;  wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an, 
dass  wir  bei  der  Ausführung  des  Versuches  pb  =  pa"  machen, 
d.  h.  Lösungen  von  gleichem  Dissociationszustande   nehmen. 
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Dann  ist  auch  pa'  =  pt," ;  dieser  Werth  aber  ergiebt  sich  aus 
unserer  Formel,  die  wir  gemäss  der  zuletzt  eingeführten  Be- 
zeichnungsweise schreiben  müssen 

*rf  Pa 

«o        Pa 

aus  dem  gemessenen  Werthe  von  n. 

Zur  numerischen  Ausrechnung  beachten  wir,  dass 

i*r=2rcai. 

in  Wärmemaass  ist,  wenn  man  die  Gasgleichung  auf  ein  Gramm- 
Molekulargewicht  bezieht.  Eine  Galorie  ist  weiter  gleich  4.1 8x1  01 
Erg,  und  da  £0  =  96  540  Goul.  beträgt,  so  folgt,  da  1  Volt  X  Coul. 

R  T 
=  107Erg,  —  =  0.0000867  JVolt.   Geht  man  von  den  natür- 

liehen  Logarithmen  auf  dekadische  über,  so  wird  der  Zahlen- 
coefficient  0.0001996,  welchen  Werth  man  unbedenklich  auf 
0.0002  abrunden  kann.   Aus 


rr 


folgt 


7r  =  o.ooo2riog^ 

Pa 


lo*p«=lozp*-umT 


Was  nun  den  numerischen  Werth  von  n  anlangt,  so  behalte 
ich  mir  genauere  Angaben  darüber  vor,  da  soeben  in  meinem 
Laboratorium  eine  eingehende  Untersuchung  dieser  Ketten  im 
Gange  ist;  er  liegt  für  normale  Lösungen  von  Säure  und  Basis 
und  Zimmertemperatur  bei  0.7  Volt,  eher  etwas  darüber,  als 
darunter.  Nehmen  wir  vorläufig  diesen  Werth  an,  so  folgt  für 
das  Verhältniss  der  beiden  Drucke 

^,  =  8.5X10-13  . 
Pa 

Setzt  man  die  Concentration  der  Wasserstoffjonen  pa"  in  'der  be- 
nutzten Säurelösung  gleich  Eins,  so  ist  daher  die  der  Wasser- 
stoffjonen in  der  Basislösung  pa"  gleich  8.5x10~13.  Diese  ist 
aber  gleich  der  der  Hydroxyljonen  in  der  Säurelösung  pb",  und 
da  weiter  pa"Pb"  =P*  *st>  so  f^B* 

/?  =  0.9X  10"6  . 
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Dies  ist  somit  der  osmotische  Druck  oder  die  Concentration  der 
Wasserstoff-  oder  Hydroxyljonen  im  reinen  Wasser,  wenn  die 
der  normalen  Losungen  (ein  Gramm-Molekulargewicht  im  Liter) 
gleich  Eins  gesetzt  wird.  [Für  denselben  Werth  haben  wir  oben 
aus  der  Leitfähigkeit  des  Wassers  0.6  X  <0~*  gefunden.  Beide 
Zahlen  kommen  sich  nahe  genug;  daraus,  dass  die  aus  der  Leit- 
fähigkeit erhaltene  etwas  kleiner  ist,  geht  hervor,  dass  erstens 
die  benutzte  Schätzung  von  n  auf  0.7  V  etwas  zu  niedrig  ist; 
0.75  V  würden  bereits  den  Werth  0.23  X  *0~*  geben,  welcher 
unter  den  aus  der  Leitfähigkeit  abgeleiteten  fällt.  Zweitens  lässt 
sich  aber  aus  dem  nahen  Zusammenfallen  der  Werthe  schliessen, 
dass  die  von  Kohlrausch  beobachtete  minimale  Leitfähigkeit  des 
Wassers  bereits  wesentlich  von  der  Natur  dieser  Flüssigkeit, 
nicht  mehr  von  zufälligen  Beimengungen  bestimmt  worden  ist 
und  mit  ziemlicher  Annäherung  die  wahre  Leitfähigkeit  des 
Wassers  darstellt. 

Es  bleibt  noch  übrig,  auf  den  Zusammenhang  der  eben  be- 
sprochenen Kette  mit  der  von  Bbcquerel  einzugehen,  welche  be- 
kanntlich aus  zwei  Platinelektroden  besteht,  von  denen  eine  in 
Alkali,  die  andere  in  Säure  taucht;  beide  Elektrolyte  sind  mit 
einander  in  Berührung.  Es  ist  zunächst  bemerkenswerth,  dass 
die  Wirkung  der  Kette  nicht  von  der  unmittelbaren  Wechsel- 
wirkung zwischen  Säure  und  Alkali  abhängt,  denn  es  bildet  sich 
alsbald  zwischen  beiden  eine  Schicht  neutraler  Salzlösung,  welche 
die  unmittelbare  Berührung  aufhebt.  Auch  giebt  in  der  That  die 
Kette  keine  andere  elektromotorische  Kraft,  wenn  man  beliebige 
Salzlösungen  zwischen  Säure  und  Alkali  schaltet.  Das  Wirksame 
in  der  Kette  ist  vielmehr  der  freie  Sauerstoff,  welchen  sowohl 
die  Lösungen  wie  auch  die  Elektroden ,  allerdings  in  sehr  ge- 
ringer Menge  gelöst  und  adsorbirt  enthalten.  Diese  geringe 
Menge  ist  der  Grund,  dass  sich  die  Kette  sehr  schnell  polarisirt. 

Stellen  wir  geregelte  Verhältnisse  dadurch  her,  dass  wir 
die  Elektroden  und  ihre  Umgebung  durch  Berührung  mit  Sauer- 
stoffgas möglichst  gesättigt  erhalten ,  so  ist  der  chemische  Vor- 
gang in  der  Kette  ganz  analog  der  eben  erörterten  Wasserstoff- 
kette. In  dieser  tritt  Wasserstoff  an  der  Seite  der  Basis  ein,  um 
zunächst  in  den  Jonenzustand  überzugehen,  und  alsbald  mit  dem 
vorhandenen  Hydroxyl  zu  neutralem  Wasser  zusammenzutreten, 
während  auf  der  anderen  Seite  eine  gleiche  Anzahl  von  Wasser- 
stoffjonen seine  Ladung  verliert,  um  in  gewöhnliches  Wasser- 
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stoffgas  überzugehen.  In  der  Sauerstoffkette  tritt  umgekehrt  auf 
der  Seite  der  Säure  beständig  Sauerstoff  in  die  Lösung,  um  mit 
dem  vorhandenen  Wasser  Hydroxyljonen  zu  bilden  (Sauerstoff- 
jonen sind  in  wässeriger  Lösung  nicht  bekannt),  welche  mit  den 
Wasserstoffjonen  wieder  zu  Wasser  zusammentreten1),  während 
beim  Alkali  Hydroxyljonen  ihre  Ladung  verlieren,  und  sich  in 
Sauerstoff  und  Wasser  spalten.  In  beiden  Fällen  ist  die  in  Alkali 
stehende  Elektrode  Anode,  für  beide  Fälle  gilt  dieselbe  Gleichung, 
und  beide  Ketten  müssen  daher  dieselbe  elektromotorische  Kraft 
haben.    In  der  That  liegen  die  für  die  BBCQUERBL'sche  Kette  be- 
obachteten Werthe  etwas  über  0.7  Volt. 

Die  vorstehenden  Ueberlegungen  gelten  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Elektroden  nur  als  Leiter,  nicht  vermöge  ihrer 
Substanz  wirken.  Im  Falle  des  Wasserstoffs  ist  diese  Voraus- 
setzung bei  Platin,  Palladium,  Kohle  und  ähnlichen  Stoffen  als 
erfüllt  anzusehen,  wie  sich  theoretisch  begründen  lässt.  Zweifel- 
hafter wird  die  Frage  im  Falle  des  Sauerstoffs.  Hierüber  sind 
die  Ergebnisse  der  im  Gange  befindlichen  experimentellen  Unter- 
suchungen abzuwarten. 

Ferner  sind  aber  die  Ergebnisse  der  eben  gemachten  Er- 
örterungen nicht  auf  den  Fall  der  Bildung  von  Wasserstoff-  und 
Hydroxyljonen  aus  gasförmigem  Wasserstoff  und  Sauerstoff  be- 
schränkt.  Sie  müssen  vielmehr  immer  gelten,  wenn  eine  Quelle 
für  die  Bildung  dieser  Jonen  vorhanden  ist,   d.  h.  bei  allen 
Stoffen,  die  Sauerstoff  oder  Wasserstoff  aufnehmen  und  abgeben 
können.    Dies  sind  die  Oxydationsmittel  im  engeren  Sinne  und 
die  Gruppe  der  Reductionsmittel,  bei  welchen  Wasserstoffjonen 
gebildet  oder  Hydroxyljonen  verbraucht  werden.   Denn  die  Ur- 
sache der  elektromotorischen  Kraft  ist  der  grosse  Unterschied  in 
den  beiderseitigen  osmotischen  Drucken  sowohl  der  Wasserstoff- 
wie  der  Hydroxyljonen.     Alle  elektrischen  Vorgänge,  durch 
welche  nach  beliebigen  Zwischenreactionen  in  letzter  Instanz 
dieser  Druckunterschied  verkleinert  wird,  gestatten  naturgemäß 
die  Überführung  der  osmotischen  Energie  in  elektrische  und  sind 
der  oben  gegebenen  Formel  unterworfen. 


1)  Man  kann  auch  einfacher  annehmen,  dass  die  Wasserstoffjonen 
daselbst  ihre  Ladung  aufgeben ,  um  mit  neutralem  Sauerstoff  neutrales 
Wasser  zu  bilden.  Für  den  erörterten  Fall  macht  das  keinen  Unter- 
schied. 
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Eine  solche  Beziehung  ist  von  W.  Bancroft1)  experimentell 
gefunden  worden,  bevor  noch  die  Theorie  der  Erscheinung  be- 
kannt war:  Bancroft  fand,  dass  Säuren  die  elektromotorische 
Kraft  der  Oxydationsmittel  erhöhen,  und  die  der  Reduotionsmittel 
vermindern ;  Basen  verhalten  sich  umgekehrt.  Von  den  Combi- 
nationen,  die  er  untersucht  hat,  finde  ich  nur  eine,  welche  zum 
Vergleich  herangezogen  werden  kann.  Hydroxylamin  in  saurer 
Lösung  reducirt  um  0.70  V  schwächer,  als  in  alkalischer.  Da 
die  Verdünnung  geringer  als  normal  war  (die  genaue  Zahl  ist 
nicht  angegeben),  so  ist  diese 'Beobachtung  mit  der  früher  gege- 
benen Zahl  in  gutem  Einklang. 

Es  ist  beachtenswerth ,  dass  als  Quelle  der  elektrischen 
Energie  sich  hier  in  erster  Linie  die  osmotische  Energie  ausweist. 
Das  Gleiche  ergiebt  sich  für  alle  anderen  VoLTA'schen  Ketten. 
Die  chemischen  Verhältnisse  kommen  nur  insofern  bestimmend 
in  Frage,  als  sie  gewisse  Werthe  des  Druckes  oder  bestimmte 
Beziehungen  zwischen  verschiedenen  Drucken  festlegen.  Es  ist 
daher  historisch  vollkommen  erklärlich,  dass  die  Theorie  der 
VoLTA'schen  Ketten  fast  ein  Jahrhundert  später  gekommen  ist, 
als  die  experimentelle  Kenntniss  derselben:  sie  hat  auf  die 
Theorie  des  osmotischen  Drucks  und  die  der  elektrolytischen 
Dissociation  warten  müssen. 


4)  Ztschr.  f.  ph.  Cb.  X,  397.  4894. 
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bei  den  Trematoden,  nebst  Bemerkungen  über  einige  andere,  zur 
Zeit  noch  offene  Fragen. 

Obgleich  die  parasitischen  Plattwürmer  in  den  letzten  Jahren 
oft  Gegenstand  vergleichender  Untersuchungen  gewesen  sind,  so 
finden  sich  betreffs  ihrer  speciellen  Organisation  sowohl,  wie 
ihrer  Entwickelung  doch  noch  eine  Anzahl  von  Fragen,  die  einer 
definitiven  Lösung  harren.  Erst  nachdem  diese  erzielt  ist,  wer- 
den wir  in  den  Stand  gesetzt  sein,  die  gegenseitigen  Beziehungen 
und  Verwandtschaftsverhältnisse  aller  klar  zu  übersehen.  Für 
diesen  Zweck  aber  dürften  auch  Einzeluntersuchungen  ohne 
vergleichende  Grundlage  ihren  Werth  haben.  Was  die  Trema- 
toden anlangt,  so  ist  man  beispielsweise  noch  bis  heute  zu  keiner 
einheitlichen  Auffassung  der  bindegewebigen  Grundsubstanz, 
welche  den  Körper  dieser  Thiere  bildet,  gelangt;  bekanntlich 
haben  dieselben  keine  echte  Leibeshöhle,  sondern  alle  Organe 
sind  eingelagert  und  in  eine  weiche,  schwammartige,  nur  von 
Lacunen  durchzogene  Gewebsmasse.  Den  Namen  »Körperparen- 
chym«  gebrauchte  zuerst  Walter1);  derselbe  zeichnet  auch 
bereits  das  bindegewebige  Maschenwerk ,  freilich  unter  völliger 
Verkennung  seiner  Natur;  hingegen  berichtet  Paulson*)  von 
Diplozoon  paradoxum  bereits,  dass  das  Körperparenchym  eine 
homogene  hyaline  Grundsubstanz  bilde,  in  welcher  ovale  Zellen 

4)  Walter,  Beilr.  zur  Anat.  u.  Histol.  einzelner  Trematoden.  Arch.  f. 
Naturgesch.  XXIV.  4850. 

2)  Paulson,  Zur  Anatomie  v.  Diplozoon  paradoxum.  M6m.  de  l'Acad. 
de  St.  Pötersbourg  VII«  Se>.  T.  IV.  186*. 


Zur  Frage  nach  der  Natur  des  Körperparenghtms  etc.      11 

und  Kerne  eingebettet  sind.  Eine  genauere  Analyse  des  Ge- 
webes gab  erst  Leuckart  in  seinem  Parasitenwerke ') ;  er  unter- 
schied hier  zwei  Modificationen,  von  denen  die  eine  eine  homo- 
gene, äusserst  feinkörnige  Substanz  mit  zahlreichen  eingelagerten 
Kernen  darstellte ,  während  die  andere  durch  eine  auffallende 
Aehnlichkeit  mit  den  Zellen  des  Pflanzenkörpers  sich  auszeichnete. 
Die  erstgenannte  Form  fand  sich  vorzugsweise  bei  Arten  mit 
festerem  Gefüge,  während  die  letztere  Ausbildungsweise  bei 
den  beiden  Leberegeln  und  anderen  Formen  sich  ausgeprägt 
zeigte.  In  ganz  gleicher  Weise,  wie  Leuckart,  beschreibt  auch 
Sommer  die  Körpergrundsubstanz  des  Leberegels  als  ein  Conglo- 
merat  von  grossen  Zellen  mit  »zähflüssigem,  fast  schleimigem 
Protoplasma«  und  wenig  sichtbaren,  meist  excentrisch  gelegenen 
Kernen ;  zwischen  diesen  Zellen  finde  sich  spärlich  eine  Inter- 
cellularsubstanz,  welche  die  zelligen  Elemente  in  ihrer  Lage 
fixirt.  Die  Mehrzahl  der  späteren  Untersucher  dieser  oder  jener 
Trematodenform  kamen  zu  denselben,  oder  wenigstens  zu  ähn- 
lichen Resultaten.  So  berichtet  Fischer3)  von  Opisthotrema  coch- 
Leare,  dass  die  Zellen  polygonal,  häufig  Sechsecke  bildend,  mit 
ihren  dünnen  Wänden  dicht  aneinanderschliessen  und  dass  die 
engen  Intercellularräume  von  den  sich  durchzwängenden  Mus- 
keln vollständig  ausgefüllt  werden.  Leytenyi  4)  spricht  von  einer 
Intercellularsubstanz ,  in  welche  die  grossen,  runden  Bindege- 
webszellen mehr  oder  minder  dicht  eingelagert  sind,  und  ent- 
sprechend lauten  weiter  die  Angaben  von  Lorenz  5)  bei  Axine 
und  Microcotyle,  von  Blumberg6)  bei  Amphistomum  conicum, 
von  Stieda,  Poirier,  Villot  u.  a.  Auch  v.  Linstow7)  nennt  das 
Parenchym  von  Dist.  cylindraceum  zellig  und  betont  die  ge- 
ringe Färbbarkeit  der  Zellen  im  Gegensatz  zu  der  der  Kerne. 


4)  Leuckart,  Die  menschl.  Parasiten  etc.   4.  Aufl.    Leipz.  u.  Heidelb. 
4863. 

2)  Sommer,  Die  Anatomie  d.  Leberegels.  Zeitsch.f.w.Zool.  XXXIV.  4880. 

3)  Fischer,  Ueb.  d.  Bau  v.  Opisthotrema  cochleare.    Zeitschr.  f.  \v. 
Zool.  XL.  4883. 

4)  Leytnyi,  Ueb.  d.  Bau  v.  Gastrodisc.  polymastos.   Frankf.  1884. 

5)  Lorenz,  Ueb.  d.  Organis.  d.  Gattungen  Axine  u.  Microcotyle.  Arbt. 
a.  d.  zool.  Inst.  Wien  4  878. 

6)  Blümbbrg,  Ueb.  d.  Bau  d.  Amphist.  conicum.  Dissert.  Dorpat.  4874. 

7)  v.  Linstow,  Ueb.  d.  Bau  u.  d.  Entw.  d.  Dist.  cylindrac.  Arcb.  f. 
raicr.  Anat.  XXXVI.  4  890. 
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Wahrend  nun  hier  nur  eine  einzige  Form  von  Zellen  als 
Bildnerinnen  des  Gewebes  angenommen  wird  (abgesehen  natür- 
lich von  verschiedenen  Einlagerungen  in  die  Grundsubstanz),  trat 
4879  Tascbbnberg1)  nach  Untersuchung  gewisser  ektoparasi- 
trischer  mariner  Trematoden  (Tristomum,  Onchocolyle,  Pseudo- 
cotyle)  mit  einer  anderen  Deutung  unserer  Grundsubstanz  hervor, 
nach  welcher  vor  allem  verschiedene  Zellenarten  in  ihre  Bildung 
eingehen  sollten.  Taschenberg  betrachtet  das  Parenchym  als  ein 
Bindegewebe,  welches  zu  einem  Maschenwerke  entwickelt  ist, 
in  dem  die  ursprünglichen  Bildungszellen  theils  noch  erhalten 
sind,  theils  aber  nur  an  dem  Protoplasma  mit  den  darin  einge- 
lagerten Kernen  sich  erkennen  lassen.  Jene  grossblasigen,  Pflan- 
zenzellen ähnlichen  Gebilde  sieht  er  nicht  für  von  einer  Membran 
umgebene  Zellen  an ,  sondern  für  Lücken  im  Bindegewebe,  in 
denen  je  eine  membranlose  Zelle  eingelagert  ist.  Grosse  birn- 
oder  spindelförmige ,  mit  ein  oder  zwei  Fortsätzen  ausgerüstete 
Zellen  werden  als  Bildnerinnen  dieses  Netzwerkes  in  Anspruch 
genommen.  Die  neue  Deutung  Taschbnberg's  fand  sogleich  viel- 
fachen Anklang  und  zwar  ganz  augenscheinlich  deshalb ,  weil, 
wie  Leückart  ganz  treffend  sagt,  die  scheinbaren  Zellenwände, 
welche  die  Substanzmasse  des  Fachwerkes  zusammensetzen,  oft 
viel  zu  derb  sind,  um  als  die  mit  einander  verschmolzenen 
Wände  der  einfachen  Blasenzellen  gelten  zu  können.  Trotz  alle- 
dem aber  beziehen  sich  die  Bestätigungen  der  TASCHENBERG'schen 
Ansicht  nicht  nur  auf  Formen  mit  festerem,  robusterem  Gefüge, 
wie  solches  in  hervorragendem  Maasse  die  Tristomiden  besitzen, 
auch  kleinere  und  vielfach  sogar  schwächliche  Formen  sollten 
dasselbe  zeigen.  So  wird  es  beschrieben  von  Kbrbert4)  bei  Dist. 
Westermanni,  welches  übrigens  nach  Lelckart's  Untersuchungen 
als  identisch  mit  dem  Dist.  pulmonale  Balz  zu  betrachten  ist3), 
von  Ziegler4)  bei  Gasterostomum,  von  Schwarze5)  bei  Dist.  en- 


1)  Taschenberg,  Beitr.  u.  weitere  Beitr.  z.  Kenntn.  ectopar.  mariner 
Trematod.  Abb.  d.  Naturf.  Ges.  Halle  44.  4  879,  u.  Festschr.  ders.  4879. 

2)  Kbrbert,  Beitr.  z.  Kenntn.  d.  Trematoden.   Aren.  f.  mikr.  Anat. 
XIX.  4879. 

8)  Leuckart,  Parasiten  d.  Menschen.  2.  Aufl.  III.  Lief.  p.  408. 

4)  Ziegler,  Bucephalus  u.  Gasterostomum.  Zeitschr.f.w.  Zool.XXXIX. 
4883. 

5)  Schwarze,  Die  postembr.  Entwickl.  d.  Trematoden.    Z.  f.  w.  Z. 
XLI1I.  4888. 
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dolobum  und  clgvigerum,  voiiHeckert1)  an  Dist.  macrostomum, 
und  auch  von  mir1)  bei  Dist.  palliatum,  welches  von  allen  mir 
bekannten  Distomen  das  robusteste  Körperparenchyai  aufweist. 
Betreffs    der  Gerüstzellen  konnte  ich  aber  schon  damals  nur 
sagen,  dass  man  »in  ihnen  manchmal  einen,  wenn  auch  nie  sehr 
deutlichen  Kern  mit  Kernkörperchen  erkennen  könne  c  Auch 
Lecgkart  adoptirte  in  der  zweiten  Auflage  seiner  Parasiten  des 
Menschen  (4886)  zunächst  die  TASCHEitBERG'sche  Deutung:  »auf 
den  ersten  Blick  ist  man  geneigt,  die  scharf  gezeichneten,  derben 
Contoaren  dieser  Blasenzellen  als  genuine  Zeilenwände  in  An- 
spruch zu  nehmen ;  doch  hat  sich  im  Laufe  der  Zeit  allmählich 
immer  bestimmter  die  Thatsache  herausgestellt,  dass  ausser  und 
zwischen  diesen  Blasenzellen  noch  eine  zweite  Form  von  Zellen 
in  die  Bildung  des  Körperparenchyms  eingeht,  die  vielfach  sich 
verästeln  und  in  Fortsätze  ausziehen,  welche  im  Umkreise  der 
Blasenzellen  zu  einem  Maschenwerke  zusammentreten  und  da- 
durch den   Anschein  der  erwähnten  Gontourirung  bedingen  a 
(I.e.  p.  44).     Aber  schon  in  der  4889  erschienenen  dritten 
lieferung  wird  dieser  Standpunkt  wiederum  verlassen,  wenig- 
stens findet  sich  in  den  Beschreibungen  der  Grundsubstanz  von 
D.  hepaticum,  lanceolatum,  spathulatum  und  pulmonale  (=  D. 
Westermanni  Kerbert)  nichts  mehr  von  den  Gärüstzellen  er- 
wähnt. Das  Parenchym  von  Dist.  hepaticum  besitzt  einen  Zellen- 
bau, doch  trägt  Lbuckart  nooh  Bedenken,  »die  einzelnen  Zellen 
als  gewöhnliche  Blasenzellen  in  Anspruch  zu  nehmen  und  die 
Substanzmasse  des  Fachwerkes  als  die  mit  einander  verschmol- 
zenen Zellen  wände  zu  deuten  er;  er  hält  es  für  wahrscheinlicher, 
dass  die  Blasenzellen  ihr  Protoplasma  im  Laufe  der  Zeit  durch 
Ansammlung  einer  hellen  Flüssigkeit  im  Inneren  auf  eine  der 
Wand  anliegende  feste  Rindenschicht  reduoirt  haben«.   Bei  der 
Beschreibung  des  Dist.  pulmonale  endlich  überzeugt  sich  Lbuckart 
direct  von  dem  Nichtvorhandensein  der  verästelten  Bindegewebs- 
zellen und  führt  die  zu  Grunde  liegenden  Bildungen  »zum  guten 
TheiU  auf  Ausläufer  der  Parenchymmuskeln  zurück ;  ausserdem 
wird  noch  constatirt,  dass  die  einzelnen  Lückenräume  des  Ge- 
webes oft  nur  unvollständig  gegen  einander  abgesetzt  sind,  und 


4)  Hrckert,  Leucochloridium  paradoxum  etc.  Biblioth.  zool.  Cassel 
4889. 

%)  Looss,  Beitr.  z.  Kenntn.  d.  Trematod.  etc.  Z.  f.  w.  Z.  XLI.  4884. 
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dass  in  ihnen  Zellenkörper  mit  kugelförmig  zusammengeballter 
feinkörniger  Masse  und  bläschenförmigem  Kerne  eingelagert  sind. 

In  der  Hauptsache  haben  wir  es,  was  die  Analysirung  des 
Körperparenchyms  der  Trematoden  (die  übrigen  Plattwttrmer 
lassen  wir  hier  ganz  ausser  Acht)  anbelangt,  also  mit  zwei  Auf- 
fassungen zu  thun ;  nach  der  einen  besteht  dasselbe  aus  einem 
festen,  von  verästelten  Zellen  gebildeten  Gerüstwerke,  in  dessen 
Lückenräumen  anders  gestaltete,  mehr  oder  weniger  veränderte 
und  degenerirte  Zellen  liegen ;  nach  der  anderen  Auffassung  ist 
nur  eine  Sorte  von  Zellen  da,  die  durch  eine  Intercellularsub- 
stanz  mit  einander  verbunden  sind.  Die  Zellen  selbst  werden 
beschrieben  entweder  als  »embryonale,  sie  sollen  beim  Zerlegen 
des  Wurmes  in  Schnitte  ihren  Inhalt  verlieren,  so  dass  nur  die 
resistente  Hülle  für  die  Beobachtung  übrig  bleibt  (Villot1),  oder 
sie  sind  normal,  oder  endlich  sie  sind  in  verschiedener  Weise 
verändert  und  degenerirt. 

Nach  meinen  eignen  neueren  Beobachtungen  nun,  die  sich 
auf  eine  grössere  Anzahl  erwachsener  Formen  *)  und  vor  Allem 
auf  die  allmähliche  Körperentwickelung  von  der  Gercane  zum 
erwachsenen  Wurme  erstreckten,  ist  die  letztgenannte  Deutung 
die  allein  richtige.  Nach  meiner  Ansicht  setzt  sich  das  Körper- 
parenchym  der  Trematoden,  abgesehen  zunächst  von  den  ver- 
schiedenen Einlagerungen,  aus  ganz  gleichartigen  Zellen  zusam- 
men, von  denen  im  ausgebildeten  Zustande  hauptsächlich  die 
ziemlich  festen  und  dicken  Membranen  noch  vorhanden  sind. 
Diese  letzteren  sohliessen  dicht  an  einander  an  und  sind  durch 
eine  Intercellularmasse  mit  einander  verkittet ;  sie  bilden  so  ein 
dem  Seifenschaum  ähnliches  Maschen-  oder  Gerüstwerk,  dessen 
Lücken  in  einzelnen  Fällen,  wie  Leuckart  bereits  beobachtete, 
und  wie  ich  bestätigen  kann,  durch  theilweise  Resorption  der 
Wände  in  gegenseitige  Gommunication  treten.  Die  Lücken  selbst 
sind  während  des  Lebens  von  einer  vollkommen  farblosen,  klaren 


4)  Villot,  Organis,  et  dlveloppem.  de  quelques  especes  de  Träm.  etc. 
Ann.  d.  Sc.  Nat.  Zool.  4  879. 

2)  Ich  untersuchte  von  den  Monogenea  nur:  Tristomum  papillosum, 
Polystomum  integerrimuro,  Diplozoon  paradoxum  und  Aspidogaster  conchi- 
cola,  von  den  Digenea:  Amphistomum  subclavatum,  Distomum  clavigerum, 
cygnoides,  cylindraceum,  echinatum,  endolobum,  globiporum,  hepaticum, 
lanceolatum,  leptostomum  Olsson,  Naja,  neglectum ,  nodulosum,  ovocau- 
datum,  Ric^iardi,  tereticolle,  trigonocephalum,  turgidum  und  variegatum. 
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Flüssigkeit,  dem  wasserig  entarteten  Protoplasma  erfallt;  manch- 
mal erkennt  man  in  dem  früheren  Zellenleibe  noch  den  ver- 
schieden, meist  central  gelagerten  und  von  einem  Hofe  fein- 
körnigen, d.  h.  noch  nicht  völlig  veränderten  Plasmas  umgebenen 
Kern.  Bei  den  feisten  und  kräftigen  Ektoparasiten  ist  die  Grund- 
substanz durch  die  Masse  der  Muskeln  meist  so  verdeckt,  dass 
sie  nur  hier  und  da  noch  zu  erkennen  und  noch  seltener  genau 
zu  analysiren  ist.  Das  ganze  Gewebe  hat  also  nicht  nur  eine 
rein  äusserliche  Aehnlichkeit  mit  dem  der  Pflanzen,  wie  bei  der 
ersten  Beschreibung  bereits  Leuckart  hervorhob,  sondern  diese 
Analogie  gilt  in  der  Hauptsache  auch  für  den  morphologischen 
und  physiologischen  Werth  der  beiderlei  Bildungen. 

Es  wird  sich  nunmehr  darum  handeln,  die  von  mir  aufge- 
stellte Behauptung  zu  begründen.  Was  zunächst  die  Beobach- 
tungen an  den  erwachsenen  Formen  betrifft,  so  kann  ich  auf  eine 
ausführliche  Darstellung  derselben  wohl  verzichten;  in  der  Mehr- 
zahl der  Fälle  stellt  sich  auf  Schnitten  durch  conservirte  und  ge- 
färbte Objecto  des  Parenchym  freilich  nicht  in  jener  deutlichen 
und  leicht  verständlichen  Form  dar,  wie  bei  Distom.  hepaticum 
und  Opisthotrema ;  ungefähr  so  wie  hier  findet  es  sich  nur  bei 
Dist.  turgidum,  variegatum,  cylindraceum  und  Naja,  vielleicht 
noch  bei  Amphistomum.  Doch  ist  bei  dem  letzteren  schon  die 
ursprünglich  regelmässige  Gestalt  der  Lückenräume  einer  völlig 
regellosen  gewichen,  die,  ganz  abgesehen  von  einer  durch  ein- 
gelagerte Organe  bedingten  Deformirung,  hauptsächlich  in  einer 
ganz  unregelmässigen  Yerbiegung  und  Faltung  der  Wände  be- 
steht, wodurch  das  Gewebe  auf  dem  Schnitt  ein  bedeutend 
weniger  übersichtliches  Bild  giebt.  Dabei  sind  die  einzelnen 
Zellen  in  dem  einen  Falle  ausserordentlich  gross  (Amphist.,  Dist. 
pulmonale,  turgidum),  im  anderen  sehr  klein,  dann  aber  natür- 
lich- viel  zahlreicher  (Dist.  echinatum,  tereticolle).  In  gewissen 
Fällen  erscheinen  weiter  die  Zellwände  scharf  begrenzt,  dabei 
selbst  dicker  oder  dünner,  ja  sogar  oft  sehr  dünn  (Dist.  cylindra- 
ceum, variegatum,  nodulosum),  in  anderen  wieder  verschwimmen 
sie  nach  Innen  mehr  oder  weniger  (Dist.  palliatum,  leptosto- 
mum).  In  den  Lückenräumen  findet  man  vielfach,  besonders 
bei  jüngeren  Thieren  die  Reste  von  dem  Körper  der  Zelle  in  Ge- 
stalt des  von  noch  etwas  Plasma  umlagerten  Kernes ;  später  ver- 
flüssigt sich  auch  dieses  Plasma  völlig,  dann  quillt  auch  der  Kern 
auf.  verliert  seine  chromatische  Substanz  vollkommen  und  ver- 


16  A.  Looss, 

schwindet  schliesslich  ebenfalls.  Der  Inhalt  der  Zelle  kann  sich 
bei  der  Behandlung  mit  conservirendenReagentien  körnig  nieder- 
schlagen, oder  auch  ganz  klar  bleiben.  Die  Zellenwände  legen 
sich  entweder  dicht  aneinander,  oder  sie  nehmen,  und  das  be- 
sonders da,  wo  mehrere  in  einem  Punkte  zusammenstossen,  eine 
mehr  oder  weniger  körnige  Intercellularmasse  zwischen  sich. 
Kann  nun  schon  diese  durch  ihre  Einlagerung  zwischen  die  Blasen- 
zellen gelegentlich  das  Bild  einer  verästelten  Zelle  darbieten,  so 
wird  dieser  Eindruck  noch  erhöht  durch  im  Innern  auftretende 
Bildungen,  welche  einen  Kern  vortäuschen.  Das  letztere  wird 
hervorgerufen  durch  beim  Schneiden  ziemlich  senkrecht  ge- 
troffene Parenchymmuskeln  oder  feinere  Excretionscanäle,  die  ja 
zwischen  den  Parenchymzellen  hinziehen.  Von  der  Existenz  wirk- 
licher verästelter  Zellen  mit  deutlichem,  zugehörigem  Kern  habe 
ich  mich  bei  neueren  Beobachtungen  nirgends  überzeugen  können. 
Hingegen  zeigt  sich  bei  einigen  Formen  —  und  hierher  ge- 
hören meinen  Erfahrungen  nach  besonders  Diplozoon  para- 
doxum,  Dist.  tereticolle,  die  Arten  des  Subgenus  Echinostomum 
Dujard.  u.  a.  —  dass  die  Lückenräume  im  Parenchym  ausser- 
ordentlich klein  sind,  ihre  Zahl  hingegen  sehr  stark  wächst  und 
dann  mit  der  Zahl  der  dazwischen  sichtbaren  Kerne  in  grossem 
Missverhältniss  steht.  Eine  genaue  Untersuchung  zeigt  hier, 
dass  eine  grössere  Zahl  der  unregelmässig  gegen  einander  ab- 
gereisten Lückenräume  einer  Zelle  entspricht.  Es  verwandelt 
sich  nicht  deren  ganzer  Inhalt  in  jene  wässerige  Masse,  welche 
sonst  die  Blase  erfüllt ,  sondern  es  bleibt  im  Innern  der  Zelle 
ein  Gerüstwerk,  ein  wirkliches  »Spongioplasma«  bestehen,  ein 
feines  Maschenwerk,  in  dessen  Lücken  dann  das  wässerig  ent- 
artete übrige  Plasma  gelegen  ist.  Die  einzelnen  Wändchen, 
welche  die  Lücken  von  einander  trennen,  bleiben  hier,  wie  auch 
die  Zellwände  selbst,  ausserordentlich  Jdünn,  so  dass  es  später 
sehr  schwer  wird,  die  Zellterritorien  scharf  gegeneinander  ab- 
zugrenzen. Um  so  deutlicher  zeigen  aber  noch  jüngere  Paren- 
chymzellen den  hier  geschilderten  Sachverhalt.  Es  scheint  mir 
zweifellos,  dass  wir  es  hier  mit  einem  Mittel  zu  thun  haben,  der 
ganzen  Körpergrundsubstanz  eine  grössere  Festigkeit  unter 
gleichzeitiger  Wahrung  der  Beweglichkeit  zu  geben.  Alle  die 
genannten  Arten  zeichnen  sich  durch  ihr  derbes,  feistes  Gefüge, 
zugleich  aber  durch  ihre  Beweglichkeit  aus,  was  bei  denjenigen 
Formen,  wo  die  Festigkeit  des  Körpers  durch  blosse  Verdickung 
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der  Zellwände  erzielt  wird  (Amphistomum  subclav.,  Dist.  turgi- 
duro,  pulmonale  u.  a.)  auffallend  weniger  der  Fall  ist.  Uebrigens 
mögen  beide  Modificationen  des  Gewebes,  die  blasige  und  sagen 
wir,  schwammige,  oft  in  einander  übergehen. 

Die  geschilderten  Verhältnisse  sind  theilweise  sehr  schön 
auch  an  den  lebenden  Thieren  zu  studiren,  deren  Beobachtung 
in  unserer  Zeit  allerdings  —  leider  —  oft  ganz  ausser  Gebrauch 
zu  kommen  scheint.  Hier  sieht  man  an  geeigneten  Objecten 
die  Zellen  von  einem  ausserordentlich  klaren  und  blassen  In- 
halte erfüllt,  in  welchem  sich  hier  und  da  einige  Körnchen  und 
gelegentlich  auch  der  Kern  in  Form  eines  fein  contourirten  Bläs- 
chens erkennen  lässt.  Bei  der  Contraction  der  Thiere  werden 
die  Kürnchen  hin-  und  hergeschoben,  sie  treten  manchmal  in 
eine  benachbarte  Lücke  über,  wodurch  die  Communication  bei- 
der erwiesen  ist.  Die  Parenchyramuskeln  verlaufen  zwischen 
diesen  Zellen  —  daher  bei  manchen  stärker  muskulösen  Formen 
die  säulenförmige  Anordnung  des  Parenchyms  —  sie  hängen  mit 
deren  Wandungen  fest  zusammen  und  endigen  vielfach  zwischen 
ihnen,  ohne  sich  bis  an  die  Haut  zu  begeben.  Man  sieht  bei  der 
Contraction  solcher  Muskeln  (die  übrigens  vollkommen  unab- 
hängig auch  von  der  der  nächst  benachbarten  erfolgt),  wie  die  an- 
liegenden Zellenwände  mitgezogen  werden,  um  beim  Nachlassen 
der  Contraction  wieder  in  ihre  frühere  Lage  zurückzukehren. 
Die  Körperwand  bleibt  dabei  oft  durchaus  unbeeinflusst,  woraus 
ohne  Weiteres  erhellt,  dass  die  Faser  an  ihr  nicht  sich  inseriren 
kann.  Von  verästelten  Zellen,  deren  Ausläufer  unter  einander 
in  Verbindung  treten  und  ein  Gerüstwerk  darstellen,  bemerkt 
man  hier  absolut  nichts ;  der  Anschein  des  letzteren  wird  her- 
vorgerufen lediglich  von  den  Membranen  der  hyalinen  Paren- 
chymzellen,  die  gelegentlich  zu  4  und  5  in  einem  Punkte  zu- 
sammenstossen  und  so  das  Bild  einer  Sternzelle  darbieten.  Dieses 
Grundgewebe  erstreckt  sich  auch  in  Saugnäpfe  und  Pharynx, 
nur  dass  hier  seine  Bestandtheile  meist  viel  kleiner  sind,  die 
oben  erwähnte  Schwammstructur  annehmen  und  bei  muskulösen 
Thieren  durch  die  Masse  der  Muskeln  fast  verdeckt  werden. 

Hier  stehen  auch  jene  grossen  Zellen,  die  man  seit  den 
Untersuchungen  Lang's1)  gewöhnlich  als  Ganglienzellen  auffasste 


i)  Lang,  Unters,  z.  vergl.  Anat.  n.  Histol.  d.  Nervensyst.  d.  Plathelen. 
Mitth.  a.  d.  zool.  Stat.  Neapel  IT,  4  884. 

Hath.'-pfeyi.  Ctase.  1893.  2 
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die  ich  dann  als  bindegewebige  Elemente  deutete,  und  für  deren 
nervöse  Natur  neuerdings  wieder  Crety1)  mit  Entschiedenheit 
eingetreten  ist,  mit  dem  Netzwerke  in  Verbindung.  Ich  will  ge- 
stehen, dass  mir  nach  den  neueren  Erfahrungen  über  das  Grund- 
gewebe des  Trematodenkörpers  und  besonders  in  Folge  der  Be- 
obachtungen Hbckert's*),  der  auch  bei  kleinen  und  einfachen 
Formen  Nervenfasern  bis  zu  ihnen  verfolgte,  ihre  bindegewebige 
Natur  selbst  unwahrscheinlich  gewordenist ;  andererseits  geht  aber 
Crety  jedenfalls  zu  weit,  wenn  er  das  ganze,  an  sie  anschliessende 
Netzwerk  von  Parenchymzellen  für  nervöser  Natur  erklärt.  Ganz 
unhaltbar  für  unsere  Formen  ist  die  von  Wright  und  Macallum  3) 
für  Sphyranura  gegebene  Deutung,  dass  diese  Gebilde  Renal-, 
d.  h.  Wimperzellen  seien ;  man  müsste  sie  dann  während  des 
Lebens  flimmern  sehen,  aber  das  ist  nie  der  Fall. 

Sehr  wichtige  Einblicke  in  die  Natur  des  Körperparen- 
chyms  erhalten  wir  auch  durch  das  Studium  von  dessen  Ent- 
wickelung.  Ueber  die  allmähliche  histologische  Differenzirung 
des  Cercarienkörpers  besitzen  wir  ausser  einer  Anzahl  auf  die 
Entwickelung  des  Leberegels  bezüglicher  Angaben  von  Leuckart4) 
bis  jetzt  nur  die  Arbeiten  von  Schwarze5)  und  Heckbrt,  von 
denen  die  letzte  sich  eigentlich  nur  auf  das  in  mehrfacher  Ilin- 


4)  Crety,  Intorno  alla  Struttura  delle  Ventose  etc.  Rendic.  della  R. 
Accad.  dei  Lincei.  1892. 

2)  Heckert,  1.  c.  p.  58  u.  Taf.  IV.  Fig.  62. 
8)  Journ.  of  Morphology.   Vol.  I.  Boston  1887. 

4)  Besonders  Parasiten  d.  Menschen,  2.  Aufl.  3.  Lfg. 

5)  Schwarze,  1.  c.  Leider  enthält  diese  Arbeit  ausser  einer  Reihe 
wichtiger  neuer  Thatsachen  auch  mehrere  Angaben,  die  ich  durchaus  nicht 
bestätigen  kann.  Auf  einige  solche  Differenzen  werden  wir  später  noch  zu 
sprechen  kommen,  hier  will  ich  daraufhinweisen,  dass  u.  a.  Schwarze  bei 
der  Cerc.  echtnata  und  spinifera  die  Anlage  des  Cirrusbeutels  für  die  des 
Ovariums  hält  (1.  c.  Taf.  111.  Fig.  30,  83,  35),  obgleich  bei  dem  erwachsenen 
Wurme  das  letzte  nahe  bei  den  Hoden  liegt.  Ferner  kann  ich  die  bereits 
bei  Pagenstecher  (Trematodenlarven  und  Trematoden)  sich  findende,  von 
Scuw.  »durch  einige  20  Versuche«  bestätigte  Angabe,  dass  das  Dist.  endo- 
lobum  der  Frösche  aus  der  Cerc.  arm  ata  v.  Sieb,  von  Limn.  stagn.  sich  ent- 
wickele, nicht  bestätigen !  Wiederholte,  und  mit  aller  möglichen  Sorgfalt 
angestellte  Fütterungsversuche  haben  mir  stets  die  Cerc.  ornata  de  la  Yal. 
von  Planorb.  com.  als  Jugendform  des  Dist.  endolobum  ergeben,  so  dass 
ich  im  Gegensatze  zu  Schwarze  die  beiden  letztgenannten  Formen  als  zu- 
sammengehörig betrachte.  (Zu  demselben  Resultate  kam  übrigens  schon 
Engel:  Sur  le  döveloppcm. 'd'uii  Disloma,  Me"m.  de  la  soc.  des  sc.  nat. 
Strasbourg  T.  VI.  1866.) 
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sieht  abweichende  Leucochloridium  bezieht;  in  beiden  wird  auf 
die  uns  hier  speciell  interessierende  Frage  aber  wenig  einge- 
gangen. Bekanntlich  entwickelt  sich  die  Gercarie  aus  einem 
Keimballen,  der  auf  einem  frühen  Entwicklungstadium  aus  einem 
einfachen  Haufen  embryonaler  Zellen  besteht.  Diese  Zellen  sind 
kaum  gegeneinander  abgesetzt^  sie  haben  fast  gar  kein  Proto- 
plasma an  sich,  dagegen  im  Verhältniss  sehr  grosse  Kerne,  die 
sich  intensiv  färben  und  im  Leben  einen  meist  sehr  grobkörnigen 
Inhalt  besitzen.  Sie  vermehren  sich  durch  Theilung  auf  mito- 
tischem Wege,  was  man  hier  mitunter  am  lebenden  Objecte  be- 
obachten kann  (Amphistom.) ;  einige  von  ihnen  treten  nach 
kurzer  Zeit  an  die  Oberfläche  des  Ballens,  um  dort  zur  Bildung 
einer  zelligen  Hülle  Anlass  zu  geben.  Aus  dem  im  Inneren  ver- 
harrenden Zellenmateriale  bilden  sich  nun  die  gesammten  Or- 
gane des  späteren  Wurmkörpers.  Von  einer  Zurückfuhrung  der- 
selben auf  bestimmte  Keimblätter,  wie  dies  bei  höheren  Thier- 
formen  fast  überall  möglich  ist,  kann  hier  aber  keine  Bede  sein. 
Zwar  tritt  in  der  Entwickelung  mancher  Formen  vorübergehend 
ein  Stadium  auf,  wo  im  Inneren  des  Embryonalkörpers  ein  von 
einer  einfachen  Zellenlage  umgebener  Hohlraum  als  Anlage  des 
Darmes  erkennbar  ist,  wo  man  also  füglich  von  einem  Ekto-  (die 
zellige  Hülle  als  solches  aufgefasst)  und  Entoderm  im  Gegensatz 
zu  einem  Mesoderm  —  oder  Mesoblast,  oder  Mesenchym  —  reden 
könnte.  Aber  dieses  Mesenchym,  welches  schon  ganz  verkehrter 
Weise  als  Matrix  für  das  äussere  und  das  innere  Blatt  fungirt, 
also  als  das  primäre  aufgefasst  werden  müsste,  dieses  Mesenchym 
liefert  nicht  nur  eine  nach  Verlust  der  gegenwärtigen  neu  auf- 
tretende, zellige  Körperhaut,  sondern  auch  Nervensystem,  Ge- 
schlechtsorgane und  den  hinteren  paarigen  Theil  des  Darmes. 
In  dieses  dunkle  Gebiet  Licht  zu  bringen,  überlasse  ich  Den- 
jenigen, welche  auf  die  Unantastbarkeit  und  Unentbehrlichkeit 
der  Keimblätter  schwören;  so  lange  man  aber  noch  nicht 
weiss,  was  bei  unseren  Würmern  Ektoblast  oder  Mensenchym 
oder  Entoderm  ist,  resp.  ob  ein  solches  überhaupt  existirt,  sollte 
man,  meine  ich,  auch  von  dem  Gebrauche  dieser  Namen  als 
Bezeichnungen  für  irgendwelche  Körpertheile  absehen ! 

Ich  erwähnte  eben  ganz  allgemein  eine  nach  Abwerfen  der 
alten  im  Umkreise  des  Keimballens  neu  auftretende  zellige  Hülle; 
es  ist  mir  gelungen,  die  Beobachtungen,  die  ich  über  die  Häu- 
tungen der  Entwicklungsformen  von  Amphistom.  subclavatum 

2* 
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kürzlich  veröffentlichte1),  gegenwärtig  auch  an  denen  anderer 
Wurmarten2)  zu  wiederholen  und  zu  vervollständigen;  es  scheint 
mir,  als  ob  wir  es  hier  mit  allgemein  gültigen  Thatsachen  zu  thun 
haben.  Da  sie  übrigens  auch  für  die  Auffassung  der  Haut  des 
Trematodenkörpers  von  Einfluss  sind,  so  will  ich  hier  kurz  da- 
rüber berichten.  Meine  Erfahrungen  beziehen  sich  vorzugs- 
weise auf  die  ersten  Zustände  von  Redien  und  Gercarien,  die  sich 
in  dieser  Hinsicht  vollkommen  identisch  verhalten.  Bekanntlich 
verliert  der  Embryo  bei  der  Einwanderung  in  den  Zwischen- 
wirth,  in  welchem  er  sich  zur  Sporocyste  umbildet,  sein  Flim- 
merkleid —  die  flimmer/osi/i  Embryonen  gedenke  ich  so  bald 
als  möglich  auf  diese  Fragen  hin  zu  studiren  —  aber  die  nach 
dieser  Häutung  neu  auftretende  Eörperbedeckung  zeigt,  wie  ich 
es  bei  Amphistomum  genauer  beobachten  konnte,  sogleich  wie- 
der Kerne,  und  sie  bleibt  augenscheinlich  durch  das  ganze 
spätere  Leben  der  Sporocyste  als  mehr  oder  minder  deutlich 
kernhaltige  Körperhaut  erhalten.  Das  hat  bereits  Bibhringer3) 
festgestellt,  ohne  freilich  die  Entstehung  der  Hülle  zu  kennen. 
Redien  und  Gercarien  gehen  hier  nun  einen  Schritt  weiter,  indem 
sie  auch  diese  zweite  Haut  wieder  verlieren  und  an  deren  Stelle 
eine  dritte  erhalten.  Schon  kurz  nach  dem  Auftreten  der  ersten 
zelligen  Bedeckung  bemerkt  man  an  den  Keimballen  unter  der- 
selben wieder  sich  abplattende  Zellen,  die  alsbald  zu  einer  neuen 
Haut  sich  zusammenschliessen.  Diese  tritt  schon  nach  kurzer 
Zeit  dadurch,  dass  die  bisherige  äussere  abgeworfen  wird,  an 
die  Körperoberfläche  und  bleibt  hier  oft  ziemlich  lange  durch 
ihre  deutlich  hervortretenden  Kerne  bemerkbar.  Beide  Häute 
sind,  allerdings  neben-  und  nicht  nacheinander,  und  in  weniger 
typischer  Form  bereits  von  Heckert4)  an  den  Keimballen  des 
Leucochloridium  beobachtet  worden ;  Biehringer  hat  sie  augen- 


4)  Looss,  Amphistom.  subclavat.  u.  seine  Entw.  Festschr.  z.  70.  Ge- 
burist.  Rudolf  Leuckart's.  Leipzig  4892. 

2)  Cercaria  armata,  ornata,  tuberculata,  cristata,  echinata  und  ver- 
wandte Formen,  C.  Dist.  perlati,  C.  cystophora,  eine  Cerc.  aus  Paludina  im- 
pura,  die  augenscheinlich  zu  Monost.  attenuatum  der  Enten  gehört,  und 
die  ich,  da  ihr  Körper  dicht  mit  körncbenhaltigen  Cystogenzellen  durchsetzt 
ist,  mit  dem  provisorischen  Namen  C.  imbricata  bezeichnen  will,  u.  a. 

8)  Bibhringer,  Beitr.  z.  Anat.  u.  Entw.- Gesch.  d.  Tremat.  Arbt.  a. 
d.  zool.  Inst.  Würzburg.   Bd.  VH.  4884. 

4)  Heckert,  1.  c. 
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scheinlich  ebenfalls  gesehen,  aber  für  ein  und  dasselbe  Gebilde 
gehalten.     Ehe  nun  auch  die  zuletzt  gebildete  zellige  Hülle  ab- 
geworfen wird,  entsteht  unter  ihr  —  wie,  ist  schwer  zu  be- 
obachten —  eine  dritte  Haut,  in  der  sich  aber  niemals  Kern- 
gebilde nachweisen  lassen,  was  auf  diesem  frühen  Stadium  jeden- 
falls möglich  sein  mttsste.    Diese  dritte  Haut  gelangt  bei  einer 
nochmaligen  Häutung  an  die  Oberfläche  und  sie  bleibt  nun,  bei 
Redien  sowohl  wie  beiGercarien,  die  definitive  Körperbedeckung. 
Ich  fasse  sie  als  Cuticula  auf  und  bringe  ihr  Auftreten  mit  der 
Metamorphose  der  Zellen  im  Inneren  in  Zusammenhang ;   dem- 
entsprechend bleibt  sie  auch  bei  den  Redien,  deren  Körper  fast 
nur  als  Behälter  für  die  erzeugte  Brut  dient,  ziemlich  dünn, 
während    sie   bei  den  Gercarien   und    besonders    den  reifen 
Würmern   eine  bedeutende  Mächtigkeit  erreicht.    Ich  komme 
bald  hierauf  weiter  zurück,  wenden  wir  uns  zunächst  wieder 
unseren  Keimballen  zu. 

Eine  der  ersten,  noch  vor  der  Differenzirung  des  Darmes 
an  ihnen  Platz  greifende  Veränderung  ist  nach  Schwarze  das 
i Auftreten  *  von  dunkel  sich  färbenden,  durchaus  homogenen 
Zellenkernen,  die  an  verschiedenen  Stellen  des  Ballens  vertheilt 
sind.  Diese  a>  Zellenkerne a  treten  allerdings  mit  grosser  Regel- 
mässigkeit auf,  sie  sind  auch  während  des  Lebens  deutlich  von 
den  übrigen  Elementen  des  Ballens  unterscheidbar  und  zeigen 
sich  als  kleine,  runde,  stark  lichtbrechende,  deshalb  äusserlich 
oft  fettähnliche  Kügelchen :  aber  sie  haben  mit  normalen  Kernen 
nichts  zu  thun.  Dagegen  möchte  ich  sie  für  degenerirende  Kerne 
halten;   einmal  verschwinden  sie  während  der  weiteren  Ent- 
wicklung des  Ballens  vollkommen,  und  dann  sehen  sie  auch 
ganz  so  aus,  wie  die  Kerne  der  nachweislich  in  Reduction  und 
Auflösung  begriffenen  Gercarienkeime1).   Man  möchte  beim  An- 
blick dieser  Kernchen  in   den  Keimballen  fast  auf  die  Ver- 
muthung  kommen,  dass  etliche  der  zelligen  Bestandteile  der- 
selben als  Bildungszellen,  andere  dagegen  als  blosse  Nährzellen 
fangirten;  und  das  umsomehr,  als  die  Ballen  im  conservirten 
Zustande  während  dieser  Zeit  vollkommen  das  gleiche  Bild  ge- 


il Auch  unter  ganz  normalen  Existenzverhältnissen  findet  innerhalb 
der  Ammen  (Redien  sowohl,  wie  Sporocysten)  ein  gelegentliches  Absterben 
einzelner  Nachkommen,  mitunter  sogar  auf  ziemlich  weit  vorgeschrittenen 
Stadien  statt ;  dasselbe  wird  immer  häufiger,  je  älter  die  Ammen  werden. 
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wahren,  wie  es  bei  den  Eiern  von  Amphistomum  kurz  nach  dem 
Eintritt  der  Dotterzellenkerne  in  den  Embryonalkörper  sich 
zeigt.  Mit  diesen  dunklen,  kernartigen  Körpern  aber  hängen  die 
späteren  Genitalzellen  der  jungen  Gercarie  absolut  nicht  zusam- 
men. Dieselben  treten  meist  erst  viel  später  deutlich  hervor, 
im  frischen  Zustande  als  eine  kleinzellige,  stark  körnige  Masse 
fast  ohne  jedes  Zellprotoplasma,  im  gefärbten  Präparate  als 
Haufen  dicht  gedrängter  dunkler  Kerne.  Das  Auftreten  der  Ge- 
nitalzellen hängt  zweifellos  mit  dem  Anfange  der  Gewebeent- 
wicklung im  Körper  zusammen,  und  zwar  insofern,  als  diejenigen 
Zellen,  welche  jetzt  zu  einem  besonderen  Gewebe  oder  Organ 
sich  differenziren,  zunächst  reichlicheres  Plasma  um  sich  sam- 
meln und  sich  gegenseitig  individualisiren,  also  zu  deutlichen 
Zellen  werden,  indess  die  Genitalanlage  auf  dem  bisherigen, 
indifferenten  Zustande  noch  weiter  verharrt.  Ja  es  scheint; 
dass  sie  in  der  ersten  Zeit  sogar  noch  stark  zusammengedrängt 
und  auf  ein  Minimum  beschränkt  wird;  ihre  Zeit  kommt  erst 
später. 

Von  den  sich  differenzirenden  Zellen  der  jungen  Gercarie 
wird  ein  unter  Umständen  recht  beträchtlicher  Theil  zu  Diiisen 
umgebildet,  entweder  zu  den  Stacheldrüsen,  deren  nach  vorn  ver- 
jüngte Enden  als  Ausführungsgänge  zwischen  den  anderen  Zellen 
durchbrechen,  um  in  der  Nähe  des  Stachels  zu  münden,  oder  zu 
den  Cystogenzellen,  wrelche  die  spätere  Cyste  liefern,  oder  zu  Haut- 
diiisen,  und  in  wenigen  Fällen  endlich  zu  den  eigentümlichen 
Stübchenzellen,  die  von  Leickart1)  und  Thomas*)  in  den  Cercarien 
des  Leberegels,  ferner  von  Sonsino  9)  bei  der  Gere,  distomatosa 
aus  Cleopatra  bulimoides  gefunden  wurden  und  noch  bei  anderen 
Formen  vorkommen  (so  Cerc.  tuberculata  De  Filippi,  Cerc.  fallax 
Dies.).  In  allen  diesen  Fällen  schwillt  der  Zellenleib  immer  mehr 
an,  und  in  demselben  zeigen  sich,  erst  klein,  dann  grösser 
werdend,  Einlagerungen  in  Form  von  Körnchen  oder  Stäbchen, 
welche  später  den  ganzen  Zellenleib  dicht  anfüllen,  den  central 
liegen  bleibenden  Kern  aber  meist  frei  und  sichtbar  lassen.  Die 
Zellen  sind  alle  nach  der  Körperfläche  zu  spitz  ausgezogen,  und 

4)  Leuckart,  Parasit,  d.  Menschen.  2.  Aufl.  3.  Lief.  p.  280  f. 

2)  Thomas,  The  Live-History  of  the  Liver-Fluke.  Quarterly  Journal 
elc.    New.  Ser.  Vol.  23.  4883. 

3)  Sonsino,  Studi  sui  parassiti  dei  molluschi  di  acqua  dolee  etc.  Fest- 
sehr.  z.  70.  Geburtst  Run.  Leuckart's.  Leipzig  4892.  p.  444. 
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wenn  man  auch  ihre  AusführungSgänge  selten  mit  voller  Deut- 
lichkeit zu  erkennen  vermag,  so  kann  man  sich  dagegen  um  so 
leichter  von  dem  thatsBchlichen  Austreten  ihrer  Secretmassen 
überzeugen.  Besonders  ist  dies  der  Fall  bei  den  Cystogenzellen, 
und  es  ist  bemerkenswert!^  dass,  obgleich  sie  mehrfach  nur  auf 
der  Bauchseite  münden  (Gero,  hepatici,  G.  tuberculata),  doch  die 
von  ihnen  gelieferten  Secretkömchen  sich  sofort  um  den  ganzen 
Körper  in  gleichmassiger  Schichte  herumlagern.  Was  die  Sttib- 
chenzellen  anbelangt,  so  bleiben  sie  zunächst  noch  an  Ort  und 
Stelle;  später  aber  werden  auch  sie  entleert,  wobei,  wie  ich 
glaube,  ihr  geformter  Inhalt  zur  Verdickung  der  zuerst  gebildeten 
Cyste  Verwendung  findet  (Gere,  tuberculata);  genauere  Beobach- 
tungen hierüber  stehen  mir  leider  noch  nicht  zu  Gebote1).  Mit 
der  Entleerung  des  Inhaltes  beschliessen  diese  Drüsenzellen  aber 
keineswegs  ihr  Dasein.  Bei  Gercaria  tuberculata  sowohl,  wie 
bei  G.  echinata  überzeugte  ich  mich  zweifellos  davon,  dass  sie 
erhalten  bleiben  und  den  um  diese  Zeit  bereits  gebildeten  Blasen- 
zellen gleich  werden,  mit  diesen  also  wahrscheinlich  auch  die 
gleich  näher  zu  besprechenden  späteren  •  Schicksale  theilen 
dürften. 

Neben  den  Drüsenzellen  legen  sich  im  Körper  der  Gercarien 
sehr  frühe  schon  die  Organe  des  Distomenleibes  an;  auf  welche 
Weise  dies  geschieht,  darüber  habe  ich  vor  Kurzem  bereits  einige 
Mitteilungen  gemacht1).  An  denjenigen  Stellen  nun,  wo  weder 
Drüsenzellen  noch  Organe  gebildet  werden,  beginnen  sich  zu- 
nächst einzelne  der  zelligen  Elemente  zu  dem  späteren  Parenchyme 
umzuformen ;  sie  nehmen  dabei  stark  an  Volumen  zu,  ihr  Proto- 
plasma erhält  eine  wässerige  Beschaffenheit,  indess  der  Kern 
seine  centrale  Lage  unverändert  beibehält.  Ich  habe  bis  jetzt 
noch  keine  Anhaltspunkte  dafür  gefunden,  dass  dieser  Umfor- 
mungsprocess  als  eine  Secretion  aufzufassen  sei,  wie  etwa  bei 
der  Bildung  des  Fett-  oder  Ghordagewebes.    Bekanntlich  treten 


\)  Die  von  Leuckart  (Parasiten  2.  Aufl.  p.  283)  früher  ausgesprochene 
Vcrmuthung,  die  fraglichen  Gebilde  möchten  Myoblasten  darstellen,  ist  von 
demselben  inzwischen  selbst  wieder  aufgegeben  worden.  Sonsino  (1.  c. 
p.  444)  bemerkt,  dass  die  Stäbchenzellen  bei  der  C.  distomatosa  an  derselben 
Stelle  liegen,  wo  bei  erwachsenen  Exemplaren  der  Darm  sich  vorfindet, 
ohne  aber  über*  etwaige  Beziehungen  beider  sich  zu  äussern.  Von  den  Cy- 
stogenzellen sind  die  Stäbchenzellen  durchaus  verschieden. 

2)  Ueber  Amphist.  subclav.  etc.   1.  c. 
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hier  im  Inneren  des  Zellkörpers  erst  kleine  Secrettröpfchen  auf, 
die  allmählich  an  Volum  zunehmen  und  zuletzt  die  ganze  Zelle 
mehr  oder  weniger  anfüllen,  indem  sie  dabei  das  ursprüngliche 
Plasma  auf  einen  schmalen,  den  Kern  enthaltenden  äusseren 
Saum  zusammendrängen.  Die  meistens  centrale,  nur  selten  ex- 
centrische,  aber  fast  niemals  ganz  parietale  Lage  des  Kernes  bei 
den  Blasenzellen,  sowie  die  allezeit  gleichartige  Beschaffenheit  des 
Inhaltes  deuten  mehr  auf  eine  Metamorphose  des  Protoplasmas 
hin;  am  ehesten  könnte  man  noch  bei  den  oben  erwähnten 
» Schwammzellen  a  an  eine  Secretion  denken.  Es  entstehen  durch 
diese  Metamorphose  schliesslich  Gebilde  von  blasenartigem  Aus- 
sehen mit  fester  Wand  und  flüssigem  Inhalt,  die  bereits  von 
Schwarze  unter  dem  Namen  Blasenzellen  beschrieben,  aber  ihrer 
Bedeutung  nach  nicht  völlig  erkannt  wurden.  Schwarze  schreibt 
ihnen  mechanische  Functionen  zu  und  fasst  sie  als  Druckerzeuger 
auf,  welche  aber  bei  dem  aus  gebildeten  Thiere  überflüssig  wer- 
den sollen,  da  das  letztere  nur  noch  geringe  mechanische  Lei- 
stungen übe.  Demnach  scheint  Schwarze  die  Blasenzellen  für 
etwas  anderes  zu  halten,  als  die  späteren  Parenchymzellen;  das 
sind  sie  aber  nicht;  gerade  die  Parenchymzellen  der  erwachsenen 
Würmer  besitzen  meiner  Ansicht  nach  die  hauptsächliche  mecha- 
nische Function,  Träger  der  inneren  Organe  und  Antagonisten  der 
gesammten  Musculatur  zu  sein ;  die  Blasenzellen  der  Gercarien 
sind  die  ersten  Anfänge  der  Bildung  dieser  späteren  Grundsub- 
stanz, sie  verlieren  also  ihre  Bedeutung  nicht  bei  der  lieber- 
tragung  und  Reifung  des  Wurmes,  sondern  gewinnen  sie  im  Ge- 
gentheil  dann  erst  vollkommen.  Die  zwischen  den  Blasenzellen 
liegen  bleibenden  unveränderten  Körperzellen  der  Gercarien 
sollen  nach  Schwarze  später  das  bindegewebige  Maschenwerk 
darstellen,  welches  die  Lückenräume  des  Parenchyms  zwischen 
sich  nimmt. 

Ich  spreche,  wie  erwähnt,  diese  Blasenzellen  als  die  ersten, 
sich  bildenden  Parenchymzellen  des  Trematodenkörpers  an. 
Ihre  Zahl  ist,  entsprechend  den  Grössenverhältnissen  des  Cer- 
carienleibes,  zunächst  ganz  allgemein  noch  eine  geringe,  sie 
wechselt  aber  ausserdem  noch  je  nach  der  Menge  des  disponiblen 
Raumes.  Cercarien,  welche  in  ihrem  Inneren  sehr  massenhafte 
Drüsen  aufweisen,  besitzen  solche  Blasenzellen  fast  gar  nicht, 
oder  diese  fungiren,  wenn  man  will,  zunächst  noch  als  Drüsen 
(so  u.  a.  bei  den  echinostomen  Cercarien) ;  andere,  bei  denen 
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nur  wenige  Drüsen  vorbanden  sind,  zeigen  sie  mit  grosser  Deut- 
lichkeit (C.  armata  und  ornata).  Am  typischsten  aber  entwickeln 
sie  sich  im  Schwänze  der  Cercarien,  also  da,  wo  gar  keine  be- 
sonderen Organe  ihre  Entstehung  nehmen;  und  hier  zeigt  sich 
auch  ihre  vollkommene  Identität  mit  den  Parenchymzellen  des 
erwachsenen  Wurmes. 

Ursprünglich  besteht  der  Gercarienschwanz  aus  einem  rein 
zelligen  Blastem  wie  der  Körper,  -  ist  er  doch  nur  eine  sich  ab- 
schnürende Partie  desselben.    Während  seiner  weiteren  Ent- 
wickelung  aber  wird  ein  Theil  seines  Zellenmateriales  zu  der 
im  Schwänze  oft  sehr  starken  Muskulatur  (ecbinostome  Gere, 
G.  tuberculata,  macrocerca  u.  a.)  aufgebraucht,  der  andere  bildet 
sich  zu  Blasenzellen  um,  deren  Wände  dicht  aneinanderschliessen 
und  ein  feines  Netzwerk  darstellen,  in  dessen  Lückenräumen 
die  kleinen  Kerne  stets  deutlich  nachweisbar  bleiben.    Voll- 
kommen unveränderte,  also  noch  indifferente  Elemente  bleiben  im 
Schwänze  der  völlig  erwachsenen  Cercarie  wohl  niemals  zurück, 
und  schon  deshalb  scheint  mir  eine  Umwandlung  des  abgewor- 
fenen Gercarienschwanzes   in   eine  neue  Amme  ganz  ausge- 
schlossen.    Diese  alte,  von  K.  E.  v.  Base  für  Bucephalus  als 
blosse Yermutbung  geäusserte  Ansicht4),  die  später  von  Diesing*) 
und  Pagenstecbbr3)  als  bewiesene  Thatsache  verfochten  wurde, 
ist  in  neuerer  Zeit  trotz  des  Widerspruchs  Lbuckart's  *)  von 
Ercolani8)  wieder  hervorgesucht  und  auf  das  Eifrigste  vertheitigt 
worden.  Am  schwerwiegendsten  könnten  von  Ercolani's  neuer- 
lichen Angaben  betreffs  dieser  Propagationsweise  die  über  die 
Gercaria  cristata  gemachten  sein,  und  in  der  That  bezeichnete 
Pagenstecher  die  letzteren  als  eine  besondere  Leistung6).    Da 
nun  meine  Beobachtungen  an  dem  genannten  Thiere  ein  wesent- 
lich anderes  Resultat  ergeben  haben,  als  das  ERCoLANi'sche,  so 
mögen  einige  Mittheilungen  darüber  hier  Platz  finden. 


4)  K.  E.  v.  Baer,  Beitr.  z.  Kenntn.  d.  niederen  Thiere  etc.   p.  583. 

2)  Diesing,  Revision  der  Cercarien.  Sitz.-Ber.  d.  Kais.  Acad.  XV.  4855. 

3)  Pagenstecher,  Trematodenlarvenu.Trematoden.  Heidelb.  4857. — 
lieber  Cerc.  cotylura.  Verh.  d.  naturh.-med.  Yer.  Heidelb.  II.  4862.  p.  24  0. 

4)  Lbuckart,  Die  menschl.  Parasiten  l.  p.  542. 

5)  Ercolani,  Dell'  Adattamento  della  specie  etc.  Mem.  dell'  Acad.  di 
Ser.  IV.  2.  4  884. 

6)  P agenstbcher,  Zur  Entwicklungsgesetz  d.  Tremat.   Verh.  d-  Na- 
tur w. -Med.  Ver.  Heidelberg.  N.  F.  III.  4886  p.  44. 
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Cercaria  cristata,  von  De  la  Valette  entdeckt1),  später  von 
De  Fillippi*)  und  Ercolani  auf's  Neue  untersucht,  sollte  nach 
ihres  Entdeckers  Angaben  eine  Altrix  filiformis,  perlonga  haben, 
während  Db  Filippi  sowohl ,  wie  Ercolani  Sporocysten  als  Er- 
zeugerinnen der  massenhaft  vorhandenen  Keimballen  und  Ger- 
carien  überhaupt  nicht  auffinden  konnten.  Während  aber  Db 
Filippi  vorsichtig  sich  weiterer  Urtheile  enthält,  verwendet  Er- 
colani diesen  negativen  Befund  im  Sinne  seiner  Theorie,  indem 
er  die  Cercarienschwänze  zu  neuen  Ammen  heranwachsen  lässt; 
da  echte  Sporocysten  nicht  zu  finden  waren,  so  schien  allerdings 
das  massenhafte  Auftreten  der  Cercarien  der  Annahme  einer 
solchen  Propagationsweise  günstig.  Es  liegen  nun  dieser  Be- 
hauptung insofern  auch  positive  Thatsachen  zu  Grunde,  als  man 
gerade  bei  der  Gere,  cristata  sehr  oft  eingeschnürten  und  zwischen 
den  Einschnürungen  kugelig  aufgetriebenen  Schwänzen  be- 
gegnet (die  so  deformirten  Schwänze  fasst  E.  als  Uebergangs- 
bildungen  zu  neuen  Ammen  auf) ;  aber  diese  Einschnürungen 
betreffen  zunächst  in  ganz  der  gleichen  Weise  auch  die  Cercarien- 
leiber,  von  denen  meines  Wissens  noch  Niemand  eine  Rttckver- 
wandlung  in  Keimschläuche  behauptet  hat,  und  sie  sind  weiter 
Erscheinungen  des  allmählichen  Absterbens  der  ausserordent- 
lich zarten  Thiere,  die  den  Aufenthalt  ausserhalb  ihrer  Sporocyste 
kaum  eine  Viertelstunde  vertragen  können.  Hierin  liegt  auch 
der ,  wie  mir  scheinen  will ,  leicht  ersichtliche  Grund  für  die 
von  Ercolani  so  stark  betonte  Thatsache ,  dass  man  in  manchen 
Schneckenindividuen  nur  Cercarien  mit  einer  »codafertile«,  in 
anderen  nur  solche  mit  der  »coda  sterile  <r  findet.  Wenn  die 
Schnecke  nur  eine  Stunde  todt  gelegen  hat,  bevor  sie  zur  Unter- 
suchung kommt,  noch  viel  auffallender  aber,  wenn  zu  dem  als 
Untersuchungsflüssigkeit  dienenden  Schneckenblute  nur  eine 
Kleinigkeit  Wasser  hinzutritt  (z.  B.  wenn  die  Schnecke  vor  der 
Untersuchung  nicht  abgetrocknet  wird),  machen  sich  an  den  un- 
reifen Cercarien  die  genannten  —  bei  anderen  Formen  übrigens 
genau  ebenso  auftretenden  —  Veränderungen  geltend;  sofort 
nach  dem  Oeflhen  der  Schnecke  und  in  reinem  Schneckenblute 
untersuchte  Parasiten  zeigten  sie  mir  niemals. 

Die  wirklichen  Ammen  der  C.  cristata  haben  weder  Db 


\)  De  la  Valette,  Symbolae  ad  Trem.  evol.  bist.  p.  33.  Taf.  H.  Fig.  K. 
2)  De  Fillippi,  III«  Memoire  etc.  1.  c. 
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Filippi  ,  noch  Erolani  und  augenscheinlich  auch  De  la  Valette 
nicht  gesehen  (vorausgesetzt,  dass  nicht  auch  hier  verschiedene, 
schwer  trennbare  Arten  vorkommen,  was  mir  sehr  wahrschein- 
lich ist),  dehn  sie  sind  nicht,  wie  der  letztere  angiebt,  lang  und 
fadenförmig,  sondern  gerade  im  Gegentheil,  kurz,  sackförmig, 
durchschnittlich  etwa  0,2  mm  lang  und  0,4  mm  breit;  sie  liegen 
ausserdem  innerhalb  der  Lobuli  der  Leber  und  verdrängen  da- 
bei deren  Zellen  so  vollständig,  dass  man  ihre  Wandungen  für 
die  der  Leberlobuli  hält,  in  welch  letzteren  dann  ihre  Brut  direct 
zu  liegen  scheint.  Aus  diesem  Grunde  sind  die  Sporocysten 
auch  verhältnissmässig  schwer  frei  zu  präpariren  und  es  kann 
bei  oberflächlicher  Beobachtung  leicht  genug  kommen,  dass  man 
sie  völlig  übersieht.  C.  cristata  hat  also  eine  echte  Sporocyste 
und  die  Brut  dieser  Sporocyste  entsteht  auch  und  entwickelt 
sich,  soweit  meine  Beobachtungen  gegenwärtig  reichen,  ganz 
auf  die  sonst  übliche  Weise,  obgleich  der  sehr  eigentümliche 
Wurm,  dessen  Jugendform  sie  ist,  weder  ein  Monostomum  noch 
ein  Distomum  darstellt.  Damit  ist,  glaube  ich,  der  Beweis  ge- 
liefert, dass  zunächst  die  G.  cristata  eine  besondere  Reproduc- 
tionsweise  nicht  nöthig  hat,  und  weiter,  dass  die  von  Ercolani 
aufgestellten  Behauptungen  über  die  Verwandlung  von  Cercarien- 
schwänzen  in  neue  Ammen,  auch  was  die  G.  cristata  anbelangt, 
keineswegs  zutreffend  sind;  damit  fällt  natürlich  auch  die  Be- 
deutung, die  ihnen  Pagenstecher  als  Stützen  seiner  Hypothese 
zugeschrieben  hat1). 


i)  Nicht  anders  verhält  es  sich  mit  der  grosseren  Mehrzahl  der  üb- 
rigen Beobachtungen  und  Schlüsse  Erbolaki's,  was  ausser  von  Pagenstecher 
besonders  von  Leuckart  und  Schwarze  gelegentlich  hervorgehoben  wird. 
Heber  einen  der  »neuen«  Funde  Ereolam's  ist  mir  zufällig,  glaube  ich,  ein 
Licht  aufgegangen.  £.  behauptet,  ausser  bei  Sporocysten  auch  bei  Redien 
eine  Vermehrung  durch  Theilung  beobachtet  zu  haben  und  er  giebt  hiervon 
auch  eine  auf  Cerc.  echinata  (hierunter  sind  alle  unsere  echinostomen  Cer- 
carien,  kurz  und  bündig,  zusammengeworfen  worden!)  bezügliche  Abbil- 
dung. So  viele  Hunderte  dieser  Redien  aller  Arten  ich  nun  auch  zu  Gesichte 
bekommen,  nie  ist  mir  ein  sicheres  Anzeichen  einer  spontanen  Theilung 
aufgestossen,  wohl  aber  sieht  man  bei  den  Echinatacercarien  sehr  oft,  wie 
in  den  älteren  Redien  eine  der  eingeschlossenen  reifen  Gercarien,  offenbar 
im  Drange  nach  der  Freiheit,  in  das  äusserste  Hinterende  der  Mutter  sich 
hineinzwängt.  Dann  scheint  auch  dieses  einen  Saugnapf  zu  besitzen ;  aus 
den  in  den  Körperwandungen  reichlich  vorhandenen  Pigmentansansamm- 
lungen kann  man  sich  leicht  einen  anhängenden  Darm  construiren  (na- 
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Wahrend  im  Gercarienschwanze  also  gewöhnlich  alle  zel- 
ligen Elemente  einer  Metamorphose  in  Blasenzellen  unterliegen, 
ist  dies  im  Körper  der  Gercarien  nicht  der  Fall.  Hier  bleiben  im 
gesammten  Umkreise  des  Leibes  meist  dicht  unter  der  Körper- 
wand, dann  aber  noch  in  der  Nachbarschaft  der  sich  anlegenden 
Organe,  immer  unveränderte  Zellen,  entweder  in  continuirlicher 
Lage,  oder  aber  in  einzelne  Gruppen  vereinigt,  erhalten,  und 
diese  Zellencomplexe  sind  für  das  Wachsthum  der  Würmer  von 
höchster  Bedeutung.  Der  Körper  der  Gercarien  ist  vielfach 
ausserordentlich  klein  im  Verhältniss  zur  Grösse  des  erwach- 
senen Thieres:  diese  Volumzunahme  beruht  einmal  auf  einer 
mitunter  sehr  auffälligen  Vergrösserung  der  histologischen  Ele- 
mente während  des  Ueberganges  zum  definitiven  Zustand,  an- 
dererseits und  wohl  zum  grösseren  Theile  aber  auf  einer  Ver- 
mehrung dieser  Elemente.  Die  Organe  des  Körpers  liefern  sich 
das  neue  Material  selbst  durch  Theilung  und  Vermehrung  ihrer 
Zellen,  die  alle  wenigstens  eine  Zeit  lang  fortpflanzungsfähig 
bleiben.  Dasselbe  ist  aber  bei  den  blasig  entarteten  Zellen  des 
Parenchyms  nicht  mehr  möglich  —  und  so  sehen  wir  denn,  wie, 
um  auch  hier  einen  Zuwachs  zu  ermöglichen,  im  Parenchyme 
immer  eine  Zahl  von  nicht  veränderten  Zellen  erhalten  bleibt, 
welche  sich  theilen  und  so  das  Material  für  eine  Vermehrung  der 
Parenchymelemente  und  damit  für  ein  Wachsthum  des  Körpers 
abgeben  können. 

Ursprünglich  lagen  diese  unverändert  und  indifferent  ge- 
bliebenen Zellen  nicht  nur  in  der  Nähe  der  Körperwand,  son- 
dern auch  in  der  Umgebung  der  wachsenden  Organe,  besonders 
der  Geschlechtsorgane,  und  sie  sind  hier  auch  mehrfach  von 
Larven  und  encystirten  Würmern  beschrieben  worden.  Sie 
fallen  aber  meist  schon  frühzeitig  einer  Metamorphose  anheim, 
und  so  kommt  es,  dass  bald  nur  noch  die  in  der  Nähe  der  Kör- 
perfläche gelegenen  vorhanden  bleiben.  Uebrigens  sind  es  nicht 
nur  Blasenzellen,  welche  aus  ihnen  hervorgehen;  eine  Anzahl 
verwandelt  sich  augenscheinlich  in  Muskelfasern  (Parenchym- 
muskeln),  andere  zu  jenen  sogenannten  sternförmigen  Zellen, 


mentlich  wo  dieser  nicht  sehr  voluminös  ist),  und  trägt  vielleicht  gar  die 
Kedie  zufällig  irgendwo  am  Leibe  eine  Einschnürung,  dann  ist  ihre  Thei- 
lung bewiesen  —  wenn  man  sich  mit  einem  solchen  »Beweise«  zufrieden 
iüebt. 
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welche  den  Verschluss  der  Flimmertrichter  bilden.  Die  feinsten 
Excretionscanäle  sind  erneuten  Beobachtungen  nach  Lücken- 
räume  zwischen  den  Parenchyinzellen,  die  sich  an  ihrem  Ende 
etwas  verbreitern,  um  hier  den  wimpernden  Fortsatz  der  Termi- 
nalzelle in  sich  aufzunehmen;  auch  diese  Terminalzelle  ist  eine 
Parenchyinselle,  die  anstatt  blasig  zu  entarten,  den  flimmernden 
Fortsatz  gebildet  hat.  Endlich  Hess  man  meines  Wissens  bis  jetzt 
ganz  allgemein  auch  die  Dotterstöcke  aus  Parenchymzellen  her- 
vorgehen, wenigstens  spricht  sich  Leuckart  in  solchem  Sinne 
aus1).     Diese  Annahme  beruht  jedoch  auf  einem  Irrthume.   Bei 
sehr  jungen  Dist.  perlatum,  und  vollständiger  noch  bei  Dist.  en- 
dolobum  konnte  ich  beobachten,  wie  im  Anfange  der  Geschlechts- 
entwickelung aus  dem  Centrum  der  weiblichen  Geschlechtsan- 
lage hervor,  nach  jeder  Seite  ein  Zellenstrang  auswächst.  Dieser 
gabelt  sich  später  in  der  Nähe  der  Körperwand  in  einen  nach 
vorn  und  einen  nach  hinten  laufenden  Ast,  und  jeder  dieser  Aeste 
bekommt  noch  später  kleine  seitliche  Knospen,  die  sich  mit  zahl- 
reicheren Zellen  füllen.   Ich  werde  an  einem  anderen  Orte  noch 
näher  hierauf  zurückkommen;  zunächst  beweisen  diese  That- 
sachen  aber,  dass  die  Dotterstöcke  nicht  dem  Parenchyme  ange- 
hören, sondern  von  der  Geschlechtsanlage  aus  ihren  Ursprung 
nehmen. 

Durch  die  stetig  fortschreitende  Umbildung  der  indifferenten 
Elemente  in  fixe  Gewebszellen  wird  nun  aber  das  subcutane 
Lager  derselben  durchaus  nicht  erschöpft;  die  Beobachtung  lehrt 
vielmehr,  dass  es  im  gesammten  Umkreise  des  Körpers  bis  in  das 
Alter  der  Würmer  bestehen  bleibt;  es  repräsentirt  meiner  An- 
sicht nach  das  Material,  aus  welchem  durch  Vermehrung  und 
Bildung  neuer  Elemente,  welche  sich  später  in  Parenchymzellen 
umwandeln,  eine  Vergrösserung  des  Körpers  ermöglicht  wird; 
ein  Gebilde  also,  welches  der  Cambiumschicht  des  Pflanzen- 
körpers anatomisch  und  physiologisch  vollkommen  entspricht. 

Bisher  sind  diese  Zellenlager,  die  man  bei  allen  daraufhin 
untersuchten  Trematoden  aufgefunden  hat,  wohl  meist  als  Haut- 
drüsen gedeutet  worden,  trotzdem  die  Auffindung  von  Ausfüh- 
ningsgängen  mit  Sicherheit  nie  gelingen  wollte.  Ich  sage  hier 
nicht  ohne  Absicht  meist,  denn  es  war  nicht  allgemein  der  Fall. 
Während  Lbuckart  sich  anfangs  ebenfalls  dieser  Auffassung  an- 


*)  Leuckart,  Parasiten  etc.  I.  Bd.  4.  Lief.  p.  165. 
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geschlossen  hatte,  kommt  er  bei  erneuter  Untersuchung  des  Leber- 
egels und  besonders  bei  der  des  Lungenegels ,  Dist.  pulmonale, 
zu  Resultaten,  die,  wenn  auch  nur  als  Vermuthungen  geäussert, 
auf  dasselbe  hinauslaufen,  was  mir  als  auf  Grund  vergleichender 
Beobachtungen  als  zweifellos  erscheint.  Lkückart  erklärt  unter 
Hinweis  auf  die  Parenchymzellen  der  Cercarien  die  fraglichen 
Zellen  zunächst  für  Gebilde,  die  ihre  Bntwickelungsgeschichte 
noch  nicht  abgeschlossen  haben  und  wird  in  dieser  Ansicht  be- 
stärkt durch  die  Beobachtung,  dass  die  jüngsten  der  hüllenlosen 
(i.  e.  indifferenten)  »Parenchymzellen  mit  den  distalen  Segmenten 
der  scheinbaren  Hautdrüsen  öfters  so  innig  verbunden  sind,  dass 
die  Vermuthung  nahe  liegt,  es  möchten  dieselben  durch  Ver- 
grösserung  und  körnige  Umbildung  des  Protoplasmas  direct  aus 
den  Zellen  des  Ballens  hervorgehend).  Ich  hatte,  schon  ehe  ich 
diesen  Passus  fand,  mir  mein  Urtheil  über  die  fraglichen  Ele- 
mente gebildet  und  freue  mich  jetzt  umsomehr,  meine  Ansicht 
gleich  von  so  competenter  Seite  her  unterstützt  zu  sehen. 

Dies  ist  meines  Wissens  aber  die  einzige  Stimme,  die  sich 
bis  jetzt  bestimmt  gegen  die  Drüsennatur  der  in  Rede  stehenden 
Gebilde  richtet;  hingegen  sind  dieselben  von  mancher  anderen 
Seite  sehr  unbestimmt  und  wohl  nur  deswegen  als  Drüsen  auf- 
gefasst  worden,  weil  eine  andere,  angemessenere  Deutung  vor 
der  Hand  sich  noch  nicht  finden  Hess.  Für  ihre  secretorische 
Function  hat  sich  in  jüngster  Zeit  mit  Entschiedenheit  Brandes 
ausgesprochen f)  und  sie  ganz  allgemein  für  die  Bildnerinnen  der 
»Guticula«  der  Würmer  in  Anspruch  genommen.  Wenn  nun 
Brandes7  Angaben  auch  meist  auf  Formen  Bezug  haben,  die 
mir  nicht  zu  Gebote  stehen,  über  die  ich  also  kein  definitives 
Urtheil  habe,  so  kann  ich  mich  doch  der  Vermuthung  nicht  ent- 
schlagen, dass  mein  verehrter  College  auch  die  hier  in  Rede  stehen- 
den Zellen  mit  für  Hautdrüsen  genommen  hat,  wie  bis  jetzt  eben 
fast  allgemein  geschehen.  Es  ist  das  allerdings  um  so  leichter 
möglich,  als  die  fraglichen  Zellen  mitunter  in  ganz  auffälliger 
Weise  nach  der  Körperwand  hin  in  Fortsätze  ausgezogen  er- 
seheinen, was  mir  namentlich  bei  Dist.  echinatum  öfters  vorkam ; 


1)  Leückart,  Paras.  d.  Menschen.  2.  Aufl.  4.  Lief.  p.  188  u.  414. 

2)  Brandes,  Z.  feineren  Bau  d.  Trematoden.  Zeitschr.  f.  wiss.  Zool. 
HU.  4  891.  —  Mündlicher  Mittheilung  zufolge  ist  übrigens  Brandes  neuer- 
dings selbst  von  dieser  Auffassung  zurückgekommen. 
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bei  genauerem  Zusehen  entpuppten  sich  aber  alle  die  vermeint- 
lichen Ausführungsgänge  als  feine  Spalträume  zwischen  Paren- 
chymzellen,  in  denen  theilweise  Fasern  nach  der  Haut  zogen 
und  in  welche  unsere  » Drüsen «  mit  dem  einen  Ende  eingekeilt 
lagen.  Das  Protoplasma  dieser  »Drüsen«  zeigt  ausserdem  nirgends 
den  für  diese  Gebilde  sonst  so  charakteristischen  Habitus,  und, 
was  die  Hauptsache  ist,  jene  Zellen  sehen  ganz  anders  aus,  als 
die  wirklichen,  unzweifelhaften,  augenscheinlich  stets  einzelligen 
Hautdrüsen,  die  man  bei  allen  (mir  bekannten)  Würmern 
namentlich  in  der  Umgebung  des  Mundes  und  am  Halse  auf- 
finden kann.  Sie  sind  besonders  während  des  Lebens  wegen 
ihres  stark  lichtbrechenden  Inhaltes  in  die  Augen  fallend  und 
Are  Ausfbhrungsgänge  lassen  sich  auch  deutlich  und  ohne  Mühe 
bis  an  die  Aussenüüche  der  Guticula  verfolgen.  Diese  echten 
Hautdrüsen  sind  aber,  soweit  ich  bis  jetzt  gesehen  habe,  niemals 
sehr  zahlreich,  und  doch  haben  die  betreffenden  Würmer  eine 
theilweise  sehr  starke  Guticula,  zu  deren  Absonderung  jene  spär- 
lichen Absonderungsorgane  absolut  nicht  genügen  könnten.  Ein 
Absonderungsproduct  ist  aber  meinen  Beobachtungen  nach  die 
Guticula  zweifellos,  wie  aus  ihrem  ersten  Entstehen  und  aus 
ihrem  ganzen  übrigen  Verhalten  hervorgeht.  Ich  besitze  Präpa- 
rate (von  C.  echinata),  welche  sogar  für  eine  wenigstens  theil- 
weise Betheiligung  der  Hautdrüsen  der  Cercarie  an  ihrer  Bildung 
sprechen;  es  breitet  sich  nämlich  das  gefärbte  Secret  dieser 
Drüsen  auf  der  Bauchseite  zu  einer  ebenfalls  gefärbten  Hülle 
aus,  nur  ist  unter  dieser  Hülle  eine  weniger  gefärbte  Guticula 
mit  Stacheln  bereits  vorhanden.  Zunächst  enthalte  ich  mich  noch 
eines  definitiven  Urtheils  über  diese  Verhältnisse;  doch  stehe 
ich  vollkommen  auf  der  Seite  von  Brandes,  insoweit  er  die  ältere 
LEUCKART'sche  Ansicht  von  der  cuticularen  Natur  der  Haut  ver- 
theidigt.  Denn  ganz  ausgeschlossen  erscheint  mir  dem  anato- 
mischen und  entwickelungsgeschichtlichen  Verhalten  nach  eine 
Auffassung  derselben  als  metamorphosirtes  Epithel,  als  »Ekto- 
derm«!  Wenn  auch  die  Thatsache,  dass  alle  anderen  Thiere  ein 
solches  haben,  den  Gedanken  nahe  legen  mag,  bei  unseren 
Würmern  ebenfalls  danach  zu  suchen,  so  kann  sie  doch  keines- 
wegs als  Motivirung  dafür  gelten,  den  Thieren  ein  solches  anzu- 
construiren.  Für  eine  Gonstruction  aber  halte  ich  es,  wenn  man 
ohne  irgend  welche  positiven  Beweise  entweder  das  »Ektoderm« 
abgeworfen  sein,  und  die  Basalmembran  dieses  prob!  ematischen 
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Epithels  zur  Cuticula  avanciren  lässt  (Schneider4),  Minot*)),  oder 
wenn  man,  nur  gestützt  auf  ganz  vereinzelte  Funde  von  »Kern- 
resten a  in  der  Haut  (denen  aber  eine  weit  grössere  Zahl  voll- 
kommen negativer  Resultate  gegenüber  steht),  und  trotzdem  kein 
Mensch  ein  sicheres  Anzeichen  dieses  Ueberganges  gesehen  hat,  von 
metamorphosirtem  Epithel  redet  (Kerbert  s),  Ziegler4),  Biehringer6) 
und  in  neuester  Zeit  Monticelli  °) ,  der  sich  bis  zur  Aufstellung 
eines  »ectoderma  sincizialea  versteigt).  Wie  die  Angabe  Kerbbht's 
zu  Stande  gekommen  sein  mag ,  darüber  hat  Poiribr  eine  mir 
sehr  plausibel  erscheinende  Yermuthung  aufgestellt1);  die 
Schlüsse  Biehringer's  entbehren  jeder  Begründung  und,  wie  wir 
gesehen  haben,  auch  der  tbatsächlichen  Grundlage,  und  eben- 
sowenig  sind  Ziegler's  und  Monticelli's  Befunde  von  allge- 
meinerer Beweiskraft.  Am  schwerwiegendsten  in  dieser  Hin- 
sicht dürften  die  Angaben  von  Braun  sein8),  der  bei  verschiedenen 
Ektoparasiten  an  bestimmten  Körperstellen  deutliche  Epithel- 
zellen, und  bei  Monostomum  mutabile  wenigstens  zahlreiche  Kerne 
in  der  Haut  auffand0).  So  interessant  und  beachtenswerth  diese 
Beobachtungen  sicher  auch  sind,  so  geben  auch  sie  doch  keine 
endgültigen  Beweise  ab,  da  sie  einmal  nur  locale  Bildungen  sind, 
und  auf  ihre  genetische  Beziehung  zu  der  benachbarten  Cuticula 
keinerlei  Licht  werfen.  Ich  verweise  zur  Bekräftigung  dieses  Ein- 
wurfes auf  die  Thatsache,  dass  z.  B.  die  Cuticula  des  Oesophagus 
und  das  Epithel  des  Darmes,  obwohl  beide  direct  in  einander 
übergehen,  doch  nachweisbar  durchaus  verschiedenen  Ursprung 
haben10).  In  der  That  äussert  sich  auch  Braun  in  der  Frage 
nur  sehr  zurückhaltend.    Grossen  Werth  legen  die  Verfechter 

4)  Schneider,  A.,  Untersuch,  an  Plathelminthen.  44.  Ber.  d.  Oberhess. 
Gesellsch.  etc.  4  873. 

2)  Minot,  On  Distom.  crassicolle  etc.  Mem.  Bost.  Soc.  Nat.  Hist.  III. 
4  878. 

8)  Kerbert,  1.  c. 

4)  Zibgler,  Bucephalus  u.  Gasterostom.  etc. 

5)    BlEHRINGER,  1.  C.  p.  6. 

6)  Monticelli,  Cotylogaster  Michaelis  etc.  Festschr.  z.  70.  Geburtst. 
Rud.  Leuckart's.    4892.  p.  4  89  u.  4  93. 

7)  Poikier,  Contrib.  a  l'hist.  des  Trämatodes.  Aren,  de  Zool.  exp.  II* 
S6l\  III.  1885.  p.  494. 

8)  Braun,  Einige  Bern.  üb.  d.  Körper bed.  etc.  Centralbl.  f.  Bakt.  u. 
Parasitenk.  VII.  4  890  p.  597. 

9)  Braun,  Bronn's  Classen  u.  Ordn.  etc.  IV.  Bd.   Vermcs  p.  590. 
4  0)  Looss,  Amphist.  subclavat.  etc.    I.  c.  p.  464. 
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von  der  Auffassung  der  Trematodenhaut  als  eines  metamorpho- 
sirten  Epitheles  weiter  auf  das  Verhalten  der  in  noch  mancher 
anderen  Hinsicht  abweichenden  Gattung  Temnocephala.  Nach 
den  übereinstimmenden  Angaben  ihrer  Untersucher  (Haswell, 
Monticelli,  Braun,  Brandes)  setzt  sich  die  Haut  hier  aus  drei 
mehr  oder  weniger  scharf  gesonderten  Schichten  zusammen,  von 
denen  die  mittlere  ausser  Porencanälen  oder  Yacuolen  deutliche 
Kerne  enthalt.  Dass  aber  allein  mit  dem  Auffinden  dieser  Kerne 
unter  der  äusseren  kernlosen  Schicht  der  Haut  der  Nachweis  von 
der  epithelialen  oder  gar  epidermoidalen  Natur  der  ganzen  Haut 
geliefert  sein  soll,  kann  ich  nicht  zugeben ;  vor  allem  aber  nicht, 
dass  auf  Grund  eines  Befundes  auch  die  Körperbedeckung  aller 
übrigen  Trematoden  zu  einem  metamorphosirten  Epithel  ge- 
stempelt werden  soll  (vergl.  hierzu  die  Bemerkungen  von  Brandes 
zum  feineren  Bau  etc.  1.  c.  p.  24  f.). 

Ich  fasse,  wie  gesagt,  die  Trematodenhaut  als  ein  Absonde- 
rungsproduct  auf.   Auf  die  Frage  nun,  von  welchem  Theile  des 
Körpers  sie  abgesondert  wird,  vermag  ich  freilich  zunächst  noch 
keine  vollkommen  objective  Antwort  zu  geben ;  meine  subjective 
Deberzeugung  aber  ist  es,  dass  ihre  Bildung  in  der  Hauptsache 
von  dem  Körperparenchym  ausgeht.  Man  kann  sich  jedenfalls  vor- 
stellen, dass  bei  der  Umwandlung  der  indifferenten  in  die  blasig 
aufgetriebenen  Parenchymzellen  ein  Stoff  gebildet  wird,  der, 
ftusserlich  unsichtbar,  an  der  Oberfläche  angelangt  in  die  zäh- 
flüssige Guticularsubstanz  sich  verdichtet;  liegen  ja  doch  die 
sich   umbildenden  Parenchymzellen   immer   in  der  Nähe  der 
Körperfläche.   Damit  stimmt  es  ganz  gut,  dass  man  beim  Ab- 
sterben der  Thiere  (auch  bei  längerem  Liegen  unter  dem  Drucke 
des  Deckgläschens  bei  der  Untersuchung)  zahlreiche  Blasen  einer 
vollkommen  hyalinen  Substanz  durch  die  Cuticula  hindurchtreten 
und  auch  diese  selbst  sich  allmählich  in  ein  Gonvolut  glänzender 
Kugeln  und  Ballen  auflösen  sieht;  damit  stimmt  es  ferner  sehr 
wohl,  dass  die  Cuticula  mit  dem  Alter  der  Thiere  durchschnitt- 
lich immer  dicker  wird,  ohne  aber  an  demselben  Individuum 
immer  und  überall  dieselbe  Dicke  zu  haben,  und  damit  stimmt 
es  endlich  auch,  dass  das  erste  Auftreten  der  Cuticula  ungefähr 
mit  der  ersten  Differenzirung  der  inneren  Organe  des  Cercarien- 
körpers  zusammenfällt.    Dass  die  Haut  ein,  wenn  auch  zähes, 
doch  weiches  und  flüssiges  Product  ist,  wird  bewiesen  dadurch, 
dass  die  Inhaltsmassen  der  Cystogendrüsen  bei  den  Cercarien  ohne 
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weiteres  und  ohne  nachweisbare  Oeflnungen  durch  sie  hindurch- 
treten })  (G.  tuberculata,  diplocotylea  u.  a.).  Dasselbe  thun,  wie 
erwähnt,  bei  Druck  Tröpfchen  des  hyalinen  Parenchymzellen- 
inhaltes;  ob  diese  Tröpfchen,  die  auch  beim  allmählichen  Ab- 
sterben der  Würmer  austreten,  und  die  bei  nicht  ganz  frisch 
conservirten  Würmern  in  der  Haut  fixirt  werden,  nicht  gelegent- 
lich als  die  ominösen  »Kernreste er  figurirt  haben  mögen,  will  ich 
hier  dahingestellt  sein  lassen ;  beim  Betrachten  der  KsjiBKRT'schen 
Abbildungen  aber  (bes.  Fig.  3  Taf.  26  1.  c.)  möchte  ich  fast  darauf 
wetten2).  Woher  die  Stacheln  entstehen,  ist  mir  noch  völlig 
dunkel.  Ohne  allen  Zweifel  bleibt  die  Genese  und  die  Natur 
dieser  Eörperhaut  immer  noch  eine  offene  Frage,  eine  Frage  aber, 
deren  Lösung  nur  auf  dem  Wege  genauester  Beobachtung,  be- 
sonders der  Entwicklung,  gefunden  werden  kann  I 

Leipzig,  \  5.  December  \  892. 


4)  Aus  diesem  Grunde  stehe  ich  auch  den  verschiedenen  Angaben 
über  »Porencanäle«,  weiche  die  Haut  durchsetzen  sollen,  sehr  skeptisch 
gegenüber.  Vor  allem  habe  ich  solche  am  frischen,  lebendigen  Object  nie 
sicher  beobachtet;  was  man  aber  auf  Schnitten  sieht,  das  ist  in  Bezug  auf 
seinen  Werth  als  Normales  so  lange  in  Zweifel  zu  ziehen,  als  man  die  Ge- 
schichte des  betr.  Präparates  nicht  genau  kennt.  Von  der  Cuticula  des 
Dist.  hepaticum  besitze  ich  z.  6.  Schnittpräparate ,  wo  sie  einmal  als  ho- 
mogene Schicht  erscheint,  andere,  wo  in  ihr  leichte  Quersteif  ungen  (Poren- 
canäle)  auftreten,  so  wie  sie  u.  a.  Ziegler  zeichnet,  und  endlich  solche,  wo 
sie  eher  das  Aussehen  schlecht  erhaltener  Flimmerhaare ,  denn  das  einer 
»Haut«  hat.  Diese  letzteren  Präparate  stammen  von  Würmern,  die  eine 
kurze  Zeit  in  Wasser  gelegen  hatten.  Dieselbe  Erscheinung  zeigt  der 
ausserordentlich  dicke  »Cuticularsaum«  im  Darme  des  Amphist.  subclava- 
tum :  bei  frisch  conservirten  Thieren  homogen  oder  höchstens  fein  gestreift, 
zerfällt  derselbe  bei  längerem  Liegen  des  Wurmes  in  Wasser  oder  in 
dünnem  Alkohol  in  eine  Masse,  die  todt  und  bewegungslos,  wie  sie  im 
Präparat  dann  vorliegt,  viel  eher  an  lange  und  verfilzte  Haare  (man  würde 
sie  natürlich  als  Flimmerhaare  deuten),  als  an  einen  im  Leben  homogenen 
und  gleichartigen  Saum  erinnert.  Und  so  wie  hier,  wirkt  sicherlich  auch 
anderswo  die  Zeit,  die  zwischen  der  Conservirung  und  der  Entfernung  des 
Wurmes  aus  seinen  natürlichen  Existenzbedingungen  liegt,  verändernd 
auf  dessen  Bau  ein. 

2)  Nur  beiläufig  verweise  ich  hier  auf  Jüel's  Ausspruch,  wie  er  von 
Braun  in  Bronn's  Classen  und  Ordnungen  etc.  (1.  c.  p.  590)  referirt  wird. 
Juel findet  in  der  Haut  des  Schwanzes  von  Apoblema-Arten  kleine  Hohlräume 
und  grössere  rundliche  Blasen,  die  er  aber  selbst  wegen  ihrer  wechselnden 
Grösse  »nicht  als  Kernreste  hinzustellen«  wagt. 


M.  Krause,  lieber  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung, 
deren  Coefficienten  doppeltperiodische  Functionen  sind. 

Im  Folgenden  sollen  Differentialgleichungen  dritter  Ord- 
nung untersucht  werden,  deren  Coefficienten  doppeltperiodische 
Functionen,  deren  Integrale  zwar  eindeutig,  aber  nicht  mehr 
sämmtlich  doppeltperiodisch  sind.  Es  bildet  diese  Notiz  eine 
Ergänzung  zu  der  Notiz  vom  7.  December  4  894  in  diesen  Berichten. 
Es  soll  zunächst  ein  specielles  Beispiel  genommen  werden,  in 
welchem  die  Ausnahmefälle  ohne  Schwierigkeiten  durchgeführt 
werden  können,  dann  aber  soll  ein  allgemeiner  Fall  behandelt 
werden,  in  dem  es  wesentlich  darauf  ankommt,  die  Form  der  Inte- 
grale in  möglichst  einfacher  Weise  festzustellen.  Der  allgemeinere 
Fall  umfasst  nicht  alle  in  Betracht  kommenden  Differentialgleich- 
ungen dritter  Ordnung,  indessen  können  die  fehlenden  Fälle  ohne 
jede  Schwierigkeit  nach  derselben  Methode  behandelt  werden. 

Während  des  Verlaufes  der  Untersuchungen  des  Verfassers 
über  Differentialgleichungen  mit  doppeltperiodischen  Coefficien- 
ten ist  im  4  5.  Bande  der  Acta  mathematica  eine  Arbeit  von  Herrn 
Stinbbrg  erschienen,  die  die  Ausnahmefälle  für  alle  PicARD'schen 
Differentialgleichungen  nter  Ordnung  näher  untersucht.  Mit  dieser 
Arbeit  berührt  sich  die  folgende  in  einigen  Punkten,  in  anderen 
weicht  sie  von  ihr  ab. 

§*. 
Speeielle  Untersuchung  der  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung, 
deren  Integrale  einen  und  denselben  einfachen  Unendlichkeitspunkt 

haben. 

Die  allgemeine  Untersuchung  des  in  der  Ueberschrift  cha- 
rakterisirten  Falles  ist  in  §  2  der  citirten  Notiz  enthalten.   Wir 

8» 
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wollen  uns  auf  den  Fall  beschränken ,  dass  die  Werthe  von  l 
einander  gleich  sind,  dann  ergab  sich  die  Gleichung: 

4  /  V  +  c4  —  3*«  •  sn1**?  —f-^ 

v  '  dw3  dw 

=  q> (v)  (c8  -+-  c4  •  k*  •  sn1«;  +  3Ä* •  sn w  •  cnw  •  dn  w)  7 
während  die  Gleichungen  bestehen : 

c,  =  3A,     c4  =  — SJU+I  +  A-», 
A-«.u  =  — 3ft,-il-a;  +  i4  , 

und  die  Integrale  im  Allgemeinen  die  Form  haben: 

y-      *t(r)      *  '    «t-'.M. 

Es  sollen  jetzt  die  Ausnahmefälle  betrachtet  werden.    In  diesen 
muss  ein  Integral  jedenfalls  die  Form  haben: 

Schreiben  wir  nun  unsere  Differentialgleichung: 
und  setzen : 


w  , 


(3)  y  =  yjz  d 

so  crgiebt  sich  fttr  z  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 


v  '         -1— *  c/w;     du>       \    aur  y4  / 


dw 
Nun  ist  aber : 

snw 


d  log  yf  .       cn  o)i  •  dn  ty, 

d«;  sncu4  sn  w4  •  sn  (w -f-  w4)  ' 

d*v 
und  ähnlich  einfach  ist  -r-^-*-  zu  berechnen.    Setzen  wir  diese 

er 
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Werthe  in  unsere  Differentialgleichung  ein,  so  nimmt  sie  die 
Form  an: 

,.,  d*z    ,    n   dz    t    ^ 

/        cnoydna,, sn«,  X 

\  snw4  8nw4-sn(w;  + w4)/ 

q\  =  3A*sn*M;  —  2  —  2/c*  +  3Ä*-  sn*w4 


+ 


. /cnw4  •  dnw4  snio  \ 

\       sn  Wj  sn  w4  •  sn  (w  +  w4)/ 


Die  Coefficienten  dieser  Differentialgleichung  besitzen  die  Un- 
endlichkeitspunkte w  =  —  co4  und  w  =  iä'\ 

Der  zweite  ist  kein  Unendlichkeitspunkt  der  Integrale,  wohl 
aber  der  erste  und  zwar  ist  derselbe  von  der  Ordnungszahl  zwei. 
Unter  solchen  Umständen  setzen  wir: 

#4  (t>  +  W4)*  4 

und  erhalten  für  z4  die  Differentialgleichung : 

-      rf'a,       /  cnw4-dnw4  mw  \dzK 

"  '     dw*       \  snw4  snw4  •  sn(to  +  w4)/  dii; 

=  k%zi  (sn*  iü  —  sn*  w4)  . 

Diese  Differentialgleichung  lässt  sich  unmittelbar  auf  eine  früher 
behandelte  zurückführen.  In  der  That,  wir  hatten  die  Gleichung 
gefunden  (siehe  diese  Berichte,  Sitzung  vom  4  3.  Juni  4  892) : 

-  - j    •    +  (c*  +  Ä*  •  sna  •  sniü  •  sn  w  +  a  )     ;  v  ; 

=  q>  (y)(c5  +  c4  •  &*  •  sn  w  •  sn (w  +  «)  +  A:1  •  sn*  w)  ; 
deren  Integrale  im  Allgemeinen  die  Form  haben  : 

*if"i)f> 

Setzen  wir  o  =  w4  +  «Ä",  so  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an  : 


38  M.  Kraus«, 

<P<p(v)   ,   L    , gnw  \  d<p(v) 

dw*         \  *       sn wi  •  sn  (10  +  w4)/    d  to 

^w\  3      sn(tü  +  w{)  I 

Dabei  bestehen  die  Beziehungen : 

cnto.  dnto. 

k  •  sn  w.  •  c,  = ! 1  —  c4  , 

14  snw4  ' 

c3  =  —  c4  •  k%  •  cnw4  dn w4  —  A*  •  sn*G)4  . 

Setzen  wir: 

9>(«)  =  9>«M«"% 

und  bestimmen  /  aus  der  Gleichung : 

oder  was  dasselbe  sagt  aus  der  Gleichung : 

cn  (o.  •  dn  u. 
1  sn  w4 

so  leistet  q>K  (v)  der  Gleichung  Genüge: 

rf^Jv)       /  __  cno>4dnw4 snw \  dy4(t;) 

dw*         \  snw4  snw4-sn(a;  +  w4)/     dw 

=  A*  •  q>k  (v)  (sn*  w  —  sn*  w4)  . 

Das  ist  aber  unsere  Gleichung  für  z{ ,  wenn  an  Stelle  von  l:  3k 
gesetzt  wird.   Mithin  erhalten  wir  die  beiden  Integrale : 

wobei  die  beiden  Grössen  ^  und  *>"'  aus  der  Gleichung  be- 
stimmt sind: 

c4snw4-  snw4(6)  =  sn(w4  —  w/^) >     6  =  2,3. 

Es  ist  dieses  der  allgemeine  Fall  für  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung.  Es  fragt  sich,  ob  in  ihm  eins  oder  zwei  der 
Integrale  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  aufhören 
können  doppeltperiodisch  zu  sein. 
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Die  beiden  noch  fehlenden  Integrale  der  Differentialglei- 
chung dritter  Ordnung  lauten: 

*-*/Ä' w  ■*■■'■■ 

Soll  nun  eins  dieser  Integrale  z.  B.  #4  aufhören  doppeltperiodisch 
zu  sein,  so  muss  die  Function : 


#4  (V  +  *,)« 


e     V1  "   •  z\ 


mrcx  , 


eine  doppeltperiodische  Function  erster  Art  sein.    Die  hinrei- 
chenden und  notwendigen  Bedingungen  hierfür  lauten : 

2*^  —  ^äw-t  +  w,  , 

wobei  m  und  m4  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Setzen  wir  den  Werth  von  i/[  aus  der  letzten  Gleichung  in 
die  vorletzte  ein,  so  erhalten  wir  unter  Berücksichtigung  der 
Formel: 

—  .  H ,   1       =  —  ,  +  «  •  sn w.  •  sn  w7  -snw, 

dtoi  du"  cito  f 

*  =  *4  +  "7  | 

die  Gleichung : 

0,  cn2w4dn2w4   .   It       t  0 

3  A  = *rr *■  +  k*  •  sn*w.  •  sn  2 w. 

.   sn2tü.  *  * 


sn  10 K  •  cn  w4  •  dn  o)i 


4 


sn*  w4  sn  2  o*t 

oder  auch : 

(10)  6 A- socken av  dnw4 

=  4  —  ft'.sn4^  —  2(4  —  (4  +  ^Jsn1^  +  t1-»n4w1)  . 
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Es  ergiebt  sich  also  für  (oA  eine  Bedingungsgleichung,  die  zu  den 
früheren  hinzukommt.  Unier  diesen  greifen  wir  die  Gleichung 
heraus: 

A*-  sn  w{  •  cn co{  •  dn w,  =  —  3  k •  k*  •  sn*  w,  +  A  , 

dann  ergiebt  sich  für  sn1  co4  die  quadratische  Gleichung : 

—  3A4  •  sn« w4  +  2A*(4  +  k%  +  ^sn*^  —  k*  —  6  4- A  =  0  . 

Nun  ergiebt  sich  aber  andrerseits  durch  Quadriren  für  sn*  wi  die 
kubische  Gleichung: 

A6.snr'w4  —  (4  +  /tf  + 9  A*)/v4-sn4tü4+ (/.«+ 6AJ)A,.sntw1  =  /t5. 

Die  hinreichende  und  nothw endige  Bedingung  für  das  Zusam- 
menbestehen dieser  beiden  Gleichungen  besteht  aber  in  dem 
Verschwinden  der  Discriminante  der  letzten.  Setzen  wir  wie 
vorhin  an  Stelle  von  3i:  /,  so  lautet  diese  Discriminante: 

(44a)  j?ndn  .^  =  0 

o 

d<  =  -  27  , 

d%  =  2(—  2  +  k*+  3  A4  —  (4  +  23  A*-+-  4 A:4) Z8  —  (2  +  8*») £4)  , 
dK  =  4 k%  -  Z(-  6*»  +  (4  +  *»  +  P)1) , 
</0  =  -  4  A«  +  A4  (4  +  A«  +  /«)*  . 

Wir  können  dieselbe  auch  schreiben: 

(4 4  b)      27 ,14  —  (A*  +  2/  •  -4)»  /-•  —  484«  (A*  +  2/ .  4)  L 

-f  4/i«.Z,3  +  4(A*  +  2/-4)3  =0  , 
L  =  4  +  A*  +  /*  . 

Die  Integrale  y%  und  y3  sind  dann  leicht  zu  bestimmen,  wenn  y{ 
gegeben  ist. 

In  der  That,  es  ist : 

w;'  =  2w4 , 

und  ebenso  folgt: 

«<"  =  —  w4  +  iA"  , 

von  Perioden  abgesehen. 
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« 

Mithin  wird: 

Jt     y*J      *.(«  +  *,)«  ' 

Die  Function  innerhalb  des  zweiten  Integrales  ist  eine  perio- 
dische Function  zweiter  Art.  Dieselbe  kann  nach  bekannten 
Regeln  dargestellt  werden.  Dasselbe  gilt  in  Bezug  auf  die  Ent- 
wickelung  für  die  Function  innerhalb  des  ersten  Integralzeichens. 
Wir  erhalten  die  Resultate  : 

v,  =  —  2*4  +  y  • 

Es  bleibt  also  nur  noch  übrig  co{  zu  bestimmen.  sn*w4  ist  die 
gemeinsame  Wurzel  einer  kubischen  und  einer  quadratischen 
Gleichung.   Als  Werth  derselben  ergiebt  sich: 


<3) 


.,         ■         94*  —  ("  +  2/  >A)L 
*».sn»c<j4  =  am   ,   J0i.i_9f» 


6"+48Z.i4  — 2L«    ' 


wobei  .1  aus  der  angegebenen  Gleichung  vierten  Grades  be- 
stimmt ist. 

Es  kann  die  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichung  für 
A  ersetzt  werden  durch  die  Auflösung  einer  biquadratischen 
Gleichung  für  sn,w1 ,  die  unmittelbar  aus  der  Gleichung: 

. cn  2  wf  •  dn  2  ioi       k%  •  sn*  oj, 

sn2c<jt  snifrij 

folgt  und  den  Werth  annimmt: 

[\  4)  9/L4 .  sn8  co4  —  4  "  (3  +  3  &•  +  P)  sn*  w4 

+  2(4  +  U  "  +  4Ä*)sn4  to4  —  (4  +  "  +  /,jsn*wi+  4=0. 


42  M.  Krause, 

Der  einer  jeden  Wursel  entsprechende  Werth  von  A  ist  dann 
aus  der  Gleichung  bestimmt: 

—  3 A«  •  sn4  w4  +  2 k*(i  +  Ifl  +  P)  sn*  u,  —  A*  —  2/  •  A  =  0  . 

Wir  erhalten  den 

Lehrsatz.    Im  ersten  Ausnahmefall  nimmt  die  Differential- 
gleichung die  Form  an: 

^M  +  (_  3 i-  +  (1  +  *•)  -  3  P  •  «•«)  ^ 

=  qp  (y)  (c,  +  c4  •  A*  •  sn'  to  +  3  A*  •  sn  w  •  cn  w  •  dn  tu)  . 

Willkürlich  bleibt  die  Constante  c4,  während  l  den  Werlh  an- 
nimmt : 

A       3   ' 
und 

c8  =  ^l-2i8-2(1  +A4)A 

aus  der  vorhin  angegebenen  biquadratischen  Gleichung  zu  be- 
stimmen ist. 

Die  drei  Integrale  lauten : 


v-f- A  •  w 


wofet  *>4  und  v3  at^  cfen  früher  angegebenen  Gleichungen  zu  be- 
stimmen sind. 

Zu  denselben  Resultaten  können  wir  auch  auf  einem  andern 
Wege  gelangen.  In  der  That,  die  beiden  Integrale  yK  und  yz 
haben  die  allgemeine  Form.  Nehmen  wir  dieselben  als  bekannt 
an,  so  lautet  der  Werth  des  dritten  Integrals: 

,.„.  /'V.  •  dw  fy.  •  dw 
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Soll  nun  dieses  Integral  aufhören  doppeltperiodisch  zu  sein,  so 
niuss  die  Function  innerhalb  eines  der  beiden  Integralzeichen 
doppeltperiodisch  sein,  z.  B.  innerhalb  des  ersten.  Es  ergiebt 
das  die  Gleichungen: 

2*4  +  *3  =  mi  +  (2W  +  i)  ~  f 

Wir  sehen,  wir  kommen  zu  den  früheren  Resultaten. 

Hiermit  ist  der  Fall  erledigt,  dass  beide  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  doppeltperiodisch  sind.  Wir 
nehmen  jetzt  den  Ausnahmefall ,  der  in  der  citirten  Note  aus- 
führlich behandelt  worden  ist. 

Im  Allgemeinen  führt  derselbe  zu  keinen  neuen  Resultaten. 
Es  muss  c4  der  Gleichung  Genüge  leisten : 

cj  •  sn*  wi  +  2  sn  (oi  (cn  (d{  •  dn  coi  ±  k  sn*a)  c4  +  i  =  0 

oder  wir  erhalten  die  Gleichung: 

—  cn*c«if  •  dn*G>4  ±  2(w+  /  •  sn*wi)Asnw1  +  /* •  sn*w1  +  1=0 

oder  auch: 

—  cn*a>4  ■  dn'w,  d=  -j-~  sn  wi  +  P  •  sn*  wi  +  \  =  0 

oder  auch: 

k^sn%iüi^U%'SnUüi^+k%  +  P)+sn\oi{\+ki+l%)i  =  ^' 

Nun  leistet  sn*w4  aber  auch  der  früheren  Gleichung  dritten 
Grades  Genüge,  also  auch  der  Gleichung 

3A'«.sn4wt— a*f.Bnfa>1(<+*,+Jl)+4(ft1+a/-il)— (1 +*«+/*)*=  0. 

Dieses  Resultat  sagt  aber  aus ,  dass  die  ursprüngliche  kubische 
Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  und  ausser  ihnen  noch  die 
Wurzel  sn*oj{  besitzt.  Wir  kommen  also  zu  dem  früheren  Falle, 
nur  dass  co{  jetzt  die  Rolle  spielt,  die  früher  co3  inne  hatte.  Jeden- 
falls ergiebt  sich  nichts  Neues. 

Ein  neues  Moment  tritt  vielmehr  erst  dann  ein,  wenn  alle 
drei  Grössen  w4 ,  w,,  io3  zusammenfallen. 

Es  käme  dann  zu  den  früheren  Gleichungen  noch  die  Be- 
ziehung hinzu: 


44  M.  Krause,    # 

vK  =x  vz  +  m'  +  m4  •  t 
oder  also : 

(46)  *.  =  T  + 8 

Die  gefundenen  Werthe  von  vK  haben  also  die  Eigentümlichkeit, 
dass  sie  sn  3  coA  unendlich  gross  machen.  Nun  ist  ganz  allgemein : 

_  3  —  4 (1  +  k%)  sn1  (o  +  6fc*  ■  sn4ctj  —  ft4  •  sngc<j 

S  snw4  — 6/;«  .sn4w  +  4ifc*(4  +  A»)sn6w  — 3/<4  sn«w  " 

Mithin  erhalten  wir  die  Gleichung: 

(17)    3**  •  sn*w4  —  U*(4  +  *•)  snew1  +  6ftf  -  sn4w4  —  4  =  0. 

Zu  demselben  Resultat  wären  wir  gelangt,  wenn  wir  die  Be- 
dingung dafür  aufstellen,  dass  die  cubische  Gleichung: 

*•  •  sn6w4  —  (4  +  P  +  P)  kA  •  sn4w4  +  [k%  +  tl  -  j4)  t1.  sn*w4  =  4* 

drei  gleiche  Wurzeln  besitzt.   Dazu  muss  sein: 

A;1 .  sn1  w4  =  — L_J — *  f 
ft4  •  sn4w4  =  — 


oder  also : 


3 
ä6  •  sn6  ioi  =  -4*  , 

A_(j  +k*  +  P)t  —  M* 
A~  67  > 


während  für  /  die  Gleichung  stattfindet: 

(18)  4(1  +  k*  +  Z1)3/1  =  3((4  +  *»  +  Pf  -  S*1)1  . 

Ersetzen  wir  hierin  /*  durch  sn*co4,  so  erhalten  wir  genau  die 
obige  Gleichung.  Wir  sehen,  dass  in  diesem  Falle  die  Differen- 
tialgleichung keinen  willkürlichen  Goefficienten  mehr  enthält. 
/  oder  was  dasselbe  sagt  3  X  ist  aus  der  soeben  hingeschriebenen 
Gleichung  bestimmt.  Ist  l  gegeben,  so  folgen  die  übrigen 
Grössen  aus  den  vorhin  aufgestellten  Gleichungen,  so  dass  es 
nur  noch  übrig  bleibt,  die  Werthe  der  drei  Integrale  hinzu- 
schreiben. Dieselben  lauten,  wie  unmittelbar  aus  der  vorhin 
citirten  Notiz  folgt: 
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v  +  kw 


[19i 


y,  =  yj(*  - y.M.W|.l.(<p  +  <J d™ . 


Die  einzige  Schwierigkeit  besteht  noch  in  der  Berechnung  des 
letzten  Integrales. 

Wir  wollen  wie  früher  setzen : 

(20)  AL  (^«-L^-'e 

so  wird: 

c  = 


fc*  •  sn*w4 
Erwägen  wir  die  Beziehung : 

d  log  A lk  (w  +  to4)       d  log 4  /4  (tu  —  w4) 
dtt>  dw 

sn2co4  rflogi4/0(2wt) 

"T" 


sn(tu  +  w4)sn(tu —  oi4)  d(2a>4)        ' 

so  kann  gesetzt  werden : 

-yMT  +  c dV   '      w+i\         d^  )/ 

•   c«# v  A^ log Äli[w  +  ftif)  sn2ctydtu 

v  dtü*  sn  (tu  +  w ,)  sn  [w  —  w, ) 

+  Vi  *  ^(log/1  /4  (w  —  w,)  —  logyl/4  (w  +  w4))  . 

Nun  ist  aber: 

d*logj4/4(t0  +  GJ4)  sn2w4  dIog;4Z4(tu+c<j4) 

dw*  sn(tu+w4)sn(tu — coj        °       4  d«; 

dlogit/fl{M7  —  wA)  ,  ^  d»log.4/4(tu+qj4)  ,       d8log;l/4(tu  +  c<J4) 
*  dw  *  dw*  *  dw3  ' 


46  M.  Kuausb, 

wobei  die  Constanten  a4 ,  a% ,  a% ,  a4  die  Werthe  besitzen : 

a{  =  —  at  =  —  fc1  sn*  cu4  , 

8  sn2w4         '       «       a» 

und  or0  ebenso  einfach  bestimmt  ist. 
Mithin  erhalten  wir  das  Resultat: 

h  _  wl   .   „  rflog^U^  +  ^i)  „,   ,  f!  /rflog.4/4(K;  +  ft>t)\» 
t/4-~2  "t"C"  dw  "^  8\  dt*  / 

Wir  können  auch  die  Form  wählen : 

(2<)  &  .  »•  +  c  dWUw  +  u,)  (w  +  a.} 

y{        2  aw  x  ' 


+ 


c^  /  /rflog,4/4(w  +  cd4)\  •       dMogi4/4(^  +  co4)\ 


wo  a'  eine  leicht  hinschreibbare  Constante  bedeutet.  Hiermit 
sind  wir  am  Ziel.  Die  Formeln  sind  so  ausführlich  entwickelt, 
dass  der  betreffende  Lehrsatz  nicht  hingeschrieben  zu  werden 
braucht. 

§2. 
Allgemeine  Untersuchung  der  Ausnahmefälle. 

Wir  nehmen  jetzt  den  allgemeinen  Fall.  In  demselben 
können  die  Integrale  beliebige  Unendlichkeitspunkte  besitzen. 
Es  folgt  leicht,  dass  wir,  ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu 
thun,  annehmen  können,  dass  der  Punkt  w  =  iK'  der  einzige 
Unendlichkeitspunkt  der  Integrale  ist.  In  der  That,  besitzen  die 
drei  Integrale  die  Unendlichkeitspunkte  bi ,  bt ,  •  •  •  bm  von  den 
höchsten  Ordnungszahlen  n4,  nt, ...  nm,  so  substituiren  wir  in  der 
Differentialgleichung  an  Stelle  der  abhängigen  Veränderlichen  y 
die  Grösse : 

m% 

Dieselbe  leistet  dann  einer  analogen  Gleichung  Genüge,  wie  y} 


Uebbr  Dipfbrbntialcleichungen  drittbr  Ordnung  etc.       47 

nur  dass  in  den  Goefficienten  einige  Unendlichkeitsstellen  mehr 
auftreten.  Die  drei  Integrale  besitzen  als  einzigen  Unendlich- 
keitspunkt den  Punkt  w  =  iK\  Wir  können  uns  also  in  der  That 
auf  diesen  Fall  beschränken.  Wir  wollen  nun  der  Einfachheit 
halber  annehmen,  dass  in  den  Goefficienten  kein  weiterer  Unend- 
lichkeitspunkt enthalten  sei,  indem  wir  bemerken,  dass  im  allge- 
meinen Falle  die  Betrachtung  ganz  analog  durchzuführen  ist.  In 
dem  genannten  Falle  nun  hat  die  Differentialgleichung  die  Form : 

:r  ^+{et  +  et.e.Ma.w)*$M 

dw3         v  *        *  '    dw 

=  q>  (v)  (c3  +  c4  •  k*  '  sn*w  +  c5  •  ä*  •  sn  w  •  cn  w  •  dn  w)  , 

wobei  von  den  Coefficienten  nur  zwei  willkürlich  bleiben. 
Ein  Integral  hat  die  Form : 


K("r) 


Hierbei  kann  angenommen  werden,  dass  die  Grössen  vvv%}  •  •  •  vn 
alle  von  einander  verschieden  sind,  vorausgesetzt,  dass  sie  nicht 

etwa  den  Werth       besitzen,  was  auszuschliessen  ist. 

Dieses  eine  Integral  nehmen  wir  a.s  bekannt  an  und  setzen: 

(3)  cp{v)  =  yijz-dw  , 

so  ergiebt  sich  für  z  die  Differentialgleichung: 

,M  (Pz       Odlo%yidz       I    d^yi  4  \ 

dw*  dw    dw       \   dw*  yK  I 


y,=^yt', 


Setzen  wir: 
so  folgt: 

I^=2ni«sn4w;  —  n(4 +**)  +  **  2  sn*wr+ 2^7  *>r  •  ö, , 


>•,  * 


n  cnwr-dnwr  sntt? 

r  snwr  snwr.sn(^  +  wr) 
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Mithin  erhalten  wir  die  Differentialgleichung: 

(5)      ^  +  8(2l»r  +  A)^+(8*+cl  +  ^.^.«i«io)ji-0, 
E=*nk*'Sn*w  —  n(i+k*)  +  k*2sn%(or 

Man  überzeugt  sich,  dass  diese  Differentialgleichung  Integrale 
besitzt,  welche  die  Punkte  w  =  —  ojr  als  doppelte  Unendlich- 
keitspunkte haben.    Unter  solchen  Umständen  setzen  wir: 

.'•na. 
*,(«)•      *o(,',•, 


(•)  -«.-«Ä; 


)■ 


e 


und  erhalten  für  *,  die  Differentialgleichung: 

(7)     ^+(^-^^r)^  +  (^+c1  +  ci.A».sn^)^=0, 

£•  =2n**.sn1t/;  —  n(1 +A»)  +  A,2sn,wr  +  2  JZ>r- Z>,+  3A*  . 

Wir  wollen  uns  nun  an  Stelle  von  o>r  gesetzt  denken  cur'+  t'A'', 
so  geht  unsere  Differentialgleichung  über  in: 

^  +  (3*H^iV)^  +  (£7  +  c1+ct.**.sn««,K==0, 

n  ,      cnwr'-dnwr'       lt  ,  /in 

Dr  = ? — -  +  A"1  •  sn  cor  -  spu>  •  sn  (tu  +  wr )  , 


snwr 


E[  ==8n*».Bn»W-n(4  +  t»)+^~-f  +  S2l>/.|>/+3At. 


sn'wr 


Nun  folgt  aber  mit  leichter  Mühe  die  Gleichung: 


r—n 


2  /y . Ds'=bix-\-*5!br-k*  -  8nctfr'-snu>  *sn(u;-|-ftfr')+&fl+i  •fc,-sn,«r , 


i=i 


,    ^cnw/driw/     cnw/dnw,' 

0  ~^f        snw/  sn  w,7        ' 

^   _yr  /cnctf/-dpfti/  _^ sn  qj/  \ 

r    ~  \       snw/  snwr'-  sn(wr'  —  iü8')J  ' 


.        n  •  w  —  4 
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wobei  die  Summe  Dach  s  über  4,2,  •  •  •  n  mit  Ausnahme  von 
s  =  r  zu  nehmen  ist. 

Unter  solchen  Umständen  nimmt  die  Differentialgleichung 
für  zK  die  Form  an : 

(8)  ^  +  (3A+J/)/)^+(ö0'+i^6r.sn^.snw/.sn(w;+cV) 
+  (ct-\-n-(n  +  4))Ä' •  sn1«;)  zt  =  0  , 

K^K-nH  +  w+Zj^  +  ^  +  n*. 

Damit  haben  wir  jene  Form  gefunden,  die  unseren  Betrachtungen 
über  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  zu  Grunde  gelegt 
worden  ist. 

Der  einzige  Unendlichkeitspunkt  der  Integrale  ist  w  =  iKf. 
Die  Ordnungszahlen  sind  leicht  zu  finden.   Setzen  wir: 

%K  =  (w  —  iK')t*  ^ , 

so  folgt: 

fi  (%u  —  4)  -f-  p  •  n  +  n  (n  +  4 )  +  c,  =  0  . 

Nun  ist  bei  gleichen  l  gefunden  worden : 

cs  =  —  P  +  l  •  n  —  n*  +  3(J  —  ti)  —  21 , 

also  folgen  die  beiden  Werthe : 

fi  =  /  —  (n  +  4 )     und    ^  =  —  /  -f-  2  . 

Bei  ungleichen  X  war : 

c%  =  —  3n(n  +  4)  , 
also  wird: 

[i  =  —  2  n    oder    n  +  4  . 

/  kann  die  Werthe  annehmen  —  w  +  2 ,  — n  +  3,  •  •  •  0, 4  •  •  •  w . 

n  +  3 
Dabei  ist,  wie  leicht  folgt,  der  Fall  l  =  — £ —  im  Falle  eines  un- 

geraden  n  auszuschliessen.  Es  nimmt  also  bei  geradem  resp. 
ungeradem  n  f.i  die  Werthe  an : 


n 
n  —  4 


—  tn  , 


,    •  •  •  —  2  n  . 

Zr 

Math.-phyi.  Clast«  1893. 
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Mit  der  vorgetegten  Differentialgleichung  können  wir  nun  nach 
früheren  Methoden  verfahren.  Setzen  wir  an  Stelle  von  —  P'-Pj 
so  haben  im  Allgemeinen  die  beiden  Integrale  die  Form: 


(9) 


Zr   A.{t>-Lt,J-\  *0«') 


,-=/^i^ 


*<••"' +»".„ 


e 


Dabei  sind  die  ?,"  von  einander  verschieden ,  es  sei  denn,  dass 

rr 

sie  gleich  —  oder  etwa  gleich  einem  der  Werthe  vT  sind.    Im 

letzten  Falle   können  nicht  mehr  wie  zwei  Werthe   einander 
gleich  sein.   Dasselbe  gilt  von  den  Grössen  vj". 

Daneben  kann  nun  aber  der  Ausnahmefall  stattfinden.  In 
demselben  wird  an  Stelle  von  z["  der  Ausdruck  treten : 

Erwägen  wir  nun,  dass  2/uSr«  ist,  so  folgt,  dass  wir  setzen 
kennen : 

3.  («>  +  <)  ■••*.(!>  +  »,') .».  (t>)'* 

*.  (» + *0*  •  •  •  *«  (»  +  VT  *#  (»)" 

Hierbei  ist  freilich  die  Voraussetzung  nothwendig,  dass  alle 
Grössen  vs"  von  den  Grössen  vr  verschieden  sind ,  eine  Voraus- 
setzung, die  zunächst  beibehalten  werden  möge. 

Es  folgt  dann : 

wobei  die  Grössen  d0  und  d,  unmittelbar  bestimmt  sind. 

Wir  nehmen  nun  den  ersten  und  allgemeinen  Fall.  Die  den 
Werthen  z'[  und  z["  entsprechenden  Werthe  von  % :  z"  und  z"9 
lauten: 
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e 


Im  Allgemeinen  werden  diese  Functionen  doppeltperiodische 
Functionen  zweiter  Art  sein,  deren  einzige  Unendlichkeitspunkte 
die  Punkte  v  =  —  vr  sind.  In  diesem  Falle  werden  die  ent- 
sprechenden Grössen  y  auch  ihrerseits  doppeltperiodische  Func- 
tionen sein,  so  dass  wir  den  allgemeinen  Fall  erhalten,  der  zu 
besonderen  Betrachtungen  keinen  Anlass  bietet.  Anders  verhält 
sich  die  Sache ,  wenn  eine  oder  beide  der  Grössen  z'\  z"  dop- 
peltperiodische Functionen  erster  Art  sind.  Dann  kommen  wir 
in  der  That  zu  Ausnahmefällen.  Nehmen  wir  zunächst  an,  z" 
wäre  eine  doppeltperiodische  Function  erster  Art.  Die  hinrei- 
chenden und  notwendigen  Bedingungen  sind  unmittelbar  klar 
und  brauchen  nicht  erst  hingeschrieben  zu  werden.  Jedenfalls 
folgt  dann : 


=" = «.  +JS' 


cP  log  ^(w  +  cor) 


r 


dwr 


wo  die  Werthe  der  Constanten  e0  und  ef  unmittelbar  gegeben 
sind.   Mithin  wird : 

so  dass  in  diesem  Falle  das  Integral  unmittelbar  bestimmt  ist. 
Genau  so  einfach  ist  der  Fall  zu  behandeln,  dass  beide  Grössen 
z"  und  z"f  doppeltperiodische  Functionen  erster  Art  sind. 

Damit  ist  der  Fall  vollkommen  erledigt,  dass  die  Integrale 
der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  beide  doppeltperio- 
disch sind. 

Nun  nehmen  wir  den  Ausnahmefall.  Da  sind  wieder  zwei 
Unterfälle  zu  unterscheiden.  Erstens  kann  das  eine  Integral 
doppeltperiodisch  von  der  zweiten  Art  sein  —  zweitens  von  der 
ersten  Art.  Den  ersten  Fall  können  wir  ausscheiden,  da  wir  zu 
keinen  principiell  neuen  Resultaten  kommen  —  es  möge  in  Be- 
zug hierauf  auf  die  Betrachtungen  des  ersten  Paragraphen  ver- 

4* 


^    1 
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wiesen  werden.    Es  bleibt  also  nur  der  zweite  Fall  übrig.   In 
demselben  erhalten  wir  wie  vorhin : 


((5) 


In  diesen  Integralen  sind  die  Grössen  e  und  d  sämmtlich  be- 
kannt. Die  ganze  Schwierigkeit  liegt  demnach  in  der  Auswer- 
thung  des  letzten  Integrales.  Dasselbe  kann  aber  analog  hehandelt 
werden,  wie  das  entsprechende  im  vorigen  Paragraphen. 

Wir  haben  dabei  vor  Allem  von  zwei  Formeln  Gebrauch  zu 
machen,  nämlich  der  Formel : 

d  log  Ali(w-\-  ws") d log A l{ (w  +  ft»r) 

dw  dw 

d  log  A  Z4  (a>s"  —  ior)  sn  (<as"  —  wr) 

du)s"  sn(w  +  ios")  sn  (w  +  ci)r)  ' 

und  zweitens  der  Formel : 

df  log  A  lK  [w  +  (or)  sn  (tog"  —  <or) 

dw  sn (w  +  ws")  sn  (w  +  wr) 

—  a  <")  +  a  CO  dh*ÄUw  +  mr)   ,   a  (rs)  d  log  AI  K[w  +  <og") 
0  4  dw  *  dw; 

(r5)  dMog£yuH-_6v)       ,  d'log  >1  i4  [w  +  fty) 
""*"    s  dw«  *  dws 

In  dieser  Formel  sind  die  Grössen  ccj?s\  . . ,  a,(r*)  bekannt. 

Es  folgt  dann  mit  leichter  Mühe  für  das  letzte  Integral  der 
Ausdruck : 


+ 


d^^r    /(dlog^w  +  qy)^   ,   dMog^w  +  fty^ 


In  diesem  Ausdruck  ist  gesetzt  worden : 

d  =  d{-\-dt-\ , 

wahrend  die  Grössen  ccr  bekannte  Constanten  bedeuten. 
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Hiermit  sind  wir  vollkommen  am  Ziele. 

Die  Form,  welche  wir  dem  letzten  Integral  gegeben  haben, 
ist  verschieden  von  der  Form,  welche  Herr  Stbrnbbrg  seinen 
Integralen  giebt.  Der  Unterschied  besteht  darin,  dass  Herr 
Stbnbbrg  auf  der  rechten  Seite  nur  eine  Function 

d  log  AlK{w  +  io) 
dw 

beibehält,  wobei  io  eine  ganz  willkürlich  gewählte  Grösse  be- 
deutet, während  in  unserer  Formel  eine  Reihe  von  Grössen 

d\o^Ali(w-\-  wr) 
dw 

enthalten  sind.  Letztere  sind  dadurch  charaklerisirt,  dass  die 
Grössen  tor  die  Nullpunkte  des  ersten  Integrales  bilden.  Da- 
neben hat  aber  Herr  Stbnbbrg  in  seinen  fertigen  Integralen 
doppeltperiodische  Functionen  erster  Art  stehen,  deren  Be- 
stimmung noch  übrig  bleibt,  während  bei  unserer  Darstellung 
dieselben  bestimmt  sind.  Es  ist  die  vorliegende  Form  gewählt 
worden,  weil  die  Nullpunkte  des  ersten  Integrales  als  gegebene 
Grössen  anzusehen  sind  und  von  ihnen  im  Wesentlichen  die  Form 
des  Factors  von  yi  abhängt. 


W.  Ostwald,  Zur  Thermochemie  der  Jonen. 

Den  ersten  Schritt  in  die  Thermochemie  der  Jonen  hat 
Arrhbnius1)  gethan,  als  er  aus  den  Erscheinungen  der  Neutrali- 
sation die  Wärmetönung  bei  der  Vereinigung  von  Wasserstoff- 
und  Hydroxyljonen  zu  Wasser  auf  135A'  berechnete,  woraus 
sich  unter  Benutzung  der  Verbrennungs wärme  des  Wasserstoffs 
von  684  K  die  Summe  der  Bildungswärme  von  \  g  Wasserstoff- 
und  17  g  Hydroxyljonen  aus  den  gasförmigen  Elementen  zu 
549  A'  ergiebt.  Desgleichen  ermittelte  Arrhenhs  die  Wärme- 
lönungen,  welche  bei  der  Dissociation  einer  Anzahl  von  Säuren 
in  ihre  Jonen  auftreten,  und  die  gleichfalls  stets  die  Summe 
zweier  Jonisations wärmen,  der  des  Kations  und  des  Anions  dar- 
stellen. 

Die  einzelnen  Werthe,  welche  der  Bildung  eines  bestimmten 
Jons,  z.  B.  des  Wasserstoffjons  entsprechen,  ergeben  sich  aus 
diesen  Rechnungen  nicht,  und  es  scheint  angesichts  der  That- 
sache,  dass  niemals  eine  Art  Jonen  allein  entsteht,  sondern  dass 
stets  äquivalente  Mengen  positiver  und  negativer  Jonen  sich 
gleichzeitig  bilden  müssen ,  keine  Aussicht  auf  die  Bestimmung 
der  Einzelwerthe  vorhanden  zu  sein.  Indessen  ist  hier  doch  ein 
Ausweg  vorhanden.  Die  Bildung  der  positiven  und  negativen 
Jonen  ist  zwar  zeitlich,  aber  nicht  räumlich  aneinander  geknüpft, 
und  es  giebt-  Vorgänge,  welche  durch  gleichzeitige  Bildung  der 
beiden  Jonenarten  an  verschiedenen  Stellen  die  gesonderte  Be- 
stimmung der  den  einzelnen  zukommenden  Grössen  gestatten. 


\)  Ztschr.  f.  ph.  Gh.  IV,  97.  1889.    Vgl.  Ostwald,  ib.  III,  588.  4889. 
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Der  den  nachstehenden  Ausführungen  zu  Grunde  liegende 
Gedanke  ist  folgender.  Bestimmt  man  an  einer  Elektrode,  an  der 
irgend  ein  Jon  entsteht  oder  verschwindet,  die  auftretende 
Wärmetönung,  so  ist  diese  die  Summe  zweier  Grössen.  Einmal 
wird  eine  bestimmte  Elektricitätsmenge  von  dem  Potential  der 
Elektrode  auf  das  des  Elektrolyts  gebracht,  wobei  eine  entspre- 
chende Energiemenge  aus-  oder  eintritt;  sodann  wird  eine  pro- 
portionale Menge  von  Jonen  gebildet  oder  zerstört,  und  die  zu- 
gehörige Bildungswärme  addirt  oder  subtrahirt  sich  in  Bezug  auf 
die  vorige.  Kennt  man  nun  erstens  die  Gesammtwärme,  und 
zweitens  den  Potentialunterschied  an  der  Elektrode,  so  kann  man 
durch  Abziehen  der  elektrischen  Energie  von  der  Gesammt wärme 
die  Jonisations wärme  erhalten. 

Beide  zur  Rechnung  erforderlichen  Werthe  sind  gegen- 
wärtig experimentell  zugänglich ;  die  Gesammtwärme  auf  zwei 
Wegen,  der  Potentialunterschied  bisher  leider  nur  auf  einem, 
so  dass  die  sehr  erwünschte  Gontrole  an  diesem  Punkte  noch 
nicht  ausgeführt  werden  kann.  Auch  ist  noch  kein  zweiter  Weg 
zur  unabhängigen  Bestimmung  einzelner  Jonisationswärmen  be- 
kannt; ein  solcher  würde  rückwärts  wieder  die  Gontrole  des 
Potentialunterschiedes  ermöglichen.  Doch  steht  zu  hoffen,  dass, 
nachdem  einmal  ein  Zugang  zu  dem  Punkte  gefunden  worden  ist, 
die  Ermittelung  anderer  Wege  nicht  allzu  lange  wird  auf  sich 
warten  lassen. 

Die  Wärmetönung ,  welche  an  den  Elektroden  einer  Zer- 
setzungszelle auftritt,  ist  mehrfach  Gegenstand  der  Untersuchung 
gewesen,  lieber  die  Angabe,  dass  an  der  Anode  eine  Erwär- 
mung, an  der  Kathode  eine  Abkühlung  (oder  geringere  Erwär- 
mung) eintritt,  ist  zuerst  Boutt1)  hinausgegangen,  welcher  mit- 
telst seiner  Thermometer-Elektroden  den  Betrag  dieser  Wärme- 
tönungen in  einzelnen  Fällen  bestimmte,  und  ihn  für  Kupfer 
und  Zink  nahezu  gleich ,  für  Silber  aber  von  entgegengesetztem 
Zeichen  (derart,  dass  die  Kathode  sich  erwärmt,  die  Anode  sich 
abkühlt)  fand.  Spätere  Untersuchungen  von  H.  Jahn2)  und  Gill?) 
lieferten  zum  Theil  abweichende  Ergebnisse,  aus  deren  Verschie- 
denheiten die  grosse  Schwierigkeit  derartiger  Bestimmungen  zu 
Tage  tritt. 


4)  Journ.  de  Pbys.  VIII,  «80  u.  344.  4889;  ib.  IX,  306.  4880  u.  ff. 
2)  Wied.  Ann.  XXXIV,  784.  4  888.         3)  Wied.  Ann.  XL,  4  37.  4  890. 
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Neben  dieser  ziemlich  unsicheren  unmittelbaren  Messung 
der  Wärmetönungen  an  den  Elektroden  giebt  es  aber  noch  ein 
mittelbares  Verfahren,  welches  grösserer  Genauigkeit  fähig  ist, 
und  keine  weiteren  hypothetischen  Voraussetzungen  bedingt.  Es 
ist  dies  die  Messung  der  Aenderung,  welche  der  Potentialunter- 
schied an  der  Elektrode  mit  der  Temperatur  erfährt.  Man  führt 
sie  aus,  indem  man  in  einer  symmetrisch  angeordneten  Zelle 
(z.  B.  Kupfersulfat  zwischen  Kupferelektroden)  die  eine  Berüh- 
rungsstelle auf  anderer  Temperatur  hält,  als  die  andere.  Für 
diesen  Fall  gilt  ebenso  wie  beim  galvanischen  Element  die  Glei- 
chung der  virtuellen  Energieen,  hier  der  elektrischen  und  der 
thermischen, 

w 
ed7t=sdT=  —  dT 

-yd™ 

w=eTdf 

Hier  ist  £  die  Elektricitätsmenge,  s  die  ihr  proportionale  Entro- 

w 
pieänderung,  welche  gleich  -=  ist,  wo  w  die  aufgenommene 

Wärme  bedeutet;  d?t  ist  die  Aenderung  des  Potentials  durch 
die  Temperaturänderung,  T  die  absolute  Temperatur.  Die  Elek- 
tricitätsmenge bezieht  man  am  besten  auf  Gramm-Formelgewicht 
des  Jons;  sie  beträgt  alsdann  n  X  96540  Goul.,  wo  n  die  Valenz 
des  sich  bildenden  oder  verschwindenden  Jons  ist.   Der  Coef- 

diz 
ficient  -r=-  wird  natürlich  mittelst  endlicher  Unterschiede  der 

dT 

Temperatur  bestimmt,  was  zulässig  ist,  da  der  Werth  sich  nur 
langsam  mit  der  Temperatur  ändert.  Bei  der  Rechnung  hat  man 
zu  beachten,  dass  ein  VoltX  Coulomb  gleich  0.2394  Cal.  oder 
0.002394  A'ist;  für  die  96540  Coul.,  welche  an  einem  Gramm- 
äquivalent beliebiger  Jonen  haftete,  beträgt  der  Factor  230.9, 
wenn  die  elektromotorische  Kraft  in  Volt  ausgedrückt  ist.  Es 
ist  demnach 

u,  =  830.9Xn7^, 

wo  w}  wie  üblich  auf  ein  Formelgewicht  in  Grammen,  also  z.  B. 
63.4  g  Kupfer  oder  35.46  g  Chlor  bezogen  ist 
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Für  Kupfer  und  Kupferelektroden  hatte  Bouty  z.  B. 

.        •  ^=0.00076 

gefunden.   Daraus  ergiebt  sich  w  =  1 02  K. 

Wir  wenden  uns  nun  zum  zweiten  Theiie  unserer  Aufgabe, 
der  Bestimmung  des  Potentialunterschiedes  zwischen  der  Elek- 
trode und  dem  Elektrolyt.  Ich  habe  im  Jahre  48871)  gezeigt, 
dass  es  auf  Grundlage  der  Theorie  von  Helmholtz  über  die  elek- 
trocapillaren  Erscheinungen  möglich  ist,  Messungen  des  fraglichen 
Potentialunterschiedes  zunächst  für  Quecksilber  und  viele  Elek- 
trolyte  auszuführen.  Da  wir  vermöge  der  späteren  Arbeiten  von 
Nbrnst2)  und  Planck8)  die  Potentialunterschiede  zwischen  ver- 
schiedenen Lösungen  wenigstens  für  viele  Fälle  berechnen 
können,  so  gewährt  uns  die  Kenntniss  eines  einzigen  Potential- 
unterschiedes zwischen  einem  Metall  und  einem  Elektrolyt  die 
Möglichkeit,  alle  anderen  derartigen  Werthe  mittelst  gewöhn- 
licher elektromotorischer  Messungen  an  Ketten  zu  bestimmen. 
Denn  die  elektromotorische  Kraft  der  Ketten  ist  die  Summe  der 
folgenden  Potentialunterschiede : 

7ti  zwischen  der  Elektrode  A  und  dem  Elektrolyt  a 
n%  zwischen  dem  Elektrolyt  a  und  dem  Elektrolyt  6 
7t $  zwischen  dem  Elektrolyt  b  und  der  Elektrode  B 
tt4  zwischen  der  Elektrode  B  und  der  Elektrode  A. 

Von  diesen  vier  Werthen  ergiebt  sich  rtk  aus  dem  thermoelek- 
trischen  Goefficienten  der  Metalle  B  und  At  oder  aus  ihrer  Peltier- 
wärme;  es  ist  bekannt,  dass  der  Potentialunterschied  zwischen 
verschiedenen  Metallen  sehr  klein  ist,  so  dass  wir  ihn  für  unsere 
Zwecke  vernachlässigen  können.  Der  Werth  n%  lässt  sich ,  wie 
erwähnt,  häufig  berechnen,  wenn  die  Beschaffenheit  der  Lösungen 
gegeben  ist.  Es  ist  im  Allgemeinen  möglich ,  die  Lösungen  so 
zu  wählen,  dass  die  Rechnung  ausführbar  ist.  Auch  dieser  Werth 
ist  klein,  und  lässt  sich  durch  passende  Wahl  der  Lösungen 
leicht  innerhalb  einige  Millivolt  halten ;  auch  diese  Grösse  soll 
zunächst  vernachlässigt  werden.  Daraus  folgt,  dass  die  elektro- 
motorische Kraft  7t  der  Kette  gleich  7t K  +  7t s  zu  setzen  ist;  aus 


4)  Ztschr.  f.  ph.  Ch.  I,  588.  4887. 

3)  ib.  IV,  4  St.  4889. 

3)  Wied.  Ann.  XL,  564.  48t0. 


58  W.  Ostwald, 

n  Elektroden  mit  zugehörigem  Elektrolyt  kann  man  n  —  4  ver- 
schiedene unabhängige  Ketten  zusammensetzen  und  sie  messen ; 
man  bedarf  daher  zur  Bestimmung  der  n  einzelnen  Potential- 
unterschiede  zwischen  den  Elektroden  und  den  Elektrolyten 
weiter  nur  einer  einzigen  derartigen  unmittelbaren  Messung. 

Als  sichersten  Werth,  der  sich  aus  meinen  Untersuchungen 
und  denen  Paschen's  *)  ergiebt,  nehme  ich  den  Potential  unter- 
schied zwischen  Quecksilber  und  einer  normalen  Chloridlösung 
(das  Ration  ist  ohne  Einfluss,  besondere  Verhältnisse  ausge- 
nommen) bei  Gegenwart  von  Galorael 

Hy}  HgCl,  KCl{\  l)  =  0.560 V  . 

Der  Potentialunterschied  liegt  in  solchem  Sinne,  dass  das  Queck- 
silber positiv  ist,  falls  der  Elektrolyt  das  Potential  Null  hat,  oder 
dass  der  Elektrolyt  in  Bezug  auf  das  Quecksilber  negativ  ist. 

Hieraus,  und  aus  den  elektromotorischen  Kräften  verschie- 
dener Ketten  vom  Typus  der  DANiELL'schen,  deren  Messung  meist 
von  F.  Braun  und  von  A.  Wright  ausgeführt  worden  ist,  und 
deren  Discussion  im  Einzelnen  hier  zu  weit  fuhren  würde2}, 
erhalte  ich  ferner  folgende  Potentialunterschiede  zwischen  den 
Metallen  und  den  normalen  Lösungen  ihrer  Salze,  wobei  das 
Potential  des  Metalls  stets  gleich  Null  gesetzt  worden  ist : 


Magnesium 

4.22 

Zink 

0.51 

Aluminium 

0.22 

Cadmium 

0.49 

Eisen 

0.06 

Blei 

—  0.40 

Kupfer 

—  0.60 

Quecksilber 

—  0.99 

Silber 

—  4.04 

» 
» 


)) 

)) 


Die  Werthe  sind  zum  Theil  nicht  sehr  sicher,  doch  glaube 
ich,  dass  die  Fehler  sich  im  Allgemeinen  auf  einige  hundertstel 
Volt  beschränken. 

Um  nun  nach  diesen  Vorbereitungen  die  Berechnung  der 
Jonisalionswärme  durchzuführen,  beachten  wir,  dass  die  an  der 
Elektrode  beim  Durchgang  der  Elektricitätsmenge  n  e0  eintretende 


4)  Wied.  Ann.  XLI,  48. 4  890  u.  ff. 

2}  Vgl.  Ostwald,  Lehrb.  d.  allg.  Chemie  II,  874  n.  ff.  2.  Aufl.  4898. 


Zur  Thermochbmie  der  Jonen.  59 

Wärme  w  gleich  dem  Verbrauch  der  elektrischen  Energie  ne0rt 
plus  dem  Verbrauch  an  Wärme  zum  Jonisationsvorgang  j  ist ; 
wir  haben 

w  —  ne^it+j;    j  =  w  —  na^Tt  , 

wobei  immer  eintretende  Energie  positiv,  austretende  negativ 
gerechnet  werden  soll1). 

Geht  beispielsweise  die  positive  Elektricitätsmenge  2e0  von 
einer  Kupferelektrode  in  die  Lösung,  so  wird  die  Wärmemenge 
w  =  4 02  AT  ausgeschieden ;  es  ist  w  =  —  \  02  &'.  Ferner  ist  nach 
der  eben  gegebenen  Tabelle  it  =  —  0.60  F;  fällt  die  Elektrici- 
tätsmenge  2  «0  um  diesen  Betrag,  so  tritt  eine  Energiemenge  aus, 
welche  nach  dem  S.  56  gegebenen  Coefficienten  äquivalent  277  A 
ist;  wir  haben  demnach  ne07t  =  277  K.   Daraus  folgt 

Der  positive  Werth  von  j  lehrt  nach  der  getroffenen  Fest- 
setzung, dass  dem  Kupfer,  wenn  es  in  zweiwerthige  Jonen  über- 
geführt wird,  die  Energiemenge  von  1 75  A'  zuzuführen  ist.  Der 
Uebergang  des  Kupfers  in  Jonen  verbraucht  somit  Energie,  der 
umgekehrte  Uebergang  würde  ebensoviel  entwickeln. 

Aus  dieser  einen  Jonisirungswärme  lassen  sich  nun,  so  weit 
die  thermochemischen  Daten  bekannt  sind,  alle  anderen  einzelnen 
Jonisirungswärmen  ableiten,  und  zwar  ebenso  für  Kationen,  wie 
für  Anionen.  Um  beispielsweise  die  Jonisirungswärme  des  Zinks 
zu  6nden,  benutzen  wir  die  Thatsache,  dass  die  Fällung  des 
Kupfersulfats  durch  metallisches  Zink  unter  Bildung  von  Zink- 
sulfat und  metallischem  Kupfer  eine  Wärmetönung  von  501  K 
ergiebt.  Nun  besteht  dieser  Vorgang  darin,  dass  die  Kupfer- 
jonen ihre  Ladung  verlieren  und  in  Metall  übergehen ,  während 
beim  Zink  das  Umgekehrte  stattfindet;  die  hierbei  frei  werdende 
Wärme  stellt  also  nichts  dar,  als  den  Unterschied  der  Jonisi- 
rungswärme von  Zink  und  Kupfer.  Es  ist  hierbei  allerdings  die 
nicht  vollkommen  zutreffende  Voraussetzung  gemacht  worden, 
dass  die  Lösungen  beider  Salze  vollständig  dissoeiirt  sind,  doch 
beträgt  die  hierbei  gemachte  Vernachlässigung  voraussichtlich 
weniger,  als  die  Unsicherheit  der  den  übrigen  Rechnungen  zu 
Grunde  liegenden  Zahlen. 

Von  den  504  K,  welche  bei  dieser  Reaction  entwickelt  wer- 


\ )  In  der  Thermochemie  ist  die  umgekehrte  Wahl  des  Zeichens  üblich. 
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den,  rühren  475  A  vom  Kupfer  her,  welche  beim  Uebergange 
aus  dem  Jonenzustande  in  den  des  Metalls  frei  werden;  die 
übrigen  326  K  entstehen  durch  den  Uebergang  des  metallischen 
Zinks  in  Zinkjonen.  Hier  ist  demnach  das  Zeichen  der  Wärme- 
tönung umgekehrt,  als  beim  Kupfer ;  während  bei  diesem  die 
Jonen  aus  dem  Metall  unter  Aufnahme  von  Energie  entstehen, 
wird  beim  Zink  ein  ganz  erheblicher  Energiebetrag  frei,  wenn 
es  in  den  Jonenzustand  übergeht.  Dieser  Gegensatz  entspricht 
vollkommen  dem  chemischen  Verhalten  beider  Metalle:  Zink 
löst  sich  leicht  in  Säuren,  d.  h.  bildet  leicht  Jonen,  während 
umgekehrt  Kupfer  leicht  reducirt  wird,  und  von  Säuren  nur 
unter  Mitwirkung  von  Oxydationsmitteln  (z.  B.  des  Sauerstoffs 
der  Luft)  gelöst  werden  kann. 

Aus  der  Jonisirungswärme  des  Zinks  lässt  sich  die  des 
Wasserstoffs  ableiten,  welche  von  erheblichem  Interesse  ist. 
Zink  löst  sich  in  Salzsäure  nach  Thohsbn  unter  Entwickelung  von 
342  K.  Der  Vorgang  besteht  in  dem  Entstehen  von  Zinkjonen 
und  dem  Uebergang  der  vorhandenen  Wasserstoffjonen  in  gas- 
förmigen Wassserstoff.  Der  erste  Theil  der  Reaction  entwickelt, 
wie  oben  gefunden,  326  K,  es  bleibt  somit  für  den  zweiten  Theil 
eine  Entwickelung  von  1 6  K,  die  den  Uebergang  von  Wasserstoff- 
jonen in  das  neutrale  Gas  begleitet.  Umgekehrt  werden  bei  der 
Bildung  von  Wasserstoffjonen  aus  gasförmigem  Wasserstoff  4  6  AT 
für  je  zwei  Atome,  also  8  AT  für  jedes  gebunden.  Die  Zahl  fällt 
wegen  ihrer  Kleinheit  auf,  welche  die  möglichen  Unsicherheiten 
ihrer  Bestimmung  nicht  viel  übersteigt.  Es  ergiebt  sich  hieraus, 
dass  die  Jonisirungswärme  der  Metalle  sehr  nahe  zusammenfällt 
mit  der  Wärmetönung,  welche  bei  der  Auflösung  derselben 
Metalle  in  wässrigen  Säuren  auftritt;  sie  ist  um  SK  für  jedes 
entwickelte  Atom  Wasserstoff  kleiner. 

Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  die  Jonisirungswärmen  der 
anderen  Metalle  berechnen ;  ich  gebe  nachstehend  eine  Tabelle 
darüber,  die  im  Wesentlichen  auf  den  thermochemischen  Mes- 
sungen J.  Thomsen's  beruht. 


für  eine  Valenz 

Kalium 

+    610ÄT 

640  K 

Natrium 

+    563  » 

563  » 

Lithium 

+    620  » 

620  d 

Strontium 

-H455  » 

578» 

Calcium 

+  4070» 

535» 

ZUR  THBRMOGHBMIS  DER  JONBN.  61 


für  eine  Valenz 

Magnesium 

+  4067  ff 

534AT 

Aluminium 

• 

+  4475* 

392» 

Mangan 

+ 

484  » 

240» 

Eisen  (Ferrojpnen) 

+ 

200» 

400» 

»      (Ferrojonen  in  Ferrijonen) 

— 

424  » 

—  424  » 

Kobalt 

+ 

446» 

+    73» 

Nickel 

+ 

435» 

68» 

Zink 

+ 

326» 

463» 

Kadmium 

+ 

462» 

84  » 

Kupfer  (Guprijonenj 

— 

475» 

—    88» 

»       (Guprojonen) 

— 

470»(?) 

—  170»  (?) 

Quecksilber 

— 

205» 

—  205  » 

Silber 

— 

262» 

—  262» 

Thallium 

+ 

40» 

+    40  » 

Blei 

— 

40» 

—      5» 

Zinn 

+ 

20» 

+    40  » 

Die  Tabelle  enthält  mancherlei  Bemerkenswerthes.  Die  Joni- 
sirung  des  Eisens  zum  zweiwerthigen  Ferrojon  entwickelt  200  Ä"; 
die  Aufnahme  einer  weiteren  Einheit  verbraucht  aber  424  AT. 
Daher  wirken  Ferrisalze  als  ziemlich  kräftige  Oxydationsmittel. 

Kupfer  giebt  beim  Uebergange  in  das  Guprojon  einen 
Wärmeverbrauch  von  etwa  470  AT.  Genau  lässt  sich  die  Zahl 
nicht  bestimmen,  da  keine  Bildungswärme  eines  gelösten  Cupro- 
salzes  bekannt  ist;  ich  habe  die  Lösungswärme  des  Cuprochlorids 
gleich  —  400  geschätzt,  woraus  sich  die  angeführte  Zahl  ergeben 
hat.  Der  Uebergang  eines  Cuprojons  in  ein  zweiwerthiges  Cu- 
prijon  giebt  überhaupt  zu  keiner  wesentlichen  Wärmetönung 
Anlass. 

Beim  Quecksilber  sind  für  das  zweiwerthige  Merkurijon 
keine  verwerthbaren  thermochemischen  Daten  vorhanden. 

Intessant  ist  die  Gruppe  Thallium,  Blei,  Zinn,  deren  Joni- 
sirungswärmen  sämmtlich  von  Null  nicht  viel  verschieden  sind. 

Sämmtliche  Metalle,  welche  leicht  Jonen  bilden,  haben  po- 
sitive, die  anderen  negative  Jonisirungswärmen. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  die  Jonisirungswärmen  der 
Anionen  berechnen.  Die  Bildungswärme  der  wässrigen  Salz- 
säure aus  gasförmigem  Chlor  und  Wasserstoff  beträgt  393  K  für 
HCl.   Der  Vorgang  besteht  im  Sinne  der  Dissociationstheorie  aus 
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dem  gleichzeitigen  Uebergang  von  freiem  Chlor  und  Wasserstoff 
in  ihre  Jonen.  Da  die  Bildung  der  Wasserstoffjonen  8  K  fllr  jedes 
Jon  verbraucht,  so  ist  die  Jonisirungswärme  des  Chlors  404  Ä". 
Diesem  grossen  Energieaustritt  bei  dem  Uebergange  des  Chlors 
in  Chlorjonen  entsprechen  die  kräftigen  chemischen  Wirkungen 
des  Chlors,  die  in  wässriger  Lösung  in  letzter  Instanz  aus- 
schliesslich auf  die  Bildung  von  Chlorjonen  hinauskommen . 

Für  Brom  berechnet  sich  die  Jonisirungswärme,  bezogen 
auf  den  flüssigen  Zustand,  zu  291  A,  für  Jod  zu  439  A,  für  Fluor 
endlich  zu  498  Ä'. 

Von  besonderem  Interesse  ist  schliesslich  die  Jonsirangs- 
wärme  des  Sauerstoffs.  Zwar  kennen  wir  in  wässriger  Lösung 
keine  Sauerstoffjonen,  sondern  nurHydroxyljonen;  dies  ist  aber 
auch  die  Form,  in  welche  gasförmiger  Sauerstoff  bei  seinen  Oxy- 
dationswirkungen bei  Gegenwart  von  Wasser  übergeht. 

Als  Grundlage  der  Rechnung  dient  die  eingangs  erwähnte 
Zahl  von  4  35  A ,  welche  Arrhbnius  für  die  Bildungswärme  des 
Wassers  aus  Wasserstoff-  und  Hydroxyljonen  berechnet  hatte. 
Da  die  Bildungswärme  des  Wassers  aus  Sauerstoff-  und  Wasser- 
stoffgas 684  A  beträgt ,  so  entwickelt  die  Bildung  der  Wasser- 
stoff- und  Hydroxyljonen  684— 135  =  549  AT,  und  da  hiervon 
für  den  Wasserstoff  —  8  A  zu  rechnen  sind,  so  folgen  557  Ä'  für 
die  Bildung  von  Hydroxyljonen  aus  Sauerstoff-  und  Wasserstoff- 
gas. Rationeller  ist  es,  die  Bildung  der  Hydroxyljonen  aus  Sauer- 
stoff und  Wasser  zu  berechnen.  Sie  ergiebt  sich  zu  430  Ä'fttr 
jedes  Atom  Sauerstoff.  Um  derartige  Rechnungen  mit  Sicherheit 
auszuführen,  empfiehlt  es  sich,  eine  kurze  Bezeichungsweise  für 
die  Jonen  einzuführen.  Ich  wähle  aus  typographischen  Gründen 
Punkte  für  Kationen,  Striche  für  Anionen,  und  zwar  so  viele, 
als  die  Valenz  des  Jons  beträgt.  A'  bedeutet  dann  Kaliumjonen, 
Cl'  Chlorjonen,  beide  in  wässriger9  Lösung.  Wir  erhalten  dann 
Reactionsgleichungen ,  welche  den  gewöhnlichen  thermoche- 
mischen  Reactionsgleichungen  völlig  analog  sind;  so  haben  wir 
für  die  vorbesprochenen  Elemente: 

Cu  =  Cu~  —  475  K 
Zu  =  Zn-  +  326  » 
H   —H—      8  » 
Cl  =  Cl'    +  404  » 

u.  s.  w. 
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Nun  haben  wir  für  die  Bildung  de?  Wassers  aus  Wasserstoff- 
und  Hydroxyljonen  4  35  K,  somit  die  Gleichung 

H+OW=*U%0  +  \ShK. 

Wird  die  Gleichung  mit  —  4  multiplicirl,  und  mit  den  Glei- 
chungen über  die  Jonisationswärme  des  Wasserstoffs  und  die 
Bildungswärme  des  Wassers  verbunden,  so  ist 

4  H% 0  =  4  H •  +  4  OH '  —  54 0  Ä' . 

4  ff-     =2Hf  +  32^ 

2HO%  +  0*  =  %H%0  +  1638  iST 

und  daraus  folgt  durch  Addition 

Of  +  %H%0  =  iOH'  +  4  X  21 5  K  . 

Diese  ziemlich  erhebliche  Zahl  entspricht  der  oxydirenden  Wir- 
kung des  freien  Sauerstoffs,  welche  sich  immer  zeigt,  wenn  nicht 
durch  die  sogenannten  passiven  Widerstände  die  Reactionsge- 
schwindigkeit  bis  zur  Unmerklichkeit  herabgedrückt  wird. 

Diese  Rechnungen  lassen  sich  offenbar  beliebig  weit  fort- 
setzen ;  für  den  vorliegenden  Zweck  wird  das  Mitgetheilte  ge- 
nügen, um  die  Durchführbarkeit  einer  Thermochemie  der  Jonen 
bis  in  alle  Einzelheiten  zu  erweiseta.  Bei  eingehenderer  Bear- 
beitung der  Aufgabe  wird  allerdings  auf  den  Umstand  Rücksicht 
genommen  werden  müssen,  dass  die  bisher  gemachte  Voraus- 
setzung von  der  vollkommenen  Dissociation  der  betrachteten 
Stoffe  nicht  völlig  richtig  ist;  doch  steht  der  Bestimmung  und 
Berücksichtigung  der  entsprechenden  Gorrectionen  keine  prin- 
cipielle  Schwierigkeit  entgegen. 

Zum  Schluss  soll  noch  der  Zusammenbang  erörtert  werden, 
in  welchem  die  S.  59  gegebene  Formel 

mit  anderweit  bekannten  Gesetzen  steht.  Ersetzen  wir  w  durch 
seinen  Werth  w  =  neQ  T-yj,  und  wenden  die  Gleichung  auf  die 

beiden  Elektroden  einer  VoLTA'schen  Kette  vom  DANiELi.'schen 
Typus  an,  so  haben  wir 

„,  dn. 


wt  =  ne9  7t%  +jt  ==  neQ  T 


dT 
dn% 
(IT 
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11  n«0     ^  dT 

Hier  ist  tzk  —  tt,  der  Potentialunterschied  an  den  beiden  Elek- 
troden der  Kette ;  — *j= — *  ist  der  Temperaturcoefficient  der 

elektromotorischen  Kraft  der  Kette,  welche  die  Summe  der  ein- 
zelnen Temperaturcoefficienten  sein  muss1);  das  negative  Zeichen 
des  zweiten  rührt  daher,  dass  die  zweite  Elektrode  in  ihrer  An- 
ordnung der  ersten  entgegen  gerichtet  ist.  Die  Grösse  j4  — j%J 
der  Unterschied  der  Jonisirungswärmen  beider  Metalle,  hat  eine 
besonders  einfache  Bedeutung :  er  stellt  nichts,  als  die  Wärme- 
entwiokelung  dar,  welche  infolge  des  chemischen  Vorganges  in 
der  Kette  auftreten  würde,  wenn  dieser  keine  elektrische  Energie 
entzogen  würde.  Im  Falle  des  DxNiBLL'schen  Elementes  ist  j\ — j% 
der  Unterschied  der  Jonisirungswärme  von  Zink  und  Kupfer, 
dieser  aber  ist  nach  S.  59  gleich  der  Reactionswttrme  bei  der 
Zersetzung  des  Kupfersulfats  durch  Zink,  welches  der  chemische 
Vorgang  in  der  DANiELL'schen  Kette  ist.  Es  ist  j4  — jt  demnach 
die  sogenannte  chemische  Wärme  der  Kette;  bezeichnen  wir  sie 
mit  —  W}  wo  das  Minuszeichen  der  üblichen  Rechnungsweise 
der  Thermochemie  (vgl.  S.  59,  Anm.)  entspricht,  so  haben  wir 
bei  gleichzeitigem  Ersatz  von  ni  —  it%  durch  tz 

™  = h  T-T*  • 

ne^  dT 

Diese  Gleichung  ist  die  wohlbekannte  Formel  von  Willard 
Gibbs  und  y.  Hblmholtz,  welche  die  elektromotorische  Kraft  um- 
kehrbarer Ketten  mit  der  Reactionswärme  W  und  dem  Tempe- 
raturcoefficienten ihrer  elektromotorischen  Kraft  in  Verbindung 
bringt.  Dass  sie  sich  aus  der  Anwendung  des  S.  59  aufgestellten 
Ansatzes  ergiebt,  ist  zwar  kein  absoluter  Beweis  für  dessen 
Richtigkeit,  doch  aber  eine  werthvolle  Probe. 

Diese  Darlegung  gilt  zunächst  für  Ketten  vom  Typus  der 
DxNiELL'schen,  d.  h.  für  solche,  deren  Elektroden  von  den  Lö- 
sungen ihrer  Salze  umgeben  sind.  Da  die  Formel  von  Gibbs  und 
Hblmholtz  aber  für  alle  Ketten  gültig  ist,  muss  noch  erwiesen 


4)  Die  Temperaturcoefficienten,  welche  von  der  Berührung  der  Me- 
talle unter  sich,  sowie  der  beiden  Lösungen  herrühren,  sollen  wegen  ihrer 
Kleinheit  ausser  Betracht  bleiben. 
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werden,  dass  auch  Ketten  vom  Typus  der  Calomelkette  (Zink, 
Chlorzink,  Calomel,  Quecksilber)  mit  einem  »unlöslichen«  Salz 
sich  in  gleicher  Weise  behandeln  lassen. 

Zorn  Zwecke  dieses  Nachweises  behandeln  wir  zunächst 
eine  einfachere  Rette,  von  welcher  der  Uebergang  auf  andere 
ohne  Weiteres  möglich  ist;  sie  sei  von  folgender  Zusammen- 
setzung. Eine  Silberelektrode  befindet  sich  in  einer  Lösung  von 
Silbernitrat;  diese  grenzt  an  eine  Lösung  von  Kaliumnitrat,  diese 
an  eine  Lösung  von  Kaliumchlorid,  in  welcher  Chlorsilber  auf- 
geschlämmt  ist,  und  sich  wiederum  eine  Silberelektrode  befindet. 
Wir  haben  hier  zwei  Elektroden  von  gleichem  Metall,  und  die 
Berührung  der  verschiedenen  Lösungen  (die  alle  von  gleicher 
molekularer  Goncentration  sein  sollen)  befinden  sich  keine  elek- 
tromotorischen Kräfte,  welche  die  Grössenordnung  0.004  V  über- 
steigen ;  trotzdem  hat  eine  solche  Kette  eine  elektromotorische 
Kraft  von  etwa  0.4  F. 

Nach  der  Theorie  des  elektrolytischen  Lösungsdruckes,  wie 
sie  von  W.  Nbrnst  aufgestellt  worden  ist1),  rührt  die  Potential- 
differenz von  dem  verschiedenen  osmotischen  Gegendrucke  her, 
welchen  die  Silberelektroden  beiderseits  erfahren.  Einerseits 
beträgt  in  der  Nitratlösung  der  Druck  für  normale  Lösung  über 
20  Atmosphären,  und  ist  der  Goncentration  der  Lösung  propor- 
tional, andererseits  ist  die  Goncentration  der  Silberjonen  in  der 
Chlorkaliumlösung  mit  suspendirtem  Chlorsilber  wegen  der  sehr 
geringen  Löslichkeit  des  letzteren  ausserordentlich  klein.  Wird 
der  Druck  der  Silberjonen  in  der  Nitratlösung  mit  pn,  der  in  der 
Chloridlösung  mit  pc  bezeichet,  so  ist  der  Potentialunterschied 
an  beiden  Silberelektroden  gegeben  durch  die  Formel 

7t=—  ln^  =  0.0002  T  log  £2.  , 
«0         Pc  Pc 

indem  sich  der  elektrolytische  Lösungsdruck  der  Silberelektroden 
heraushebt,  da  er  beiderseits  gleiche  Werthe  hat. 

Wird  nun  eine  derartige  Kette  erwärmt,  so  nimmt  einerseits 
der  Druck  pn  nach  bekannten  Gesetzen  proportional  der  abso- 
luten Temperatur  zu.  Der  Druck  pc  aber  nähme  nur  dann  nach 
dem  gleichen  Gesetz  zu,  wenn  die  Goncentration  der  Silberjonen 


4)  Ztschr.  f.  ph.  Ch.  IV,  489.  4889.   Vgl.  diese  Berichte  4893,  S.  3. 
Mftth.-phys.  Classe.  1893.  5 
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die  gleiche  bliebe.  Dies  findet  nicht  statt,  sondern  die  Löslichkeit 
des  Chlorsilbers  wächst  mit  steigender  Temperatur.  Nun  lässt 
sich  schon  die  Löslichkeit  des  Chlorsilbers  selbst  unmittelbar 
wegen  ihres  zu  geringen  Betrages  nicht  messen,  noch  weniger 
also  ihre  Aenderung  mit  der  Temperatur.  Die  Temperaturzu- 
nahme der  Löslichkeit  lässt  sich  aber  auf  anderem  Wege  leicht 
und  genau  ermitteln. 

Mach  der  Analogie  zwischen  Dampfdruck  und  Lösungsdruck 
hat  yan't  Hoff4)  für  die  Aenderung  des  osmotischen  Druckes  in 
einer  gesättigten  Lösung  mit  der  Temperatur  den  der  entspre- 
chenden Dampfdruckformel  unter  Einführung  der  Gasgesetze 
nachgebildeten  Ausdruck  gegeben 

d  In  p —  q        1 

~~dT~~ RT*  +  T  ' 

wo  In  der  natürliche  Logarithmus  und  q  die  Lösungswärme  des 
Stoffes  ist;  R  ist  die.Gasconstante  und  T  die  absolute  Temperatur. 
Die  Lösungs  wärme  des  Chlorsilbers  ergiebt  sich  aus  der  Fällungs- 
wärme eines  gelösten  Silbersalzes  mit  einem  gelösten  Chlorid ; 
denn  da  nach  dem  Hsss'schen  Gesetz  der  Thermoneutralität  die 
Bildung  des  gelösten  Chlorsilbers  aus  zwei  neutralen  Salzen  die 
Wärmetönung  Null  ergeben  müsste,  so  ist  die  beobachtete  Wär- 
metönung von  158  K  gleich  der  negativ  gerechneten  Lösungs- 
wärme des  Chlorsilbers.    Aus  der  Kenntniss  von  q  ergiebt  sich 

.4  dlnp  \       dp 

somit  die  vt>n  — -~  oder  von  —  •  -£=,  • 

dT  p      dT 

Differenziren  wir  nun  die  S.  65  gegebene  Gleichung 

«r,  Pn 

it  =  —  In  — 
*o         Pc 

nach  T7  so  ist  zu  beachten,  dass  wegen  der  constanten  Concen- 
tration  pn  in  der  Nitratlösung  pn  der  absoluten  Temperatur  pro- 

ff  Jan  f)  4 

portional,  und  daher       JLn  =  —  ist.    Wir  erhalten  zunächst 

dT-i,Mp-e+  e0   dTm  Pc 

oder,  indem  wir  die  ursprüngliche  Gleichung  substituiren,  und 
die  eben  gemachte  Bemerkung  über  pn  berücksichtigen, 


4)  Arch.  nöerland.  XX,  53 
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rf/r       RT*idlnpe        4\ 
<IT        «§    \   dT         T]' 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  hat  aber  nach  der  S.  66  gege- 
benen Gleichung  den  Werth  ^^ ,  und  damit  folgt 

7P=7+TäT> 

wiederum  die  Gleichung  von  Gibbs  und  Hblmholtz.  Denn  in 
der  fraglichen  Rette  besteht  der  Vorgang  darin ,  dass  aus  dem 
Silbernitrat  sich  Silber  abscheidet,  während  auf  der  anderen 
Seite  auf  Kosten  der  Elektrode  und  des  vorhandenen  Chlor- 
kaliums sich  Chlorsilber  bildet.  Dabei  werden  einerseits  eben 
so  viele  Jonen  N03  wie  andererseits  Kaliumjonen  verfügbar,  die 
zusammen  das  bilden,  was  man  gelöstes  Kaliumnitrat  nennt. 
Das  Ergebniss  ist  somit  die  Fallung  von  Chlorsilber  unter  Ver- 
brauch von  Silbernitrat  und  Chlorkalium,  und  unter  Bildung  von 
Kaliumnitrat.  Diese  Reactionswärme  ist  aber  gerade  dieselbe 
Zahl,  welche  oben  als  Lösungswärme  erkannt  und  zur  Berech- 
nung des  Temperatureinflusses  benutzt  wurde. 

Im  Sinne  unserer  ursprünglichen  Darstellung  können  wir 
schliesslich  folgende  Betrachtung  anstellen.  Der  chemische  Vor- 
gang in  unserer  Silberkette  besteht  einerseits  in  der  Verwand- 
lung von  Silberjonen  in  metallisches  Silber,  andererseits  in  der 
Verwandlung  einer  gleichen  Anzahl  Chlorjonen  in  Chlorsilber 
unter  Mitwirkung  des  metallischen  Silbers  der  Elektrode.  Die 
Wärmetönung  ist  daher  an  der  Kathode  gleich  der  negativen 
Jonisationswärme  des  Silbers.  Den  Vorgang  an  der  Anode  können 
wir  nach  Nernst's  Vorgang  so  auffassen ,  als  bestände  sie  aus 
einer  metallisch  leitenden  Form  des  Chlors,  denn  eine  mit  Chlor- 
silber überzogene  Silberelektrode  verhält  sich  in  Bezug  auf  die 
Bewegungen  der  Chlorjonen  ganz  ebenso,  wie  eine  Zinkelektrode 
in  Zinksulfat  sich  bezüglich  der  Bewegungen  der  Zinkjonen  ver- 
hält. Demnach  können  wir  auch  von  einer  Jonisationswärme 
des  Chlors  mit  Bezug  auf  eine  derartige  Elektrode  sprechen,  und 
erhalten  ihren  Betrag  auf  folgende  Art. 

Die  gleichzeitige  Umwandlung  von  Silber-  und  Chlorjonen 
in  festes  Chlorsilber  entwickelt,  wie  erwähnt,  4  58  K.  Nun  ent- 
wickeln sich  nach  den  Angaben  der  Tabelle  auf  S.  61 ,  beim 
Uebergang  der  Silberjonen  in  das  Metall  262  K,  folglich  bedingt 

5* 
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die  Umwandlung  von  Chlorsilber  in  Metall  und  Chlorjonen  eine 
Wärmetönung  von  4  05  K,  und  diese  Zahl  ist  als  Jonisationswärme 
des  Chlors  aus  dem  Chlorsilber  aufzufassen. 

In  Formein  ergiebt  sich  die  Rechnung  folgendergestalt: 

Äff  +  Cl'  =  AgCl  +  457  K 
Äff  =  Ag     +  262  » 

daher  CF  =  AgCl  —  Ag  —  %i  05  * 

Die  Jonisationswärme  des  Chlors  aus  dem  Chlorsilber  ist 
gleich  dem  Unterschied  zwischen  der  Fällungswärme  des  Chlor- 
silbers und  der  Jonisationswärme  des  Silbers.  Somit  ist  der 
Unterschied  bei  der  Jonisationswärme  an  den  Elektroden  unseres 
Silberelements  j\  —  j%  (vgl.  S.  64)  gleich  der  Fällungswärme 
des  Chlorsilbers ;  bei  den  früheren  Betrachtungen  war  das  gleiche 
Resultat  erhalten  worden. 

Diese  Erörterungen  zeigen  den  engen  Zusammenhang ,  in 
welchem  die  verschiedenen  Betrachtungsweisen  der  VoLTA'schen 
Kette,  nämlich  die  ältere  rein  thermodynamische  oder  vielmehr 
energetische  von  Gibbs  und  v.  Helmholtz,  die  auf  die  einzelnen 
Potentialunterschiede  vermöge  der  Helm  hotz1  sehen  Theorie  der 
elektrischen  Doppelschichten  zurückgehende,  und  schliesslich  die 
osmotische  Theorie  von  Nbrnst  unter  einander  stehen.  Es  han- 
delt sich  in  allen  diesen  Fällen  um  die  Anwendung  der  gleichen 
energetischen  Grundsätze,  und  die  verschiedenen  Betrachtungs- 
weisen unterscheiden  sich  schliesslich  nur  durch  das  Maass  des 
Eindringens  in  die  einzelnen  Bestandtheile  der  Gesammterschei- 
nung,  welches  sie  gestatten.  Die  Anzahl  der  Thatsachen,  welche 
durch  diese  Betrachtungsweise  ihre  sachgemässe  Darstellung 
und  somit  Deutung  finden,  ist  ungemein  gross.  Das  Vorange- 
gangene soll  nur  ein  Beispiel  dafür  liefern;  den  Vergleich  mit 
der  Erfahrung  habe  ich  in  einigem  Umfange  in  dem  soeben  er- 
schienenen zweiten  Bande  meines  Lehrbuches  der  allgemeinen 
Chemie  durchgeführt,  wobei  sich  ergeben  hat,  dass  die  Gesammt- 
heit  der  elektrochemischen  Beobachtungen  sich  ohne  wesentliche 
Lücke  durch  die  genannten  Theorieen  darstellen  lässt.  Wenn 
auch  naturgemäss  noch  zahlreiche  Beobachtungen  eingehender 
Bearbeitung  und  Aufklärung  harren,  so  handelt  es  sich  doch 
nur  noch  um  seeundäre  Fragen  des  Ausbaues;  in  seinen  ent- 
scheidenden Punkten  kann  man  das  nahezu  hundertjährige 
Problem  der  VoLTA'schen  Kette  als  gelöst  ansehen. 


SITZUNG  VOM  6.  FEBRUAR  1893. 
Robert  Bohrend,  Electrometrische  Analyse. 

• 

Die  im  Folgenden  mitgetheilte  Untersuchung  verdankt  ihre 
Entstehung  einer  gelegentliehen  Uebung  in  der  Handhabung 
physikalischer  Apparate,  für  welche  Herr  Professor  Ostwald  mir 
in  freundlichster  Weise  die  Mittel  seines  Laboratoriums  zur  Ver- 
tagung gestellt  hatte.  Für  die  Anregung  zu  der  Untersuchung; 
sowie  für  die  bereitwillige  Ueberlassung  von  Apparaten  zur  Fort* 
führung  derselben  im  I.  chemischen  Laboratorium  der  Universität 
bin  ich  Herrn  Professor  Ostwald  zu  lebhaftem  Danke  verpflichtet. 

Die  nahen  Beziehungen  der  Potentialdifferenzen,  weiche  an 
der  Berührungsfläche  verschieden  concentrirter  Lösungen  von 
Electrolyten  auftreten,  zu  den  osmotischen  Drucken  der  Jonen 
in  den  Electrolyten  sind  zuerst  von  W.  Nehnst  (Z.physikal.  Chemie 
IV.  4  29  ff.)  erkannt  und  experimentell  nachgewiesen  worden. 
Die  electromotorische  Kraft  ist  nach  Nernst  (a.  a.  0.  S.  438)  dem 
natürlichen  Logarithmus  des  Verhältnisses  der  osmotischen 
Drucke  (p)  der  Jonen  sowie  der  absoluten  Temperatur  propor- 
tional und  ferner  abhängig  von  der  Wanderungsgeschwindigkeit 
der  Jonen : 

*.  —  €.  =  0.860  T ^^ ln^X\ 0~*  Volt. 

Auch  die  an  der  Grenzfläche  umkehrbarer  Electroden  auf- 
tretenden electromotorischen  Kräfte  sind  in  demselben  Sinne 
von  NsRifST  erörtert  worden.  Für  bezüglich  des  Kations  um- 
kehrbare Electroden  (Metall  in  einer  Salzlösung  desselben  Me- 
talls) finden  die  Beziehungen  zwischen  electromotorischer  Kraft 
und  osmotischem  Druck  der  Jonen  ihren  Ausdruck  in  der  Glei- 
chung (a.  a.  0.  S.  448): 
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€  =  0.860  In-X  10~4  Volt, 

P 

für  bezüglich  des  Aliions  umkehrbare  Electroden  (z.  B.  mit  Chlor- 
silber überzogenes  Silber  in  Chlorkaliumlösung)  in  der  Glei- 
chung 

el  =  0.860  In  -£-  X  10"4  Volt. 

M 

P,  ursprünglich  als  Integrationsconstante  in  der  Rechnung  er- 
halten, ist  von  Nbrnst  in  ihrer  physikalischen  Bedeutung  cha- 
rakterisirt  (a.  a.  O.  S.  22)  und  als  electrolytische  Lösungstension 
bezeichnet.  P  ist  danach  als  der  Druck  aufzufassen,  unter 
welchem  die  Electrode  Jonen  in  Lösung  zu  schicken  bestrebt  ist. 
In  allgemeinster  Form  sind  diese  Beziehungen  zwischen 
osmotischem  Druck  der  Jonen  und  electromotorischer  Kraft  von 
Ostwald  (Lehrbuch  2.  Aufl.  II.  827)  formulirt  in  der  Gleichung 

—  riiRTd[lnp)  =  ne£0d7t 
oder  d?t  = ! d  (lnp)} 

wo  R  die  Gasconstante  ist,  T  die  absolute  Temperatur,  p  der 
osmotische  Druck  der  Jonen,  rc  die  electromotorische  Kraft,  £0 
die  Constante  des  Farad AY'schen  Gesetzes,  n{  ein  Factor,  welcher 
die  Anzahl  der  von  dem  Drucke  pv  auf  p%  übergehenden  Molekeln 
und  ne  ein  Factor,  welcher  die  Anzahl  der  vom  Potential  itK  auf 

7Tt  übergehenden  electrolytischen  Aequivalente  bezeichnet. 

RT 
Die  Constante  —  ist  für  Zimmertemperatur  (17°)  =  0.0251 

Volt,  also  6° 

dn  =  —  ^0.0251  -d{lnp) 
ne 

oder  =_-"».  0.058  d  (log p). 

ne 

Integrirt  ergiebt  die  Gleichung 

jxk  —  TT,  =  7t  =  ^  .  0.058  log  (^)  Volt. 

Für   die  Potentialdifferenz   zwischen    einem  einwerthigen 
Metalle  und  einer  Salzlösung  desselben  Metalls  ergiebt  sich,  da 

-  =  ]  wird, 
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=  0.058  log  (^). 


Für  eine  Kette :  Metall  —  Salzlösung  1  —  Salzlösung  2  — 
Metall  kommen  zunächst  die  electromotorischen  Kräfte  zwischen 
den  Electroden  und  den  Salzlösungen  in  Betracht ;  diese  sind, 
wenn  beide  Electroden  aus  demselben  Metall  bestehen : 


«,  =  0.058  log  (^) 
«,  =  0.058  log  (^). 


Da  beide  einander  entgegenwirken,  so  ergiebt  sich  die  ge- 
stimmte electromotorische  Kraft  an  den  Electroden 

7t.  — 7t.  =  7t  =  0.058  log  ^*  Volt. 

Pa 

Die  an  der  Grenzfläche  der  Lösungen  auftretenden  electro- 
motorischen Kräfte  lassen  sich  in  einfacher  Weise  berechnen, 
wenn  man  die  Summe  der  osmotischen  Drucke  der  Jonen  in 
beiden  Lösungen  gleich  macht.  Für  verdünnte  Lösungen  leicht 
dissociirbarer  Salze  erreicht  man  dies  annähernd ,  wenn  man 
dieselben  gleichconcentrirt  macht.  Bei  den  folgenden  Versuchen 
ist  diese  Bedingung  meist  erfüllt  worden,  indem  wenn  möglich 
1  10  normale  Salzlösungen  verwendet  wurden. 

In  diesem  Falle  ist  (Ostwald  Lehrbuch  2.  Aufl.  IL  850) 

U  4-  V 
jt  =  0.0002  riog    4  J_    ',  wo   U  und  V  die  Wanderungsge- 

schwindigkeiten  der  Jonen  darstellen.    Nur  für  den  Fall  einer 

grossen    Verschiedenheit     der    Wanderungsgeschwindigkeiten 

U  +  V 
weicht  der  Werth     4      -- -  stark  von  \  und  mithin  sein  Loga- 

rithmus  von  0  ab.  Die  von  Planck  für  verschiedene  Lösungen 
berechneten  Werthe  für 7t  (Wibdbmann's  Annalen  XL.  561  ff.),  die 
sich  mit  Nbrnsts  Messungen  in  guter  Uebereinstimmung  befinden, 
steigen  dementsprechend  nur  in  den  Fällen,  wo  die  enorm  grosse 
Wanderungsgeschwindigkeit  des  Wasserstoffs  einseitig  ins  Spiel 
kommt,  auf  mehrere  hundertstel  Volt.  Da  es  sich  bei  der  folgen- 
den Untersuchung  durchweg  um  sehr  bedeutende  Potential- 
differenzen an  den  Electroden  handelte,  so  konnten  die  geringen 
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electromotorischen  Kräfte  zwischen  den  Lösungen  zunächst  ver- 
nachlässigt werden. 

Die  Potentialdifferenz  zwischen  zwei  Electroden  desselben 
Metalles,  welches  beiderseits  in  miteinander  communibirenden 
Lösungen  steht ,  giebt  nun  ein  directes  Maass  für  die  Concen- 
tration  der  Jonen  des  Metalles  in  den  betreffenden  Lösungen 
(Ostwald,  Lehrbuch  2.  Aufl.  II.  881).  Für  einwerthige  Metalle 
haben  wir 

TT  p 


=  log  £*  Volt. 


0.058  Dp< 

Ist  die  Concentration  der  Metallionen  in  der  einen  Lösung  be- 
kannt ,  so  ist  sie  es  auch  in  der  anderen.  Man  kann  auf  diese 
Weise  die  Anwesenheit  von  Metallionen  in  Lösungen,  in  denen 
das  Metall  durch  chemische  Reactionen  überhaupt  nicht  mehr 
zu  erkennen  ist,  nicht  nur  nachweisen,  sondern  auch  die  Con- 
centration der  Jonen  quantitativ  bestimmen.  Von  diesem  Ge- 
sichtspunkte aus  habe  ich  zunächst  die  Potentialdifferenzen  von 
Quecksilberelectroden  in  Lösungen  verschiedener  Quecksilber- 
salze gegen  einander  bestimmt. 

Die  Versuche  wurden  folgendermassen  ausgeführt. 

Die  Lösungen  befanden  sich  in  kleinen  cylindrischen  Gläs- 
chen von  50  mm  Höhe  und  45  mm  Durchmesser.  Durch  den 
luftdicht  schliessenden  Stöpsel  führte  ein  unten  geschlossenes 
mit  Quecksilber  gefülltes  Glasröhrchen  zur  Quecksilberelectrode 
hinab.  Die  Verbindung  mit  der  Electrode  war  durch  ein  einge- 
schmolzenes Stückchen  Platindraht  hergestellt.  Etwa  in  der 
Höhe  von  30  mm  trugen  die  Gläschen  ein  rechtwinklig  nach 
unten  gebogenes  Glasröhrchen ,  dessen  unteres  Ende  durch  ein 
Bäuschchen  Filtrirpapier  geschlossen  war.  Die  Verbindung  zwi- 
schen zwei  solchen  Gläschen  wurde  durch  Eintauchen  der  An- 
satzröhrchen  in  ein  mit  n/10  Kaliumnitratlösung  gefülltes  Schäl- 
chen  hergestellt.  In  das  Quecksilber  der  inneren  Röhrchen 
tauchten  die  zum  Eiectrometer  führenden  Drähte.  Diese  Anord- 
nung gestattet  ein  schnelles  und  bequemes  Auswechseln  der 
einzelnen  Lösungen. 

Zur  Messung  diente  ein  LiPPMANif'sches  Gapillarelectrometer 
in  der  von  Le  Blanc  (Z.  physikal.  Chemie  V.  471,  s.  a.  Ostwald, 
Lehrbuch  2.  Aufl.  II.  843)  beschriebenen  Form.  Der  ganze 
Apparat  zeigte  folgende  Anordnung. 
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a.  Leclanchä. 

b.  Widerstandskasten. 

c.  Schlüssel. 

d.  Electrometer. 

e.  Lösungen. 


Während  der  Ruhestellung  des  Schlüssels  ist  das  Electro- 
meter  in  sich  geschlossen,  beim  Niederdrücken  wird  die  durch 
Pfeile  angedeutete  Verbindung  hergestellt.  Der  Widerstands- 
kasten ist  in  9X400  plus  40x40  Einheiten  eingetheilt.  Indem 
man  von  der  Stelle  ausgeht ,  wo  die  Zehner  und  Hunderter  an 
einander  grenzen,  kann  man  durch  Verschieben  des  Drahtes 
links  in  Sprüngen  von  4/<0  der  electromotorischen  Kraft  des  Le- 
clanch£,  durch  Verschieben  des  Drahtes  reohts  in  Sprüngen  von 
*moo  fortschreitend  entsprechende  eleotromotorische  Kräfte  der- 
jenigen der  zu  messenden  Kette  entgegenschalten  und  dadurch 
das  Electrometer  in  die  Nullstellung  zurückbringen. 

Man  bestimmt  nun  am  Widerstandskasten  zwei  Potential- 
differenzen, zwischen  denen  die  der  zu  messenden  Kette  liegt, 
und  bestimmt  die  Bruchtheile  des  Intervalls  nach  Verhältniss 
der  Ausschläge.   (Vgl.  Ostwald,  Lehrbuch  2.  Aufl.  II.  842.) 

Das  Electrometer  gab  für  */100  Leclanch6  3 — 4  Scalentheile 
Ausschlag,  Zehntel-Scalentheile  konnten  geschätzt  werden.      ' 

Die  electromotorische  Kraft  des  Leclanch6-Elementes  wurde 
von  Zeit  zu  Zeit  mit  der  eines  geaichten  Calomel-Elementes  ver- 
glichen, sie  erwies  sich  als  leidlich  constant.  Gefunden  wurde  sie 


am  5.  November 

=  4.494  Volt 

»44.          » 

=  4.483    » 

»47.      .    * 

=  4.498    » 

»  22.          » 

=  4.494    » 

»  24.          » 

=  4.495    » 

»  26.          » 

=  4.492    » 

»     6.  December 

=  4.490    » 

»    44.                J> 

=  4.486    » 

»43. Januar 

=  4.485    » 

V 
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Zur  Messung  wurde  stets  die  zu  untersuchende  Lösung  mit 
einer  solchen  von  n/10  Chlorkalium,  dann  mit  einer  Lösung  von 
n/10  Bromkalium  und  schliesslich  die  Lösungen  von  Chlorkalium 
und  Bromkalium  zu  einer  Kette  zusammengestellt.  Nur  wenn 
die  Differenz  der  electromotorischen  Kräfte  der  beiden  ersteren 
Ketten  auf  höchstens  einige  Tausendstel  Leclanch6  mit  der  elec- 
tromotorischen Kraft  der  letzten  übereinstimmte,  wurde  die 
Messung  als  genau  angesehen.  Gleichzeitig  ermöglichte  die  Mes- 
sung der  bekannten  Potentialdifferenz  der  Kette  Chlorkalium  — 
Bromkalium  eine  stetige  Controle  des  Zustandes  der  Apparate. 

Meistens  wurden  sehr  schwer  lösliche,  im  analytischen  Sinne 
unlösliche  Quecksilbersalze  untersucht.  Hier  war  natürlich  die 
Herstellung  von  l/iQ  normalen  Lösungen  unmöglich  und  es  wurde 
daher  nur  das  betreffende  negative  Jon  meist  in  Gestalt  des 
Kalisalzes  in  */40  normaler  Lösung  verwendet.  Ausserdem  wurde 
der  Lösung  stets  etwas  von  dem  schwerlöslichen  Quecksilber- 
salz zugefügt.  Man  erreicht  dadurch  zweierlei :  Einmal  sättigt 
sich]  die  Lösung  sehr  schnell  mit  Quecksilberionen  und  man  er- 
hält sehr  bald  im  Gleichgewicht  befindliche  Lösungen.  Zweitens 
werden  etwaige  Verunreinigungen  der  Lösungen  durch  Salze, 
welche  eine  höhere  Potentialdifferenz  gegen  Quecksilber  zeigen 
als  das  zu  untersuchende,  unschädlich  gemacht.  Die  Erzeugung 
der  höheren  Potentialdifferenz  beruht  ja  darauf,  dass  die  betref- 
fenden Stoffe  die  Quecksilberionen  aus  den  Lösungen  entfernen, 
indem  sie  sich  mit  ihnen  verbinden,  und  somit  den  osmotischen 
Druck  der  Quecksilberionen  herabdrücken.  Die  Anwesenheit 
des  überschüssigen  Quecksilbersalzes  bedingt  aber  einen  sofor- 
tigen Ersatz  der  entfernten  Quecksilberionen. 

Die  gemessenen  Potentialdifferenzen  sind  natürlich  nicht 
denen  gleich,  welche  die  schwerlöslichen  Quecksilbersalze  in 
reinem  Wasser  gegen  Quecksilber  zeigen  würden,  sondern  höher. 
Denn  da  z.  B.  in  einer  Lösung  von  Quecksilberchlorür,  wenn 
letzteres  im  Ueberschuss  am  Boden  liegt,  das  Product  der  Queck- 
silber- und  der  Chlorionen  nach  den  Gesetzen  der  Massenwir- 
kung constant  sein  muss,  so  wird  der  osmotische  Druck  der 
Quecksilberionen  durch  die  in  der  Chlorkaliumlösung  vorhan- 
denen Chlorionen  entsprechend  herabgedrückt. 

Eine  directe  Bestimmung  des  osmotischen  Druckes  der 
Quecksilberionen  in  einer  Lösung  von  Quecksilberchlorür  in 
reinem  Wasser  durch  Messung  der  Potentialdifferenz  würde, 
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abgesehen  von  der  Schwierigkeit,  welche  das  geringe  Leitver- 
mögen der  Losung  bedingt,  an  der  Unmöglichkeit  scheitern, 
hinlänglich  reines  Wasser  zu  beschaffen. 

Aus  demselben  Grunde,  aus  dem  die  Potentialdifferenz 
zwischen  Quecksilber  und  reinem  Wasser  nicht  unendlich  gross 
gefunden  wird,  wie  es  die  Theorie  verlangt,  sondern  kleiner, 
würde  auch  die  Potentialdifferenz  der  Quecksilberchlorürlösung 
gegen  Quecksilber  zu  klein  gefunden  werden.  Genau  wie  in 
reines  Wasser  würden  auch  in  die  Quecksilberchlorürlösung 
durch  den  gelösten  Sauerstoff  oder  andere  Verunreinigungen 
weitere  Quecksilberionen  hineingebracht  werden1). 

Bis  auf  eine  kleine  Correctionsgrösse  kann  man  aber 
den  osmotischen  Druck  der  Jonen  einer  reinen  Quecksilberchlo- 
rürlösung aus  der  Potentialdifferenz  der  Lösung  des  Quecksilber- 
chlorürs  in  Chlorkaliumlösung  von  bekanntem  Gehalt  berechnen. 
Er  ist  gleich  der  Quadratwurzel  aus  dem  Product  des  Druckes 
der  Quecksilberionen  in  letzterer  Lösung  und  des  Druckes  der 
Chlorionen.  Den  Druck  der  Quecksilberionen  kann  man  aber 
aus  der  Potentialdifferenz,  den  der  Chlorionen  aber  aus  dem 
Gehalt  der  Lösung  an  Chlorkalium  unter  Berücksichtigung  der 
aus  der  Leitfähigkeit  zu  bestimmenden  Dissociation  der  Lösung 
berechnen. 

Die  im  Folgenden  gebrauchten  Bezeichnungen  +  und  — 
beziehen  sich  auf  die  Ladung,  welche  die  Quecksilberelectrode 
unter  der  betreffenden  Lösung  annimmt,  so  dass  also  der  Aus- 
druck 

HgCl  in  n/i0KCl :  HgBr  in  n/10  KBr  =  +  0.419  Volt 

bedeutet,  dass  im  Verbindungsdrahte  der  positive  Strom  vom 
Quecksilber  unter  der  Quecksilberchlorürlösung  zum  Quecksilber 
unter  der  Bromürlösung  fliesst. 

Die  ersten  Versuche  wurden  angestellt,  um  experimentell 
die  erwartete  Thatsache  zu  erhärten ,  dass  die  Potentialdifferenz 
der  Kette  Quecksilber  in  Lösung  A  zu  Quecksilber  in  Lösung  B 
gleich  ist  der  Summe  der  Potentialdifferenzen  von  Hg  in  Lösung 
A  zu  Hg  in  Lösung  C  und  von  Hg  in  Lösung  C  zu  Hg  in  Lösung  B. 

Folgende  Werthe  wurden  gefunden : 


\)  Vgl.  Warbürg,  Wiedevann's  Annalen  N.  F.  XXXVIII.  328. 
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HgJ   in  n/^KNOt :  HgCl  in  n/10  KCl  =  +  0.452  V. 
HgCl  In  */„  KCl    :  HgBr  in  n/40  KBr  =  +  0.446  » 

+  0.268  V. 
%/  in  n/l(iKN09 :  ifytfr  in  n/10  ^*r  =  +  0-*67  » 

Der  Werth  der  Potentialdifferenz  in  den  Ketten  mit  Queck- 
silberjodür  ist  ein  zufälliger,  von  den  Verunreinigungen  der 
Salpeterlosung  abhängiger.  Bestimmte  Werthe  erhält  man  erst 
durch  Zusatz  von  Jodkalium.  Wahrend  Quecksilber  unter  Queck- 
silberjodttr  in  Salpeterlösung  positiv  gegen  Hg  unter  HgCl  in 
KCl  wird,  kehrt  sich  das  Verhältniss  auf  Zusatz  einer  Spur 
Jodkalium  zur  Salpeterlösung  geradezu  um.  Weiterer  Zusatz 
von  Jodkalium  bewirkt  eine  Aenderung  in  demselben  Sinne  und 
zwar  wird  die  Wirkung  gleicher  Zusätze  um  so  geringer,  je  mehr 
Jodkalium  bereits  in  der  Lösung  vorhanden  ist  —  wie  es  nach 
den  Gesetzen  der  Massenwirkung  zu  erwarten  ist. 

Hg  Cl  in  w/40 :  HgJ  in  w/40  KNOa  =  —  0. 4  52  V. 

»  »  +4  Tropfen  n/\ 0  KJ  =  +  0.4  23  » 

»  »  +  2       »  »        =+0.464  * 

»  *  +  3       »  *        =  +  0.4  92  j> 

»  »  +4»»=+  0.209  i) 

»  »  +  5       »  »        =  +  0.245» 

»  »  +6       »  »        =  +  0.248» 


Für  die  folgenden  Versuche  wurde  die  Lösung  von  Queck- 
silberjodür  in.w/10  Ä'JVO,  nach  Zusatz  von  6  Tropfen  KJ  ver- 
wendet. 

Die  zehntelnormale  Lösung  von  Mercuronitrat  enthielt  so 
viel  freie  Salpetersäure,  dass  die  Ausscheidung  von  basischem 
Salz  verhindert  war.  Quecksilberchlorür  und  -bromür  waren 
im  Ueberschuss  in  n/i0  KCl  und  w/40  KBr  suspendirt.  Die  abge- 
kürzten Bezeichnungen  dürften  wohl  nicht  missverständlich  sein. 

HgNO9:HgCl=+0S^ 

HqCl  :ffo£r=+0.446»  (       ^  '    *      8    *  ^ 

HgBr.HgJ  =+0.404  »  }  »  +  ^M;HgCl  :HgJ  =+0.248 

+  0.573  V. 
HgNOs:HgJ=  +  0.572» 

Nach  achttägigem  Stehen  der  Lösungen  in  den  zur  Messung 
dienenden  Zellen  hatte  sich  nur  die  Lösung  von  Quecksilberjodür 
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in  Salpeter  und  Jodkalium  wesentlich  geändert ,   indem  Hg  Cl 
:  HgJ  anstatt  +  0.218  =  +  0.067  gefunden  wurde. 

Auf  erneuten  Zusatz  von  6  Tropfen  n/l0  KJ  stellte  sich  an- 
nähernd das  frühere  Verhältniss  wieder  her,  wie  folgende  Zu- 
sammenstellung zeigt: 

H9NOs:HgCl     +  J-JJ0U.484     HgNOz:  HgBr    +0.481 

HgCl     :HgBr    +0.421/  y      3      y 

HgBr    :HgJ      +  0.406}0'*27     H9<»     ^gJ       +0.232 

+  0.587 
HgNOt :  HgJ       +  0.593 


Für  die  folgenden  Versuche  wurde,  wie  bereits  Seite  74  er- 
wähnt, stets  Quecksilber  unter  der  zu  untersuchenden  Losung 
einmal  mit  Hg  unter  n/40  KCl  und  dann  mit  Hg  unter  n/10  KBr 
zur  Kette  zusammengestellt.  Angegeben  sind  nur  die  Potential- 
differenzen der  ersteren  Kette.  Der  Ausdruck  Losung  A  =  ± 
nVolt  bedeutet,  dass  das  Quecksilber  unter  der  betreffenden 
Lösung  positiv  oder  negativ  gegen  Quecksilber  unter  "/^KCl  bei 
Gegenwart  von  überschüssigem  HgCl  wird. 

Die  sehr  oft  gemessene  Losung  HgBr  in  n/i0KBr  wurde 
=  —  0.14  9  Volt  gefunden.  Die  Abweichungen  betrugen  nur 
1 ''       Volt 

M0OO    YÜU* 

Die  Jodverbindungen  des  Quecksilbers  zeigten  folgende 
Potentialdifferenzen 

HgJ  in  n/10  ÄV=  —  0.295  V. 

Dieselbe  Losung  mit  Schwefelsäure  stark  angesäuert 

—  0.365  V. 

Besondere  Beachtung  verdienen  die  Losungen  leicht  loslicher 
Quecksilbersalze ,  welche  trotzdem  eine  hohe  Potentialdifferenz 
gegen  Quecksilber  aufweisen.  Hierher  gehört  die  Losung  von 
Quecksilberjodid  in  Jodkalium.  Die  hohe  Potentialdifferenz  er- 
klärt sich  daraus,  dass  die  Jonen  des  complexen  Salzes  K%HgJk 
1K  einerseits  und  HgJ4  andererseits  sind.  Quecksilberjonen 
sind  also  nur  in  einem  der  weiteren  Dissociation  des  Jons  HgJK 
entsprechenden  Betrage  vorhanden1). 

n/40  Jodkalium  wurde  durch  längere  Digestion  mit  frisch 
gefälltem  Mercurijodid  gesättigt.  In  der  Losung  ist  die  Verbin- 
dung K%HgJK  anzunehmen« 


4)  Ostwald,  Lehrbuch  I.  Aufl.  IL  879. 
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4 0  ccm  w/40  k\  UgJA  =  —  0.244  V. 
»               »            +9  ccm  w/10  AV         —  0.277  » 
»               »            +40     »         »  —0.276» 

»  »  +44»»  —  0.280  » 

Nach  Ansäuern  mit  Schwefelsaure.     .  .     — 0.346» 

Ein  zweiter  Versuch  gab  folgende  Zahlen : 

n/l0h\HgJt  =-0.244 

Nach  Ansäuern  mit  Schwefelsäure  =  —  0.324 
Mit  Natronlauge  wieder  übersättigt  =  —  0.250. 

Die  Messungen  sind  deshalb  nicht  als  sehr  genau  anzusehen, 
weil  die  Lösungen  in  Berührung  mit  der  Quecksilberelectrode 
sehr  schnell  Quecksilberjodür  abscheiden.  Immerhin  wird  aber 
während  der  Zeit,  welche  die  Messungen  beanspruchen,  nur  ein 
kleiner  Theil  des  Jodides  reducirt;  die  Lösung  gab  mit  Schwefel- 
ammonium nach  Beendigung  der  Versuche  einen  reichlichen 
Niederschlag  von  Quecksilbersulfid. 

Fügt  man  zu  der  mit  Mercurijodid  gesättigten  Lösung  von 
n/i0KJ  noch  einmal  das  gleiche  Volum  w/10  Jodkalium  von  vorn- 
herein hinzu ,  so  findet  die  Bildung  von  Jodür  an  der  Electrode 
nur  sehr  langsam  statt.  Eine  solche  Lösung  zeigte  eine  Poten- 
tialdifferenz von  —  0.264  V.,  nach  dem  Ansäuern  mit  Schwefel- 
säure —  0.345  V. 

Unter  einer  Lösung  von  Mercurijodid  in  stark  überschüs- 
sigem Jodkalium  bleibt  Quecksilber  vollständig  blank.  Poten- 
tialdifferenz gemessen  —  0.289.  Eine  Reduction  findet  dem- 
nach wenn  überhaupt  nur  sehr  langsam  statt.  Das  ist  zu  erwarten, 
da  Quecksilberjodür  bekanntlich  durch  überschüssiges  Jodkalium 
unter  Abscheidung  von  Quecksilber  und  Bildung  von  Kalium- 
quecksilberjodid  gelöst  wird.   Ob  die  Reaction 

2HgJ+%KJ=KtHgJi  +  Hg 

im  directen  oder  im  umgekehrten  Sinne  verläuft,  hängt  demnach 
von  dem  Mengenverhältniss  der  Reagentien  ab.  Wie  bei  jeder 
umkehrbaren  Reaction  tritt  schliesslich  ein  nur  von  den  wirk- 
samen Mengen  abhängiger  Gleichgewichtszustand  ein,  gleich- 
gültig von  welchem  Zustande  des  Systems  man  ausgeht. 

Interessant  ist  der  Zusammenhang  dieses  Gleichgewichts- 
zustandes mit  der  Potentialdifferenz.  Es  hat  sich  im  Verlaufe 
dieser  Untersuchung  gezeigt,  dass  sich  immer  diejenigen  mög- 
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liehen  Quecksilberverbindungen  bilden,  deren  Lösungen  gegen 
Quecksilber  die  höchste  Potentialdifferenz,  also  den  geringsten 
osmotischen  Druck  der  Jonen  zeigen,  wenn  nicht  besondere  im 
entgegengesetzten  Sinne  wirkende  Kräfte  überwiegen.  Auf 
diesen  Satz  wird  noch  mehrfach  zurückzugreifen  sein.  Aus  den 
oben  angeführten  Messungen,  die  für  diesen  Zweck  allerdings 
noch  vervollständigt  werden  müssen ,  lässt  sich  wenigstens  so 
viel  ersehen,  dass  der  Gleichgewichtszustand  der  Lösung,  welche 
Quecksilberjodür,Kaliumquecksilberjodid,  Jodkalium  undQueck- 
silber  enthält,  derjenige  zu  sein  scheint,  in  welchem  die  Lösung 
die  höchste  Potentialdifferenz  gegen  Quecksilber  aufweist,  also 
am  wenigsten  freie  Quecksilberjonen  enthält. 

Für  Hg  J  in  n/10  KJ  wurde  die  Potentialdifferenz  —  0.295 
gefunden.  Eine  solche  Lösung  ändert  sich  nur  sehr  langsam, 
ist  also  nahezu  im  Gleichgewicht. 

Die  Lösung  von  n/40  K%  HgJk  mit  dem  gleichen  Volum  n/40  Ä7 
zeigt  die  Potentialdifferenz  —  0.27,  schon  ziemlich  nahe  über- 
einstimmend mit  der  der  Lösung  von  HgJ  in  n/10  $J.  Wie  er- 
wähnt, scheidet  Quecksilber  aus  der  Lösung  nur  sehr  langsam 
Jodür  ab,  die  Goncentration  der  Quecksilberjonen  ist  nahezu 
gleich  der  in  ersterer  Lösung.  Die  Lösung  von  Quecksilberjodid 
in  stark  überschüssigem  n/i9KJ}  deren  Potentialdifferenz  —  0.289 
beträgt,  wird  durch  Quecksilber  überhaupt  nicht  mehr  sichtbar 
verändert. 

Dagegen  wird  die  Lösung  von  n/10  R\HgJi1  deren  Poten- 
tialdifferenz nur  0.244  V.  ausmacht,  durch  Quecksilber  sehr 
schnell  reducirt. 

Quecksilberrhodanür  in  n/i0  Rhodankalium  zeigt  eine  Po- 
tentialdifferenz von  —  0.047  V.  Die  Differenz  entspricht  etwa 
derjenigen,  welche  die  meisten  Verbindungen  geben,  in  denen 
Quecksilber  an  Stickstoff  gebunden  ist,  während  die  Schwefel- 
verbindungen durchweg  weit  höhere  Differenzen  aufweisen. 
Man  könnte  diese  Thatsache  als  Wahrscheinlichkeitsgrund  dafür 
annehmen,  dass  im  Rhodanür  das  Quecksilber  an  Stickstoff  ge- 
bunden ist« 
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Ammoniumverbindungen  des  Quecksilbers. 

NH%Hg%  Cl  in  n/40  NH9  =  —  0.075 

9  *  n/40  KCl  =  —  0.002 

»  »  n/40  CINH<  =  —  0.000 

NHtHgtBr*  n/40  NH9  =  —  0.087 

NH%Hg%Br  »  n/io  ##> :  H9Br  in  nAo  *^r  =  +  0.024 

»  9   n/40  KBr:      »       »     »       *     =       0.000 

Die  Potentialdifferenz  der  Quecksilberammoniumverbin- 
dungen in  n/10  iV#3  liegt  um  rund  0.08  V.  höher  als  die  von 
HgCl  in  n/40  KCl,  um  etwa  0.02  tiefer  als  die  von  HgBr  in  n/40 
Ä^j&r.  Das  Ammoniak  setzt  also  den  osmotischen  Druck  der 
Quecksilberionen  weiter  stärker  herab  als  die  loslichen  Chlor- 
verbindungen und  etwas  weniger  energisch  als  die  Bromver- 
bindungen. Dem  entsprechend  wird  Quecksilberchlorttr  leicht 
und  vollständig  in  die  Ammoniumverbindung  verwandelt,  aber 
auch  das  Bromttr  erleidet  noch  die  analoge  Umwandlung. 

Dagegen  war  zu  erwarten,  dass  Quecksilberjodür,  wenn 
überhaupt,  nur  schwierig  durch  Ammoniak  angegriffen  werden 
würde ;  denn  die  Potentialdifferenz  des  Jodquecksilbers  in  Jod- 
kaliumlösung ist  um  rund  0.2  V.  grösser,  als  die  der  Ammonium- 
verbindungen in  Ammoniak.    Die  Reaction 

ZHgJ+2  NH,  =  JVtf,  H9lJ  +  JNHA 

sollte  demnach  im  directen  Sinne  nur  dann  verlaufen,  wenn  ein 
grosser  Ueberschuss  von  Ammoniak  die  geringe  Neigung  zur 
Bildung  der  Ammoniumverbindung  ausgleicht. 

In  der  That  wird  Quecksilberjodür  von  verdünntem  Ammo- 
niak so  gut  wie  gar  nicht  verändert;  erst  bei  längerer  Behand- 
lung mit  sehr  concentrirtem  Ammoniak  wird  es  in  eine  schwarze 
Ammonium  verbin  düng  übergeführt,  die  jedoch  beim  Auswaschen 
mit  Wasser,  ja  mit  verdünntem  Ammoniak  sofort  zerlegt  wird 
und  gelbes  Quecksilberjodür  (oder  Oxyjodür?)  hinterlässt. 

Als  die  nicht  weiter  ausgewaschene  Ammoniumverbindung 
in  n/40  NHZ  suspendirt  wurde,  wobei  sie,  wie  erwähnt,  sofort 
gelb  wurde,  ergab  die  Lösung  eine  Potentialdifferenz  von  ca. 
—  0.45  V.  Das  Constantwerden  der  sehr  schwankenden  Werthe 
wurde  nicht  abgewartet. 

Harnstoff  wirkt  bei  Gegenwart  von  Natriumcarbonat  ganz 
ähnlich  wie  Ammoniak,  bei  Gegenwart  von  Natriumbicarbonat 
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giebt  er  dieselben  Werthe  wie  letzteres  allein.  Das  Nitrat  wirkt 
wie  ein  Alkalinitrat,  auch  freier  Harnstoff  vermag  den  osmotischen 
Druck  der  Quecksilberionen  in  einer  Alkalinitratlösung  nicht 
herabzudrücken. 

Reine  Harnstofflösung  konnte  nicht  geprüft  werden,  da  sie 
zu  wenig  leitet. 

n/10  Harnstoffnitrat  +  0.237  V. 

o  »  nach  Zusatz  von  ca.  4/«  Vol. 

7io  HgNO,  +  0.347  » 

*   Ä'Ar03  mit  4  Tropfen  n/i0HgNO9  +  &.300  » 

nach  Zusatz  von  4/t  Vol.  n/l0  Harnstoff  +  0.283  * 

7,o  Harnstoff  mit  ca.  f/10  Vol.  7l0JVa//CO3  und 

2  Tropfen  710  HgNO^  +0.099  » 

Dasselbe  mit  ca.  dem  gleichen  Volumen  7io 

NaHCO%  +  0.086  » 

{Na HCO^  aUein  +0.4  44  »  ) 

710  Harnstoff  mit   etwas  7I0  NaOH  und  2 

Tropfen  HgNOs  —  0.444  » 

(7ld  NaOH  allein  —  0.449  *>  ) 

7io  Harnstoff  und  2  Tropfen  HgNOz  nach  Zu- 
satz einiger  Tropfen  Na%COs  —  0.029  » 
Dasselbe  mit  ca.  4/s  Vol.  5#  NatCOs                 —  0.063  » 
(710  AafCO,  allein  +  0.086  »  ) 

Im  letzteren  Falle  kommt  die  Erniedrigung  des  osmotischen 
Druckes  der  Quecksilberionen  auf  Rechnung  des  Harnstoffes,  da 
Natriumcarbonat  allein  eine  weit  geringere  Wirkung  ausübt. 


Die  Alkaliverbindungen  der  organischen  Imide  wirken 
wesentlich  stärker  als  Ammoniak,  die  freien  Imide  dagegen 
ganz  bedeutend  schwächer. 

7I0  Succinimidkalium  +2  Tropfen  n/{0  HgNOz  —  0.459 
Dasselbe  nach  Zusatz  etwa  der  gleichen  Menge 

festen  Succinimids  —  0.4  64 
7,o   Succinimid  durch  etwas  7io  KN09  leitend 

gemacht  +  0.085 

nach  Zusatz  von  2  Tropfen  710  HgNO^  +  0.223 

Interessant  ist  da*  Verhalten  des  Succinimidquecksilber- 
oxyds.  Die  Lösung  zeigt  eine  hohe  Potentialdifferenz  gegen 
Quecksilber;  daraus  geht  hervor,  dass  die  Verbindung  nur  sehr 

M»th.-phyi.  CUcte.  1893.  6 
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wenig  discociirt  ist.  Im  Einklang  damit  steht  auch  die  Thatsache, 
dass  die  Lösung  so  gut  wie  gar  nicht  leitet. 

Die  Lösung  wurde  durch  Sättigen  von  n/l0  Succinimid  mit 
frisch  gefälltem  Quecksilberoxyd  dargestellt.  Die  Potentialdiffe- 
renz schwankte  um  +  0.23  V. 

Nach  Zusatz  von  10  Tropfen  n/40  Na  OH  und  2  Tropfen 
nAo  H9NO3  wurde  — 0.031  gefunden,  nach  weiterem  Zusatz  von 
überschüssigem  Succinimid  —  0.027. 

nAo  C^HkO%NHg  mit  Natrium carbonat  und  2  Tropfen  n/10 
HgNOs  =—0.034. 

Die  Lösung  des  Succinimidquecksilbers  wird  durch  die  Rea- 
gentien  gefällt,  welche  gegen  Quecksilber  eine  höhere  Potential- 
differenz zeigen  als  das  Succinimidquecksilber ,  dagegen  nicht 
durch  diejenigen,  welche  eine  geringere  geben. 

Es  fällen  Ammoniak  (—0.08),  Natronlauge  (—  0.U9),  Jod- 
kalium ( —  0.24),  Schwef elammon  (—  0.9),  nicht  dagegen  Natrium- 
carbonat,  -phosphat  und  -bichromat  (+  0.27  bis-}-  0.08),  letztere 
auch  bei  Gegenwart  von  Carbonat  nicht. 

Quecksilber  bleibt  unter  der  Lösung  blank. 


Natriumphtalimid  —  0.233 

2  Tropfen  n/10  HgNOs  hinzu  —  0.228 

Ueberschüssiges  Phtalimid  hinzu    —  0.232 
Nach  Ansäuern  mit  Schwefelsäure  wurde  erst  nach  etwa 
einem  Tage  der  constante  Werth  +0.267  gefunden. 

Hier  entsteht  also  die  Quecksilberverbindung  mit  dem  hö- 
heren Druck  der  Jonen;  es  ist  aber  zu  beachten,  dass  bei  der 
Reaction 

2//fl(C9ff40,iV)  +  //t-SOi  =  iC^O%N+Hgt-SO§ 
der  Bildung  der  Quecksilberionen  ein  Verschwinden  von  Wasser- 
stoffionen entspricht. 

Cyanverbindungen. 

»/{0K%HgCyA  -0.317 

Nach  Ansäuern  mit  Schwefelsäure      —  0.020 

n/l0  KCN  mit  ca.  10#  M/10  K%HgCyA  —0.584 

Nach  Ansäuern  mit  Schwefelsäure       —  0.051 

Die  Potentialdifferenz  ist  im  Vergleich  mit  derjenigen  der 

übrigen  Stickstoffverbindungen  auffällig  hoch ;  die  Vermuthung, 

dass  diese  Erscheinung  dadurch  bedingt  sei ,  dass  in  den  Cyan- 
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Verbindungen  das  Quecksilber  an  Kohlenstoff  gebunden  ist, 
fand  durch  die  Prüfung  einiger  Verbindungen,  in  denen  der 
durch  Metalle  substituirbare  Wasserstoff  als  an  den  Kohlenstoff 
gebunden  anzunehmen  ist,  keine  Bestätigung. 

n/IQ  Kaliumacetessigester  mit  2  Tropfen  HgNO^  —  0.498 

*/40  Kaliumnitroaethan       »     »        »  »  — 0.454 

[*fi%KOH  »     »        »  *  —0.434) 

n/10  Kaliumnitroaethan  mit  überschüssigem  Nitro- 

aethan  versetzt,  nach  4  Tag  constant  +  0.044 

Die  höchsten  Potentialdifferenzen  weisen  die  Schwefelver- 
bindungen auf.  Dieselben  sind ,  wenn  man  von  den  Cyanver- 
bindungen  absieht,  durchweg  weit  höher  als  die  der  Stickstoff- 
verbindungen. Der  Sulfoharnstoff  reiht  sich  in  dieser  Hinsicht 
eher  den  Schwefel-  als  den  Stickstoffverbindungen  an.  Es 
scheint  demnach  der  Thiohamstoff  den  Metallen  gegenüber  wie 
in  vielen  anderen  Fällen  im  Sinne  der  Formel  HtN-C(NH)SH 
zu  reagiren. 

n/10  Thiohamstoff  zur  Ermöglichung  der  Messung 

mit  7,  Vol.  n/10  ATJVO,  versetzt  -  0.238 

Nach  Zusatz  von  2  Tropfen  n/10  HgNOz  —  0.202 

Mit  H%  SOA  angesäuert  —  0.262 

n/1Q  Thiohamstoff  +  */,  Vol.  n/l0  Na%COt  —  0.336 

Nach  Zusatz  von  2  Tropfen  HgNOz  —  0.299 

Der  letzte  Werth  wurde  erst  nach  einem  Tage  constant, 
jedenfalls  infolge  der  Bildung  von  Schwefelquecksilber  und 
Cyanamid.  Ebenso  wurden  auch  bei  der  Untersuchung  der 
ersten  Lösung  nach  Ansäuern  mit  Schwefelsäure  erst  nach  län- 
gerer Zeit  constant  bleibende  Zahlen  gefunden. 

n/l0  xanthogensaures  Kali  mit  2  Tropfen  HgNOs  —  0.474 
nach  Zusatz  von  */f  Vol.  n/l0  Nat  COs  —  0.453 

lawy\meT(MpUin}{CHs)tCH-CH%-CH%SH,  in*/,  ^Na^CO^ 

suspendirt,  nach  Zusatz  von  2  Tropfen  n/4  0  Hg  NOz  —0.749 
Dasselbe  in  **/4Q  H%SO€  suspendirt  nach  Zusatz 

von  2  Tropfen  HgNO^  —  0.269 

Beide  Ketten  gaben  erst  nach  etwa  eintägigem  Stehen  con- 
stante  Zahlen,  jedenfalls  weil  die  Sättigung  der  Lösung  mit  dem 
schwerlöslichen  Mercaptan  längere  Zeit  in  Anspruch  nahm. 

6* 
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n/10  Natriumthiosulfat  nach  Zusatz  einer  geringen  Menge 
des  schwarzen  Niederschlages,  welcher  durch  Thiosulfat  aus  Mer- 
curonitratlösung  gefällt  wird  —  0.347 

Dasselbe  nach  Zusatz  einer  Ueberschusses   des 
Niederschlages  —  0.497 

Zur  Prüfung  eines  Alkalisulfhydrates  wurde  W/4Ü  Natron- 
lauge mit  Schwefelwasserstoff  gesättigt;  die  Lösung  enthielt 
natürlich  einen  Ueberschuss  von  Schwefelwasserstoff.  Die  Lö- 
sung Yon  Natriumsulfid  wurde  erhalten,  indem  die  Sulfhydrat- 
lösung  mit  n/10  Natronlauge  bis  zum  Verschwinden  des  Geruches 
versetzt  wurde.  Zugesetzt  wurde  frisch  gefälltes  Mercurisulfid 
oder  Mercurosulfid  (HgS  +  HgVj.  Je  nach  Natur  und  Menge  des 
Zusatzes  wurden  etwas  verschiedene  Werthe  erhalten. 

Natriumsulfhydrat  Hg%S  im  Ueberschuss  —  0.726 

»  HgS    »  »  ca.  —  0.69 

Die  letztere  Lösung  gab  auch  nach  2  Tagen  keine  constan- 
ten  Zahlen. 

Natriumsulfid,  HgtS  im  Ueberschuss  —  0.858 
»  »     wenig  —  0.879 

»  HgS  im  Ueberschuss    —  0.862 

»  »     wenig  —  0.894 

Einen  hohen  osmotischen  Druck  der  Quecksilberionen  und 
dementsprechend  eine  niedrige  Potentialdifferenz  zeigen  alle 
untersuchten  Sauerstoffsalze  des  Quecksilbers.  Die  osmotischen 
Drucke  liegen  auch  bei  den  analytisch  als  unlöslich  betrachteten 
meist  bedeutend  höher  als  beim  Ghlorür;  nur  die  freien  Alka- 
lien setzen  den  Druck  etwa  ebenso  stark  wie  Bromkalium  herab. 
Bei  der  Untersuchung  der  Garbonate  wurde  basisches  Mer- 
curi-  oder  Mercurocarbonat  zugesetzt;  nur  die  Wirkung  des 
neutralen  Garbonates  wurde  durch  die  Natur  des  Zusatz  wesent- 
lich beeinflusst. 

n/10  NaHC09  C/10M.G.  im  Liter).  Zusatz  gelblich- 
weisses  Garbonat,  erhalten  durch  Eingiessen  von 
HgNOz  in  überschüssiges  NaHCO^  -h  0.4  4  4 

n/i0  NaHCO%  mit  demselben  Zusätze  +0.124 

n/10  NaHCOy  Zusatz  basisches  Garbonat,  welches 
beim  Eingiessen  von  NaHCO^  in  überschüs- 
sige Sublimatlösung  entsteht.  Beim  umgekehr- 
ten Verfahren  entsteht  kein  Niederschlag.   Dia: 
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Lösung  gab  erst  nach  einem  Tage  constante 
Werthe.  Gleichzeitig  war  das  braunrothe  Car- 
bonat  kirschroth  geworden.  tt  =  -J-  0.4 16 

7io  NatCOz  (7lt  M.  G.  im  Liter).  Zusatz  gelbes 
Carbonat  erhalten  durch  Eingiessen  von  HgNOz 
in  überschüssiges  Nat  COz  +  0. 086 

Nach  eintägigem  Stehen  war  der  Niederschlag 

schwarz  geworden  iz  =  +  0.084 

n/l0  Na^COy  Zusatz  rothbraunes  Carbonat  aus 
Quecksilberchlorid  und  überschüssigem  Na- 
triumcarbonat.  Erst  nach  eintägigem  Stehen 
wurden  constante  Werthe  erhalten,  gleichzeitig 
war  das  Carbonat  gelb  geworden  tt  =  -f-  0.017 

AotJfP04  (*/10  M.G.  im  Liter).  Zusatz  Hgz  POA 
A'f  Cr04  (710  M.G.  im  Liter).  Zusatz  HgtCrO€ 
K^Or^O,  (710  M.G.  im  Liter).   Zusatz  Hg9 Cr 0A 

i  (740  M.  G.  im  Liter).      »  » 

Neutrales  weinsaures  Kali.  7*o  "•  G.  im  Liter. 
Zusatz  Mercurotartrat 

Neutrales  oxalsaures  Kali.  A/%fhVl.G.  im  Liter.  Zu- 
satz Mercurooxalat 
Nach  Zusatz  von  überschüssiger  Oxalsäure 
w/46  Kalknatronlauge.  Zusatz  HgtO[Hg  O  +  %?) 
»  »  9      HgO 

n/t  KOH.  Zusatz  2  Tropfen  n/l0  HgNOz 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  hauptsächlichsten  Resul- 
tate der  Messungen  übersichtlich  zusammengestellt. 


+  0.104 
+  0.084 
+  0.268 
+  0.229 

+  0.218 

+  0.134 
+  0.145 

—  0.119 

—  0.123 

—  0.131 


Nr. 

Lösung 

Zusatz 

n 

1 
i 

» 

4 
5 

Vio»9NOt 

»/„Ä1C4Ä,0, 

"UNaHCO, 

HNO, 

Hgt  Cr  04 

^,C4H406 

Hg%C%04 

bas.  Mercurocarbonat 

+  0.858 
4-  0.268 
4-0.218 

4-o.m 

+  0.H4 

»  SauerstoffBalze. 

6  *li0NatHPOA 

7  -/«MuCO, 

Hgt  (PO<) 
bas.  Mercarocarbonat 

+  0.104 
+  0.084 

4 

8 
9 

!  7,.«iVff4 
!  7,.*« 

1 

aNB%Hg% 
HgCl 

0.000 
0.000 

>  Chlorverbindungen. 
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Nr.                  Lösung 

Zusatz 

i 

71 

1 

40 

n/\oHiHgCyi 

H%SOA 

—  0.020 

11 

w/ioff0(C4ff4OtN)s 

Hg  NO,  •  Nat  CO, 

—  0.034 

' 

12 

n/i0KCNS 

HgCNS 

—  0.047 

18 

CONtH, 

NasCOs*HgNOt 

—  0.063 

14 

7io  m 

ClNH2Hgt 

—  0.075 

45 

"UoKBr 

HgBr 

—  0.449 

->•  BromrerbinduBg. 

16 

H/loNaOH 

HgtO 

—  0.449 

>  Stickstoffverbindgn. 

17 

n/loKOH 

Hg%0 

—  0.181 

->•  Oxydhydrate. 

18 

n/loCH,CHKNO% 

Hg  NO, 

—  0.154 

\ 

49 

nl„CAHA0%NK 

Hg  NO, 

—  0.4  59 

>  Kohlenstoffrerbind. 

20 

7,0C#,  CO  CHK  COO  C%Hh 

Hg  NO, 

—  0.498 

) 

24 

n/loC9HAOiNNa 

HgN03 

—  0.228 

22 

23 

nUoK%HgJA 

7«,*/ 

HgJ 

—  0.244 

—  0.295 

\  Jodrerbindnngen. 

24 

CSN%HA 

Na%  CO,  •  Hg  NO, 

—  0.299 

1 

25 

nli{iK%HgCyA 

—  0.84  7 

26 

%0HtHgJA 

Ht  SOA 

—  0.324 

27 

7,o  N«,  St  0, 

HgtStO,<! 

—  0.847 

28 

H/loCsH6OCS%K 

Hg  NO, 

—  0.474 

.  Schwefelverbindgn. 

29 

710sav 

K%HgCy% 

—  0.584 

-►  Cyanverbindnng. 

30 

n/l0NaSH 

H%S-Hg%S 

—  0.726 

31 

C5  H9  SH 

Nas  C03  •  Hg  N03 

—  0.749 

82 

7,o  NatS 

HgS 

—  0.894 

Nach  den  Ausführungen  auf  Seite  72  lässt  sich  aus  der 
gemessenen  Potentialdifferenz  einer  Kette  das  Verhältniss  der 
osmotischen  Drucke  der  Quecksilberionen  in  den  beiden  ver- 
wendeten Lösungen  berechnen:  log/— 1  ==  • 

Gemessen  wurde  iz  in 

n/l0  HgNOs  :  HgCl  in  n/40  KCl  +  0.358 
0.358 


740  HgNOs  :  HgCl  in  n/10  KCl  =  +  0.358 

HgCl  in  n/10  KCl :  HgBr  in  w/10  KBr   =  +  0.4  49 

n/10  Hg  NO, :  HgBr  in  n/10  KBr  =  +  0.477 

Mg  =  8.*2;    &- 1.60.10. 


also 
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n/l8  Hg  NO, :  Hg  Cl  in  n/10  KCl  =  +  0.358 

Hg  Cl  in  n/10  AT/ :  Hg  S  in  Aa,  S  =  +  0.894         also 

n/10  £tyiVOs :  HgS  in  AhtS  =  +  47252 

4.252 


l0gfe)  =  ^ 


21.6;     ^=3984  .  4018- 


,058  '     p4 

In  der  zehntelnormalen  Quecksilbernitratlösung  sind,  voll- 
ständige Dissociation  vorausgesetzt ,  20  g  Quecksilberionen  pro 
Liter  vorhanden  oder  4  mg  Jonen  in  0.00005  Liter. 

Die  letztere  Zahl,  multiplicirt  mit  den  oben  gefundenen 

Werthen  der  Verhältnisse  der  osmotischen  Drucke  — ,  giebt  die 

Pi 
Anzahl  von  Litern,  in  denen  je  4  mg  Jonen  in  den  betreffenden 

Losungen  vorhanden  sind.    Danach  enthalten  die  Lösungen  von 

HgCl  in  n/10  KCl  4  mg  Quecksilberionen  in  rund  74  Litern 

HgBrmn/itiKBr    »  »  »      »  4300     » 

HgS  in  Na^S  »  »  in  rund  200000  Billionen  » 


Nun  wiegt  ein  Atom  Wasserstoff  nach  annähernder  Berech- 
nung 2  •  4  0~"  g ;  4  mg  Wasserstoff  enthalt  also  5  •  4  017  Atome 

4    »    Quecksilber    »         »    25-4  0"      » 

Da  nun  in  der  Lösung  von  Quecksilbersulfid  diese  Anzahl 
von  Jonen  in  200000  Billionen  Litern  gelöst  sind,  so  ist  in  80 
Litern  der  Lösung  nur  ein  Quecksilberion  vorhanden.  Die  Be- 
deutung dieser  Zahl  ist  natürlich  nicht  die,  dass  dieses  eine 
Atom  beständig  in  80  Litern  der  Lösung  umherwanderte;  es 
gehen  vielmehr  immerfort  Überall  in  der  Lösung  Quecksilber- 
atome in  den  Jonenzustand  und  wieder  in  Verbindung  mit 
Schwefel  über;  die  Zeit  aber,  während  welcher  ein  beliebig 
kleines  Flüssigkeitstheilchen  ionenfrei  ist,  verhält  sich  zu  der 
Zeit,  während  weicher  ein  Jon  darin  vorhanden  ist,  wie  80  Liter 
zum  Volum  des  Flüssigkeitstheilchens. 

Anwendung  des  Electrometers  als  Indicator  beim 

Titriren. 

In  einer  Kette  Quecksilber  —  n/10  Mercuronitrat  —  n/40  Mer- 
curonitrat  —  Quecksilber  ist  die  Potentialdifferenz  der  Electro- 
den  gleich  Null.   Setzt  man  nun  zu  einer  der  Lösungen  Chlor- 
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kalium,  so  fällt  Quecksilberchlorür  aus,  der  osmotische  Druck  der 
Quecksilberionen  wird  auf  dieser  Seite  geringer  und  man  erhält 
eine  Potentialdifferenz  in  dem  Sinne,  dass  das  Quecksilber  unter 
der  mit  Chlorkalium  versetzten  Lösung  negativ  wird  gegen  das 
unter  der  unveränderten  Nitratlösung.  Bei  weiterem  Zusatz  von 
Chlorkalium  wird  die  Potentialdifferenz  grösser,  und  zwar  bei 
gleichen  Zusätzen  zuerst  langsam,  dann  immer  schneller.  Die  Po- 
lt) 
tentialdifferenz  ist  gegeben  durch  die  Formel  tt= 0.058  lg  —  Volt, 

Pt 
wenn  man  von  den  geringen  electromotorischen  Kräften  an  der 

Grenze  der  Lösungen  absieht.  Bei  gleichbleibenden  pf  verdop- 
pelt sich  /r,  wenn/?4  auf  f/ioo  des  ursprünglichen  Werthes  sinkt. 
Um  den  Werth  von  pt  auf  7*oo  lxx  erniedrigen,  muss  man  &u 
4  000  ocm  n/l0  HgNOz  990  ccm.  n/l0  KCl  setzen,  wenn  man  der 
Einfachheit  halber  die  Salze  als  völlig  dissociirt  annimmt.  Zu 
einer  weiteren  Erniedrigung  auf  Vioo  genügen  dann  schon  9.9 
ccm,  dann  0.099  ccm  KCl  etc.  Den  stärksten  Einfluss  auf  die 
Aenderung  der  Potentialdifferenz  übt  der  Zusatz  von  Chlorkalium 
in  dem  Augenblick,  in  welchem  der  letzte  Rest  des  Mercuro- 
nitrates  ausgefällt  wird.  Hier  steigt  die  Potentialdifferenz  sehr 
schnell  von  der  einer  wenn  auch  sehr  verdünnten  Nitratlösung 
auf  diejenige  der  Chlorürlösung  in  Chlorkalium.  Weiterer  Zu- 
satz von  Chlorkalium  bewirkt  alsdann  ein  verhältnissmässig 
langsames  Steigen  der  Potentialdifferenz,  welches  durch  die 
Gesetze  der  Massenwirkung  geregelt  ist.  Das  Product  der  Chlor- 
ionen und  Quecksilberionen  muss  bei  Gegenwart  von  über- 
schüssigem Quecksilberchlorür  constant  bleiben  und  somit  nimmt 
der  osmotische  Druck  der  Quecksilberionen  proportional  der 
wachsenden  Menge  der  Chlorionen  ab. 

Bringt  man  umgekehrt  in  einer  Rette  Quecksilber  —  Mer- 
curonitrat  —  Chlorkalium  —  Quecksilber  zu  der  Chlorkalium- 
lösung Quecksilbernitrat,  so  sinkt  die  anfängliche  hohe  Potential- 
differenz zuerst  langsam,  dann  immer  schneller,  fällt  im  Augen- 
blick der  völligen  Ausscheidung  des  Chlors  rapid,  um  dann 
allmählich  mit  stetig  abnehmender  Geschwindigkeit  nahezu  auf 
Null  zurückzugehen.  Die  plötzliche  Aenderung  der  Potentialdif- 
ferenz kann  man  benutzen,  um  den  Punkt  der  völligen  Ausfällung 
einer  Mercuronitratlösung  durch  Chlorkalium  und  umgekehrt 
mit  grosser  Schärfe  zu  erkennen. 

Zur  Ausführung  der  Titration  wurden  die  Lösungen  in  weite 
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Röhren  mit  am  Boden  eingeschmolzenem  Platindraht  gebracht  oder 
in  Becherglaser  mit  einem  verjüngten,  von  einem  Platindraht 
durchsetzten  Ansatz  am  Boden,  der  zur  Aufnahme  des  Queck- 
silbers diente.  Der  ausgebogene  Rand  der  Gefässe  gestattete,  die- 
selben an  einem  geeigneten  Gestell  aufzuhängen.  Die  Verbindung 
zwischen  den  Lösungen  wurde  durch  ein  ebenfalls  aufhängbares 
Näpfchen  und  zwei  Heber  hergestellt,  welche  n/10  Kaliumnitrat- 
lösung enthielten. 

Die  in  den  Quecksilberlösungen  befindlichen  Schenkel  der 
Heber  waren  durch  Bäuschchen  von  Filtrirpapier  verschlossen. 
Die  Platindrähte  vermittelten  die  Verbindung  der  Quecksilber- 
electroden  mit  dem  Electrometer.  In  dem  einen  Gefäss  befand  sich 
stets  n/ie  Mercuronitrat,  in  dem  anderen  die  zu  titrirende  Lösubg. 

Die  Werthe  von  u  sind  in  Bruchtheilen  der  Elemmspannung 
eines  Leclanchä-Elementes  ausgedrückt;  zur  Umwandlung  in 
Volts  sind  dieselben  mit  4.49  zu  multipliciren. 

Für  etwaige  anderweitige  Benutzung  der  Zahlen  sei  hier 
bemerkt ,  dass  sich  die  Concentration  der  Lösungen  nicht  genau 
berechnen  lässt ,  da  zu weileto  zum  Nachspülen  geringe  Mengen 
Wasser  hinzugebraoht  wurden. 

Bei  der  Titration  von  40  ccm  n/i0  KCl  mit  annähernd  auf 
n/i9  verdünntem  HgNOs  wurden  folgende  Zahlen  erhalten: 

n 


ccm  HgN03 

I 

II 

0.00 

0.293 

0.295 

5.00 

0.284 

7.50 

0.269 

0.267 

8.50 

0.262 

9.50 

0.242 

0.249 

9.80 

0.234 

9.90 

0.248 

40.00 

0.206 

0.224 

40.05 

0.472 

0.056 

40.40 

0.054 

40.45 

0.045 

40.20 

0.042 

40.30 

0.038 

• 

40.50 

0.033 

4  4.50 

0.022 

43.50 

0.045 
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Als  umgekehrt  40  ccm  Mercuronitratlösung  mit  n/l0  KCl 
litrirt  wurden,  fand  bei  Verbrauch  von  4  0  ccm  Chlorkalium  ein 
plötzliches  Steigen  der  Potentialdifferenz  von  0.05  auf  0.4  4  statt. 

Ebenso  wurden  4  0  ccm  n/10  Bromkalium  mit  Mercuro- 
nitrat  titrirt. 


ccm  Hg  N03 

n 

0.00 

0.388 

5.00 

0.384 

7.49 

0.373 

8.49 

0.360 

9.49 

0.334 

9.79 

0.348 

9.89 

0.306 

9.94 

0.299 

9.99 

0.267 

40.04 

0.067 

40.44 

0.050 

40.99 

0.026 

42.99 

0.048 

Der  Verlauf  der  Titration  wird  durch  die  Curven  auf  S.  94 
dargestellt.  Die  Abscissen  sind  ccm  IlgNO^  welche  zu  je  4  0  ccm 
KCl  und  KBr  hinzugesetzt  werden,  die  Coordinaten  die  Po- 
tentialdifferenzen in  Leclanchä-Einheiten. 

Unter  den  eingehaltenen  Versuchsbedingungen  bewirkt  ein 
Zusatz  von  0.05  ccm  des  Fällungsmittels  im  Augenblick  der 
völligen  Ausfüllung  bei  der  Titration  von  Chlorkalium  einen 
Sprung  der  Potentialdifferenz  von  0.4 — 0.4  5  Leclanch6-Einheiten; 
bei  der  Titration  von  Bromkalium  beträgt  der  Sprung  rund  0.2 
Einheiten.  Die  Resultate  sind  demnach  bei  Anwendung  von 
40  ccm  n/10  normaler  Lösungen  auf  Kl%%  des  Werthes  genau. 
Leider  kann  man  die  Versuchsfehler  nicht  durch  Anwendung 
grösserer  Flüssigkeitsvolumina  oder  feinerer  Büretten  verringern. 
Beträgt  das  Endvolum  wesentlich  mehr  als  etwa  30  ccm ,  so 
ruft  ein  Zusatz  von  0.05  ccm  keinen  deutlichen  Sprung  mehr 
hervor,  und  umgekehrt  darf  man  bei  einem  Maximalvolum  von 
30  ccm  die  Zusätze  nicht  viel  kleiner  als  0.05  ccm  machen. 
Man  wird  also  den  Fehler  von  '/,  %  des  Werthes  nur  dadurch 
verringern  können,  dass  man  aus  mehreren  Versuchen  das  Mittel 
zieht. 

Für  den  Zweck  der  Titration  ist  es  selbstverständlich  nicht 
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oo 


00 


nöthig,  die  Potentialdifferenzen  genau  zu  messen.  Wenn  man 
nach  Zusatz  eines  jeden  Tropfens  das  Electrometer  schliesst,  so 
beobachtet  man  jedesmal  eine  geringe  Verschiebung  des  Queck- 
silberfadens ;  durch  Gegenschaltung  einer  auf  etwa  710o  Leclanchä 
gleichen  Potentialdifferenz  vermittelst  des  Widerstandkstastens 
bringt  man  das  Electrometer  nahezu  auf  Null  zurück.   Der  End- 


Br°nikalhmii 


Chlorkalium. 


i  ■  ■  i 


— -   » 


8 


9 


10 


11 


12 


punkt  der  Reaction  wird  dann  durch  plötzliches  Fortschiessen 
des  Quecksilberfadens  angezeigt. 

Jodkalium  lösst  sich  mit  Mercuronitrat  nicht  scharf  titriren, 
da  sich  ein  wenn  auch  geringer  Theil  des  Quecksilberjodttrs  mit 
dem  überschüssigen  Jodkalium  zu  Kaliumquecksilberjodid  und 
Quecksiber  umsetzt.  Gebraucht  wurden  für  4  0  ccm  n/i0  KJ 
9.80—10.00  ccm  HgNOs;  anstattiO.05  (Titer  der  Lösung  gegen 
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Chlor-  und  Bromkalium),  um  einen  Sprung  der  Potentialdifferenz 
von  im  Mittel  0.35  auf  0.05  L.  zu  bewirken. 

Bessere  Resultate  erhält  man,  wenn  man  das  Jodkalium  zum 
Mercuronitrat  fliessen  lässt.  10  ccm  KJ  entsprachen  40.00  und 
10.10  HgNOz. 

Da  es  wünschenswerth  erschien,  das  Electrometer  fUr  eine 
bequeme  Bestimmungsmethode  der  Halogene  neben  einander  zu 
verwerthen,  die  Titration  des  Jodes  mit  Mercuronitrat  aber  keine 
günstigen  Resultate  lieferte,  so  wurde  der  Versuch  gemacht,  die 
Halogenmetalle  mit  Silbernitrat  unter  Anwendung  von  Silber- 
electroden  zu  titriren. 

Die  Lösungen  befanden  sich  bei  diesen  Versuchen  in  ge- 
wöhnlichen Bechergläsern ,  in  welche  Streifen  von  Silberblech 
als  Electroden  eintauchten.  Das  käufliche  reine  Silberblech  er- 
wies sich  als  geeignet,  zwei  in  n/l0  AgNOz  eingetauchte  Streifen 
zeigten  keine  messbare  Potentialdifferenz.  Das  eine  Becherglas 
enthielt  n/t0  AgNOs,  das  andere  die  zu  titrirende  Lösung.'  Die 
Verbindung  wurde  wieder  durch  Kaliumnitratlösung  vermittelt. 
40  ccm  n/I0  KCl  brauchten  4  0.00  ccm  AgNOs. 

Abfall  von  tc  yon  0.205  auf  0.125 
10  ccm  n/10  KBr  brauchten  9.97  ccm  AgNOy 

Abfall  von  iz  von  0.279  »  0.422 
10  ccm  n/10  KJ  brauchten   9.94  ccm  AgNOs.  / 

Abfall  von  it  von  0.310   /    0.125 

Umgekehrt  kann  man  auch  Silberlösungen  mit  Chlorkalium 
titriren,  und  zwar  dürfen  neben  dem  Silber  alle  Metalle  in  der 
Lösung  vorhanden  sein,  welche  durch  Silber  nicht  reducirt  wer- 
den und  keine  unlöslichen  Chlorverbindungen  geben.  In  8.02 
ccm  n/l0  AgNOz  wurde  0.1g  Bleinitrat  aufgelöst. 

ccm  */1Q  KCl  n 

7.87  0.085 

7.93  0.09 

7.97  0.095 

8.02  0.011 

8.05  0.155 

8.07  0.20 

Der  Verlauf  der  Titration  ist  deshalb  genauer  angeführt, 
weil  er  zeigt,  dass  bei  zu  kleinen  Zusätzen  des  Fällungsmittels 
statt  des  einen  grossen  Sprunges  zwei  kleinere  Sprünge  auf- 


Elbktrohbtrisghb  Analysb.  93 

treten.  Bei  Zusätzen  von  0.05  ccm  tritt  bei  der  Titration  ge- 
wohnlich ein  Sprung  von  ca.  0.42  auf  0.24  auf.  Zuweilen,  wenn 
auch  selten ,  treten  auch  bei  Zusätzen  von  je  0.05  ccm  zwei 
Sprunge,  etwa  von  0.4  0  auf  0.46  und  von  0.46  auf  0.23  auf, 
wie  sich  aus  der  Natur  des  Vorganges  von  selbst  erklärt.  In  sol- 
chen Fallen  nimmt  man  das  Mittel  aus  den  Zusätzen,  welche 
die  beiden  Sprünge  bewirkt  haben. 

In  dem  vorliegenden  Falle  würden  also  8.06  ccm  KCl  in 
Rechnung  zu  bringen  sein,  welche  0.0868  g  Ag  entsprechen, 
während  8.02  ccm  n/u  AgNOs  entsprechend  0.0864  g  Ag  an- 
gewendet waren. 

In  42  ccm  Wasser  wurden  0.55  g  Kupfervitriol  gelöst  und 
0.48  ccm  n/40  AgNOz  hinzugesetzt. 

Gebraucht  KCl  n 

0  ccm.  0.085 

0.04      »  0.095 

0.09      »  0.40 

0.43      »  0.445 

0.47      »  0.205 

Ag  gefunden  0.0048  anstatt  0.0049  g. 

Bhodankalium  lässt  sich  ebenfalls  mit  Silbernitrat  scharf 
titriren.  Von  einer  annähernd  '/to  normalen  Rhodankaliumlösung 
verbrauchten 

5  ccm    5.35  ccm  n/40  AgNO^       Sprung  von  0.225  auf  0.4  45 
40     »    40.65     »         »(=2X5.33)  »         »    0.23      »    0.425. 

Leider  lassen  sich  Chlor-,  Brom-  und  Jodkalium  nicht  ohne 
weiteres  durch  Titration  mit  Hilfe  des  Elektrometers  als  Indicator 
von  einander  trennen.  Die  Potentialdifferenz  von  Silber  in  n/iQ 
KJ  gegen  Silber  in  njifiAgNOl  beträgt  etwa  0.63  Leclanchä,  die 
von  Silber  in  n/10Ä\Br  etwa  0.44  L.;  der  Unterschied  ist  also 
ziemlich  beträchtlich.  Wenn  man  aber  zu  einer  Lösung  von 
Jodkalium  und  Bromkalium  wenig  Silbernitrat  setzt,  so  fällt 
gleich  von  vornherein  etwas  Bromsilber  mit,  welches  sich  mit 
dem  überschüssigen  Jodkalium  nur  langsam  umsetzt.  Am  Elek- 
trometer macht  sich  dieser  Zustand  durch  fortwährende  Schwan- 
kungen beim  Umrühren  der  Lösung  kenntlich,  deren  Ende  man 
natürlich,  wenn  es  sich  um  eine  Titration  handelt,  nicht  abwarten 
kann.  Dieselben  Umstände  machen  auch  eine  Trennung  von 
Brom-  und  Ghlorkalium  unmöglich. 
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Indessen  lässt  sieb  eine  scharfe  Trennung  des  Jods  von 
Brom  und  Chlor  ermöglichen,  wenn  man  in  ammoniakalischer 
Lösung  titrirt.  Da  das  Jodsilber  im  Gegensatz  zum  Chlor-  und 
Bromsilber  in  Ammoniak  fast  unlöslich  ist,  so  fallt  zunächst  nur 
Jodsilber  aus.  Am  Electrometer  beobachtet  man  Folgendes.  Die 
Potentialdifferenz  sinkt  bei  Zusatz  eines  jeden  Tropfens  der 
Silberlösung  um  etwa  0.04  L.  bis  ungefähr  0.49  L.;  dann  findet, 
gewöhnlich  in  zwei  Sprüngen,  ein  schneller  Abfall  auf  0.43 — 0.40 
statt.  Bei  weiterem  Zusatz  bleibt  die  Potentialdifferenz  fast  ganz 
constant,  da  nunmehr  die  Potentialdifferenz  des  Ammoniaks 
gegen  Silber  erreicht  ist.  Als  Endpunkt  der  Reaction  ist  das 
Mittel  der  beiden  Zusätze  anzunehmen,  welche  die  beiden 
Sprünge  veranlassen.  Säuert  man  nunmehr  mit  Salpetersäure 
an  und  titrirt  weiter,  so  sinkt  die  Potentialdifferenz,  ohne  dass 
bei  völliger  Ausfällung  des  Broms  ein  Sprung  beobachtet  wird, 
bis  auf  etwa  0.23  L.  Alsdann  zeigt  ein  weiterer  Sprung  auf  etwa 
0.45  L.  die  völlige  Ausfällung  alles  Halogens  an,  wie  folgendes 
Beispiel  zeigt. 


Angewendet 

5.00  cem  KJ 

4.98    »     KBr 

3.01)    »     KCl 

9.98  cem. 

Zugesetzt 

wurden  etwa  2  cem  verdünntes  Ammoniak 

cem  Äg  NOs 

n 

4.80 

0.545 

4.86 

0.505 

4.94 

0.465 

4.96 

0.425 

5.02 

0.425  ;  mit  Salpetersäure  ausgesäuert. 

9.80 

0.235 

9.86 

0.245 

9.94 

0.45 

Danach  wurden  gebraucht 

zur  Ausfällung  der  Jods  4.94  anstatt  5.00  cem 

»  j>  alles  Halogens  9.94       »       9.98     » 

Auf  diese  Thatsachen  lässt  sich  nun  eine  Methode  zur  Be- 
stimmung der  Halogene  neben  einander  gründen,  welche  für 
die  Ermittelung  des  Jods  und  des  Gesammthalogens  gute  Re- 
sultate giebt,  während  der  Einzelbestimmung  des  Broms  und 
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Chlors  die  Mängel  der  verwendeten  Differenzmethode  anhaften. 
Man  bestimmt  zu  diesem  Zwecke  die  Menge  des  Jods  und  des 
Gesammthalogens  durch  Titration,  sammelt  das  Halogensilber 
im  GoocH'schen  Tiegel  und  wägt.  Man  kennt  nunmehr  die  Menge 
des  Halogensilbers,  und  da  die  Menge  des  Jods  bekannt  ist,  auch 
die  des  Jodsilbers.  Die  Differenz  ergiebt  die  Summe  des  Chlor- 
und  Bromsilbers. 

Ausserdem  ist  durch  die  Titration  die  Menge  des  an  Jod 
und  die  Gesammtmenge  des  an  Halogen  gebundenen  Silbers 
bekannt.  Die  Differenz  giebt  das  an  Chlor  und  Brom  gebundene 
Silber. 

Aus  der  Summe  des  Chlor-  und  Bromsilbers  und  der  Menge 
des  darin  enthaltenen  Silbers  lässt  sich  aber  die  Menge  des 
Chlors  und  des  Broms  in  bekannter  Weise  berechnen. 

I.  Unter  Zusatz  von  2  ccm  verdünnten  Ammoniaks  wurden 
gemischt 

4.00  ccm  n/10  KJ 

3.02     »       »    KBr 

3.00     »       »    KCl 

4  0.02  ccm. 

Gebraucht  z.  Füllung  des  Gesammthalogens  9.98  ccm  n/i0  AgN03 
9  »      ))  »   Jods  4.02    j>  » 


Also        »      »         »    Chlors  und  Broms  5.96  ccm 

Gewogenes  Halogensilber  0.4909g 

AgJ  entspr.  4.02  cbcm  AgNOz    0.0938  » 


» 


Also  A g  Cl  +  A g Br    0.0974  g 
Darin  Ag  entspr.  5.96  ccm  AgNOz    0.0642  » 

Daraus  berechnet  KCl  =  0.0246  angewendet  0.0223 

KBr=  0.034  4  0.0359 

ÄTZ  =0.0666  0.0662 


0.4226                       0.4244 

In  Procenten  des 

angewendeten  Halogenalkali 

Gefunden                 Angewendet 

KCl 

49.77                    47.92 

KBr 

25.25                    28.85 

KJ 

53.53                    53.23 

98.55                  400.00 
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IL  Angewendet  unter  Zusatz  von  2  ccm  A7/3 

KJ    =  4 .04  ccm 
A'Är  =  2.98    » 
KCl  =  6.02    » 


4  0.04  ccm 


Gebraucht  zur  Fällung  des  Halogens     40.00  ccm  AgNOs 
»  »         »         9    Jods  4.02     »  » 

Also         »  »         » Chloru.  Brom  8.98     »  » 


Gewogenes  Halogensilber     0.4  666 
AgJ  entspr.  4 .02  ccm  AgNOz     0.0239 

AgCl  +  AgBr~~QAM1 
Darin  Ag  entspr.  8.98  ccm  AgNOs     0.0967 


Daraus  berechnet  Angewendet 

KCl         0.0434  0.0448 

KBr        0.0380  0.0354 

KJ  0.0469  0.0467 


0.0980  0.0969 

In  Procenten  des  angewendeten  Halogenalkali: 

Gefunden  Berechnet 
KCl         44.47  46.24 

KBr        39.48  36.58 

KJ  47.42  47.28 


404.07  400.00 


III.  Angewendet    KCl    =    0.52  ccm 

KBr    =    4.42     » 
KJ      =    8.54     » 


4  0.48  ccm 


Gebraucht  zur  Fällung  des  Halogens  40.47  ccm  AgN03 


»  d»»    Jods  8.58     d 


Also         »         »         »    Chlor  u.  Brom     4 .89  ccm 


» 


Gewogenes  Halogensilber    0.2342 
AgJ  entspr.  8.58  ccm  AgNOt     0.2009 


/ty  C/  +  AgBr     0.0333 
Darin  /lj  entspr.  4 .89  ccm  Ag NOz     0.0204 
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Daraus  berechnet 

Angewendet 

KCl  =  0.0036 

0.0038 

KBr  =  0.0242 

0.0212 

KJ     =0.1420 

0.1413 

0.4668  0.4663 

In  Procenten  des  angewendeten  Halogenalkali: 

Gefunden  Berechnet 
KCl       2.45  2.29 

KBr    42.74  42.75 

KJ      85.37    ~  84.96 


400.26  400.00 


Die  für  Jodkalium  gefundenen  Zahlen  stimmen  ganz  gut 
mit  den  berechneten  überein,  während  die  für  Chlor-  und  Brom- 
kai kim  erhaltenen  procentisch  berechnet  beträchtliche  Abwei- 
chungen aufweisen. 

Die  Fehler  erklären  sich  aus  der  Schwäche  der  Methode, 
dass  gerade  da,  wo  die  Bestimmung  des  Chlors  und  Broms  aus 
der  Menge  des  Halogensilbers  und  des  darin  vorhandenen  Silbers 
möglichst  genaue  Feststellung  dieser  Mengen  verlangt,  die  Fehler 
sämmtlicher  Bürettenablesungen  zu  den  Wägefehlern  hinzu- 
kommen. 

Leider  kann  man  diese  Fehler  nicht  durch  Anwendung 
grösserer  Mengen  der  Lösungen  verhältnissmässig  geringer 
machen,  wie  auf  S.  90  auseinandergesetzt  ist. 

Zur  Erzielung  genauerer  Resultate  bleibt  also  nur  übrig, 
das  Mittel  aus  mehreren  Bestimmungen  zu  nehmen.  Wenn  man 
zur  Bestimmung  des  Halogensilbers  den  Goocb' sehen  Tiegel  ver- 
wendet und  das  Halogensilber  mit  Alkohol  und  Aether  auswäscht, 
lassen  sich  bequem  drei  Analysen  in  eben  so  viel  Stunden  aus- 
führen. 

Die  Verwendung  des  Electrometers  als  Indicator  ist  natür- 
lich nicht  auf  die  angegebenen  Beispiele  beschränkt.  Zweifellos 
kann  man  auch  lösliche  Cyan-,  Rhodan-,  sowie  Ferro-  und  Ferrid- 
cyansalze  mit  Silbernitrat  titriren. 

Ebenso  werden  sich  auch  andere  Metalle  mit  Hülfe  geeig- 
neter Fällungsmittel  unter  Anwendung  von  Electroden  aus  dem- 
selben Metalle  bestimmen  lassen.  Es  muss  nur  beachtet  werden, 
dass  nicht  andere  Metalle  in  der  Lösung  vorhanden  sind,  welche 
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durch  das  Fallungsmittel  mit  niedergeschlagen  werden  oder  durch 
die  Electroden  reducirt  werden.  Geeignete  Electroden  von 
gleicher  Oberflächenbeschaffenheit  wird  man  sich,  worauf  mich 
Herr  Professor  Ostwald  aufmerksam  gemacht  hat,  durch  Be- 
nutzung der  Amalgame  der  betreffenden  Metalle  verschaffen 
können,  welche  dieselben  Potentialdifferenzen  wie  die  Metalle 
zeigen. 

Den  sämmtlichen  Indicatoren  gegenüber,  welche  den  End- 
punkt der  Reaction  durch  Farbenveränderung  anzeigen,  hat  das 
Electrometer  den  Vortheil,  dass  «eine  Verwendung  von  der  be- 
nutzten Lichtquelle  unabhängig  ist.  Man  ist  also  im  Stande  bei 
Lampenlicht  so  gut  wie  am  Tage  zu  titriren. 

Auch  in  den  immerhin  ziemlich  häufig  vorkommenden  Fällen 
mangelhaften  Unterscheidungsvermögens  für  Farben  kann  das 
Electrometer  als  zweckmässiger  Ersatz  für  andere  Indicatoren 
dienen. 

Leipzig,  30.  Januar  4893.  I.  chemisches  Laboratorium 

der  Universität. 
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SITZUNG  VOM  6.  FEBRUAR  1893. 

M.  Krause,  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen. 

In  einer  Note  vom  8.  Februar  4886  habe  ich  ein  neues 
Additionstheorem  zwischen  Thetafunctionen  einer  Veränderlichen 
mit  verschiedenen  Moduln  aufgestellt,  welches  als  Grundlage 
einer  Transformationstheorie  dienen  kann.  Eine  nähere  Aus- 
Führung  erhielt  dasselbe  in  einer  Arbeit  von  Möller  ').  Für  den 
Fall  zweier  Veränderlichen  ist  das  analoge  Additionstheorem 
nebst  zwei  weiteren  allgemeineren  in  einem  Aufsatze  entwickelt, 
der  sich  im  28.  Bande  der  Mathematischen  Annalen  befindet. 
Die  Additionstheoreme  beruhen  auf  der  Theorie  der  Thetafunc- 
tionen mit  rationalen  Charakteristiken.  Für  den  Fall  einer  Ver- 
änderlichen hat  diese  Theorie  u.  a.  Voss3)  in  einer  Arbeit  im 
GEUNERi^schen  Archiv  entwickelt,  für  den  Fall  zweier  Veränder- 
lichen befindet  sich  hierüber  eine  Arbeit  im  26.  Bande  der  Ma- 
thematischen Annalen. 

Für  den  Fall  zweier  Veränderlichen  sind  diese  Unter- 
suchungen in  meinem  Lehrbuch  über  die  Transformation  der 
byperelliptischen  Functionen  zusammengefasst  worden3). 

Im  Folgenden  sollen  nun  diese  Theorien  wieder  aufgenom- 
men und  weiter  fortgeführt  werden.  Zunächst  möge  ausein- 
andergesetzt werden,  inwiefern  die  neuen  Additionstheoreme 
als  Grundlage  einer  Transformationstheorie  dienen  können. 
Bleiben  wir  zunächst  bei  den  elliptischen  Functionen  stehen,  so 


4)  H.  Möller:  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen.  Rostock  4887. 

2)  Theorie  der  Thetafunctionen  ,  deren  Charakteristiken  gebrochene 
Zahlen  sind.  Greifswald  4  886. 

3)  Die  Transformation  der  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ord- 
nung. Leipzig  4886. 
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ist  die  Aufgabe  der  Transformationstheorie  ähnlich  wie  die  Auf- 
gabe der  Divisionstheorie  eine  doppelte.  Erstens  handelt  es  sich 
darum,  die  transformirten  Theta-  resp.  elliptischen  Functionen 
durch  die  ursprünglichen  auszudrücken  oder  umgekehrt,  zwei- 
tens aber  darum ,  die  Beziehungen  aufzudecken ,  die  zwischen 
den  mannigfachen  Constanten  bestehen,  die  in  den  Coefficienten 
auftreten. 

Handelt  es  sich  nur  darum,  die  transformirten  Functionen 
durch  die  ursprünglichen  darzustellen ,  gleichviel  welcher  Art 
die  Constanten  sind,  die  in  den  Coefficienten  auftreten,  so  tosen 
die  aufgestellten  Additionstheoreme  die  vorgelegte  Aufgabe.  In- 
dessen kann  dieselbe  mit  Rücksicht  auf  den  zweiten  Theil  dahin 
präcisirt  werden ,  dass  in  den  Coefficienten  nur  Constanten  auf- 
treten ,  die  zu  dem  vorgelegten  Transformationsgrade  gehören. 
Dann  lösen  die  Additionstheoreme  die  gestellte  Aufgabe  nicht 
ohne  weiteres,  vielmehr  müssen  hier  neue  Untersuchungen  ein- 
treten ,  die  als  specieller  Fall  der  Untersuchungen  des  zweiten 
Theiles  gelten  können.  Dieser  zweite  Theil  nun  muss  als  der  be- 
deutend schwierigere  bezeichnet  werden  und  ist  der  Gegenstand 
einer  überaus  grossen  Anzahl  werthvoller  Abhandlungen  und 
Werke  geworden.  Hierbei  können  drei  grosse  Richtungen  in  der 
Art  der  Untersuchung  unterschieden  werden.  Erstens  sind  die 
JACOBi'schen  Theorien  weiter  ausgebaut  worden,  indem  man 
an  Stelle  der  ursprünglichen  Moduln  und  Hultiplicatoren  an- 
dere Grössen  einführte,  die  zum  Theil  allgemeinere,  zum  Theil 
einfachere  Schlüsse  zulassen.  Die  ausgiebigste  Einsicht  in  das 
nach  dieser  Richtung  hin  Geleistete  giebt  das  Werk  von  H.  We- 
ber über  die  elliptischen  Functionen. 

Die  zweite  Form,  welche  die  Transformationstheorie  an- 
nahm ,  basirt  auf  der  Theorie  der  Hodulfunctionen  und  ist  vor 
Allem  von  H.  Klein  und  seinen  Schülern  ausgebildet  worden. 
Sie  trägt  einen  mehr  functionentheoretischen  Charakter.  Die 
vollständigste  Darstellung  der  hierher  gehörenden  Unter- 
suchungen befindet  sich  in  dem  Lehrbuche  von  Klein-Frickb 
Über  die  elliptischen  Hodulfunctionen. 

Die  dritte  Art  der  Anschauung  endlich  beruht  auf  zwei 
Arbeiten    von   Schröter1].      In    ihnen    werden    Beziehungen 

4)  De  aequationibus  modularibus.  Dissert.  4854.  Regiom.  —  lieber 
die  Entwickelung  der  Potenzen  der  elliptischen  Transcendenten  und  die 
Theilung  dieser  Functionen.   Breslau  4855. 


Zur  Transfomation  dbr  Tbbtafunctionbn.  101 

zwischen  unendlichen  Summen  dazu  gebraucht ,  um  Relationen 
zwischen  ursprünglichen  und  transformirten  Functionen  herzu- 
leiten, oder  kurz  gesagt,  es  werden  Additionstheoreme  aufge- 
stellt, die  zu  Thetarelationen  führen. 

Geht  man  nun  zu  dem  Falle  mehrerer  Veränderlichen  und 
zwar  zunächst  dem  von  zwei  Veränderlichen  über,  so  bleibt  die 
Problemdarstellung  dieselbe,  die  Untersuchungsmethoden  an 
sich  auch ,  indessen  haben  die  beiden  ersten  Methoden  bisher 
nur  wenige  Resultate  ergeben,  da  die  Untersuchungen  sich  un- 
gemein compliciren.  Unter  solchen  Umständen  liegt  es  nahe, 
das  Hauptgewicht  auf  die  ScHRÖTBu'sche  Anschauung  zu  legen 
und  nach  neuen  Grundlagen  zu  suchen ,  welche  einen  Ausbau 
derselben  ermöglichen. 

Hierzu  wollen  wir  zunächst  das  Transformationsproblem 
in  einer  anderen  und  allgemeineren  Weise  fassen  als  bisher.  Es 
soll  nicht  versucht  werden;  Transformationsgleichungen  im  Sinne 
von  Weber  oder  in  dem  von  mir  in  meinem  Lehrbuch  angege- 
benen aufzustellen ,  sondern  es  soll  nach  den  allgemeinsten  Be- 
ziehungen gesucht  werden ,  die  zwischen  den  Wurzeln  derselben 
bestehen.  Sind  derartige  Reziehungen  in  genügender  und  ein- 
facher Weise  gefunden,  so  können  sie  zum  Aufbau  von  Trans- 
formationsgleichungen dienen ,  indessen  ist  das  erst  ein  zweites 
Problem ,  welches  vor  dem  ersten  zurücktritt.  Welche  Trans- 
formationsgleichungen gewählt  werden  ist  völlig  gleichgültig. 
Als  einfachste  Grössen  bieten  sich  die  repräsentirenden  Theta- 
fanctionen  dar,  zumal  zwischen  ihnen  von  vornherein  eine  Reihe 
linearer  Beziehungen  bestehen.  Eine  nähere  Ausführung  dieses 
Gedankens  stösst  aber  auf  Schwierigkeiten.  Viel  einfacher  ge- 
stallen sich  die  Retrachtungen,  wenn  man  an  Stelle  der  reprä- 
sentirenden Thetafunctionen  gewisse  Thetafunctionen  mit  ratio- 
nalen Charakteristiken  einführt,  die  in  meinem  Lehrbuche  durch : 

bezeichnet  sind  und  mit  den  ersteren  durch  leicht  angebbare 
Beziehungen  verbunden  sind.  Sie  bilden  einen  speciellen  Fall 
der  allgemeinen  Thetafunctionen  mit  rationalen  Gharakteri- 
ken,  nämlich  denjenigen,  bei  welchem  die  Grössen  \ht  entwe- 
der ganze  oder  die  Hälfte  ganzer  Zahlen  sind.  Es  liegt  nahe,  die 
Betrachtungen  auf  die  allgemeinen  Thetafunctionen  auszudehnen 
—  es  ist  aber  davon  abgesehen ,  weil  dieselben  zu  den  reprä- 

8* 
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sentirenden  Thetafunctionen  in  keinem  einfachen  Verhältniss 
stehen.  Es  soll  das  auch  in  der  Folge  geschehen,  obgleich  jene 
Verallgemeinerung  an  sich  keinerlei  Schwierigkeit  bietet. 

Nach  diesen  Auseinandersetzungen  formuliren  wir  nun  das 
Transformationsproblem  folgendermassen: 

I.  Es  sollen  die  Grössen 

durch  die  ursprünglichen  Thetafunctionen  ausgedrückt  werden, 
oder  umgekehrt,  so  zwar,  dasä  die  Constanten  sich  aus  den  ur- 
sprünglichen und  den  transformirten  Functionen  von  möglichst 
einfachen  Gradzahlen  zusammensetzen  lassen. 

II.  Es  sollen  die  Beziehungen  aufgedeckt  werden ,  welche 
zwischen  den  ursprünglichen  und  transformirten  Thetafunctio- 
nen desselben  Grades  für  die  Nullwerthe  der  Argumente  be- 
stehen. 

Diese  beiden  Probleme  sollen  im  Folgenden  behandelt  wer- 
den und  es  soll  gezeigt  werden,  dass  beide  mit  Hilfe  der  aufge- 
stellten Additionstheoreme  gefördert  werden  können. 

In  Bezug  auf  den  ersten  Punkt  zeigt  es  sich,  dass  für  den 
Fall  einer  Transformation  von  Grade  n  =  2r  das  Problem  voll- 
kommen gelöst  werden  kann,  d.  h.  dass  in  den  fertigen  Formeln 
nur  die  Moduln  r  und  nr  vorkommen,  dass  für  den  Fall  anderer 
Transformationsgrade  wesentliche  Reductionen  stattfinden. 

In  Bezug  auf  den  zweiten  Punkt  ergiebt  sich  eine  grosse 
Mannigfaltigkeit  von  Additionstheoremen,  die  für  die  Nullwerthe 
der  Argumente  unmittelbar  Relationen  der  gesuchten  Art  er- 
geben. 

In  der  folgenden  Notiz  soll  nun  lediglich  der  Fall  a  =  5 
betrachtet  werden,  ferner  möge  ausdrücklich  hervorgehoben 
werden,  dass  es  nicht  beabsichtigt  ist,  die  ganze  Fülle  der  mög- 
lichen Beziehungen  in  systematischer  Weise  zu  entwickeln,  dass 
es  sich  vielmehr  lediglich  darum  handelt,  die  Bedeutung  der 
Additionstheoreme  an  einer  Reihe  von  Fällen  klar  zu  legen. 

%*■ 

Betrachtung  des  allgemeinen  Transformationsproblems '). 

Die  Functionen,  um  deren  Betrachtung  es  sich  handelt, 
lauten: 


4 )  In  Bezug  auf  den  ersten  Paragraphen  möge  auf  die  schon  cittrte 
Arbeit  von  Möller  verwiesen  werden. 
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eg*g*  =  e  »  r  =  ^»  2 . 

Wir  bezeichnen  dieselben  durch : 

oder  auch  durch : 

Das  Additionstheorem,  welches  die  Grundlage  der  folgenden 
Betrachtungen  bildet,  lautet: 

u>f(«)  =  a,4 .  v/0  +  oÄt.  V^H-  •  a„.  v4Wf 

wobei  die  Relationen  bestehen: 

i*i-**i*  + ******** -\ ™n-a«n*  =  w«> 

mc.aff.aft4+nii.a<v.aftv  +  --  wn-0*»a*n  =  °>  «§A, 

e  =  4,  2,  . . .  n;  fc  =  4,  2  ...  n  ; 

und  die  Congruenzen  stattfinden : 

j4(*)  =  a€l.mf  .540)  +  0;,.wrs,(^ a^n.  mn.54^modn^, 

jfW  =  a^,  .m4 . 5fC4)  + a€n.mn.s%(n)modn{. 

Die  Grössen  s  sind  willkürliche  ganze  Zahlen.  Die  Summe  ist 
nach  den  Grössen  g^e\  y,(*)  zu  nehmen.  Es  möge  von  vorn- 
herein bemerkt  werden ,  dass  im  Folgenden  die  Congruenzen 
nicht  weiter  discutirt  werden  sollen.  Es  kann  das  geschehen, 
da  dieselben  für  den  prinoipiellen  Theil  des  Problemes  von  kei- 
ner Bedeutung  sind.  Es  ist  nun  das  Additionstheorem  genügend, 
um  die  ursprünglichen  Thetafunctionen  durch  die  transformierten 
auszudrücken.  In  derThat,  wir  kommen  zu  dem  allgemeinen 
Transformationsproblem,  wenn  wir: 

m4  =  twf  = . . .  =s  mn  =  4 

setzen,  wenn  wir  ferner  annehmen,  dass  die  Zahlen  afk  den 
weiteren  Bedingungen  Genüge  leisten : 

Ö44  +  °4«+   '  '  •   a4?»  =  n> 

aei  +  ae%  +  •  •  •  aen  =  °»  «  >  4  • 
\)  Siehe  S.  234  meines  Werkes. 
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An  dem  angegebenen  Orte  ist  die  Auflösung  des  aufge- 
stellten Gleichungssystemes  gegeben  worden  und  zwar  in  fol- 
gender Weise: 

Ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  setzen  wir: 


aii  —  ai%  —  ...  ain  —  4  , 

au  =  n  —  4 ,  aM  =  ai3  — 

=  aw  —  —  *  f 

at\  =a4i  =  •••  am  =  °- 

• 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Bedingungsgleichungen,  mit 
deren  Hülfe  die  übrigen  Grössen  zu  bestimmen  sind,  dieselben 
sind,  wie  für  den  Fall  n  —  4 ,  so  dass  die  Bestimmung  damit  auf 
den  Fall  einer  geraden  Zahl  zurückgeführt  ist,  welche  kleiner 
ist,  als  die  ursprünglich  vorgelegte. 

Ist  dagegen  n  eine  gerade  Zahl  gleich  2  v,  so  setzen  wir : 

an  =  a\%  ==  •  •  •  ain  =  ^ » 

ati  =  aM  =  . . .  a%v  =  1 ,  Q>tv+{  =  ß,  j/+i  =  . . .  öin  ^       1  . 

Ueberdies  nehmen  wir  an,  dass  in  den  folgenden  v  —  4 
Horizontalreihen  die  v  ersten  Glieder  der  Null  gleich  sind,  wäh- 
rend die  v  anderen  mit  Hülfe  der  Bedingungsgleichungen  be- 
stimmt sind,  die  für  den  Fall  v  bestehen,  dass  endlich  in  den 
letzten  v  Horizontalreihen  die  v  letzten  Glieder  der  Null  gleich 
sind ,  während  die  übrigen  zu  dem  Falle  n  =  v  gehörig  ange- 
sehen werden  können. 

So  haben  wir  eine  Darstellung  der  ursprünglichen  Theta- 
functionen  durch  die  transformierten  erhalten.  Es  ist  dieses  nicht 
die  einzige.  In  meinem  Werke  S.  348  findet  sich  eine  zweite 
Darstellung,  bei  welcher  die  Coefficienten  auch  durch  Theta- 
functionen  mit  rationalen  Charakteristiken  dargestellt  sind  und 
die  eine  sehr  übersichtliche  Form  hat. 

Ueberdies  können  unsere  Gleichungssysteme  mannigfach 
aufgelöst  werden.  Eine  zweite  Methode,  die  mit  unserer  in 
engem  Zusammenhang  steht,  findet  sich  in  dem  jüngst  erschie- 
nenen Werke  der  H.  H.  Prym  und  Krazbr1)  und  zwar  in  dem 
ersten  Theil  desselben ,  welches  sich  mit  ähnlichen  allgemeiner 
gehaltenen  Untersuchungen  beschäftigt,  ohne  hierbei  mit  den 
Arbeiten  des  Verfassers  in  Beziehung  zu  treten.  Wir  können 
indessen  von  derselben  absehen,  weil  die  Moduln  bei  ihr  grösser 

4)  Neue  Grundlagen  einer  Theorie  der  allgemeinen  Thetafunctionen. 
Leipzig  4  892. 
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werden  als  bei  unserer  Methode  und  sie  weniger  die  aufgestell- 
ten Bedingungen  erfüllt  als  die  unsrige.  Aber  auch  die  letztere 
hat  ihren  Hauptwerth  darin,  dass  sie  allgemein  gültig  ist.  Es 
wird  daneben  versucht  werden  müssen ,  andere  Darstellungen 
zu  finden,  die  noch  einfachere  Moduln  ergeben.  Als  das  letzte 
Ziel  dieses  Theiles  bezeichnen  wir  es ,  ausser  den  Moduln  x  nur 
noch  die  Moduln  nx  zu  behalten.  Das  Problem  kann  nicht  immer 
gelöst  werden,  es  mögen  unter  solchen  Umständen  auch  noch 
die  Moduln  Vx  und  Vnx  zugelassen  werden.  Es  geschieht  das, 
weil  die  entsprechenden  Functionen  sich  nach  bekannten  Metho- 
den aus  den  Functionen  mit  dem  Modul  x  und  nx  darstellen  lassen. 

Es  zeigt  sich  nun  zunächst  die  völlige  Auflösbarkeit  des 
Problems  in  dem  Falle : 

In  der  That  nehmen  wir  zunächst  n  =  4,  so  können  wir  für 
die  Grössen  aek  das  Schema  wählen : 


4 
4   — 


4 
4   — 


nehmen  wir  n  =  8,  so  können  wir  das  Schema  wählen : 


4 
4 


—4 
—4 


Zu  gleicher  Zeit  liegt  hierin  das  allgemeine  Gesetz  enthalten. 
In  der  That,  bezeichnen  wir  ein  Schema,  welches  zu  der  Zahl 
2r~4  gehört,  kurz  durch  A ,  bilden  dann  ein  zweites  Schema  Au 
indem  wir  in  A  die  erste  Horizontalreihe  ungeändert  lassen,  da- 
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gegen  die  anderen  mit  dem  negativen  Zeichen  versehen  und  end- 
lich ein  drittes  Schema  A%%  indem  wir  die  erste  Horizontalreihe 
von  A  mit  dem  negativen  Zeichen  versehen,  die  anderen  da- 
gegen umgeändert  lassen ,  so  lautet  das  Schema  für  den  Trans- 
formationsgrad : 

n  =  2r 

A  AK 

A  A%. 

Wir  finden  also  den 

Lehrsatz.  Ist  der  Transformationsgrad  n  =  2r,  so  findet  die 
Formel  statt : 

n  &,  ((trfO,  s))  =  2  n»t  fo ,  9t]  ((w('\  »*)) 
wobei  für  : 

v/0  =  t>,(«)  =  •  •  •  v9W  =  vs 

die  Grössen  w  die  Werthe  annehmen : 

ws(i)  =  nvS)  w/ff)  =  0,  5  =  1,2;  a  =  2,3,  •.  n, 

und  die  Summe  in  bekannter  Weise  zu  nehmen  ist. 

Setzen  wir  in  der  speciellen  Formel  schliesslich  t>B  =  0  ,  so 
erhalten  wir  eine  Thetarelation  von  der  Art,  wie  sie  als  Ziel  des 
zweiten  Theiles  der  Transformationstheorie  bezeichnet  wurde. 

Die  Zahl  n  =  2r  möge  als  Repräsentant  derjenigen  Zahlen 
gelten,  bei  denen  es  möglich  ist,  ausser  dem  Modul  %  nur  den 
Modul  n  t  einzuführen. 

Es  mögen  nun  noch  einige  Fälle  behandelt  werden,  in  denen 
ausser  %  und  nr  noch  die  Moduln  2rr  und  2rnr  auftreten. 

Es  folgt  nun  aus  dem  allgemeinen  Satze  unmittelbar,  dass 
für  alle  Transformationsgrade  von  der  Form : 

n  =  2r+4 

die  oben  skizzirte  Darstellung  stets  möglich  sein  muss.  In  der 
That,  nehmen  wir  z.  B. 

n  =  9, 

so  erhalten  wir  das  Schema: 
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4  4* 

8  - 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

und  die  Moduln  9t,  72t,  8r,  8t,  8t,  8t,  8t,  8t. 

Genau  so  können  wir  allgemein  verfahren  und  finden  den 
Lehrsatz.  Für  alle  TransformcUionsgrade  von  der  Form  : 

n  =  2r+4 

reducirt  sich  die  Mannigfaltigkeit  der  Moduln  auf  die  vier  Mo- 
duln : 

t,  nr,  2rnT,  2rT. 

Es  sind  aber  noch  andere  Darstellungen  möglich ,  die  als 
einfacher  bezeichnet  werden  müssen.  In  der  That,  für  den  Grad 
n  =  9  z.  B.  können  wir  das  Schema  wählen: 


1 

4 

4 

1 

4 

8  - 

—  1 

4 

—4 

—  \ 

0 

—  4 

—  1 

—4 

—4 

0 

—  1 

—  1 

0 

0 

0 

0 

0 

—  4 

—  \ 

0 

0 

0 

0 

0 

— 4 

—  \ 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

4 

—4 

—4 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

—4 

—4 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

—4 

4 

—4 

Es  nehmen  also  die  Moduln  die  einfacheren  Werthe  an: 
9r,  72r,  8t,  4t,  4t,  4t,  4t,  4t,  4t. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Zahlen  fortschreiten,  ist  klar. 
Wir  können  den  folgenden 
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Lehrsatz  aussprechen:  Für  alle  Transformationsgrade  von 
der  Form : 

n  =  2r  +  4 

können  wir  für  die  Zahlen  n  die  folgenden  Werthe  wählen : 

«,=«'+ 4,  n%  =  V(V+l),  n,  =  r,  n4  =  n5  =  2'-\ 

?  =  2r  —  3.2r"*  +  2. 

Es  giebi  aber  noch  einfachere  Darstellungen.  Im  Falle  n  =  9 
z.  B.  können  wir  das  Schema  wählen : 


4 

I 

4 

4 

4 

4 

4 

1 

1 

8 

—4 

-1 

—  4 

—4 

—  4 

—  1 

—4 

—  4 

0 

4 

4 

4 

4 

—  4 

—4 

—4 

—4 

0 

1 

4 

—  4 

-4 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

—4 

—4 

0 

4 

—4 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

—  4 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

—4 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

—  4 

Es  ergeben  sich  also  die  Moduln : 

9t,  72t,  8t,  4t,  4t,  2t,  2t,  2t,  2t. 

Das  allgemeine  Gesetz  ist  klar  und  braucht  nicht  erst  hin- 
geschrieben ku  werden. 

An  die  Betrachtung  der  Zahlen  von  der  Form  2r  +  4 
schliesst  sich  naturgemttss  diejenige  der  Zahlen  von  der  Form 
2r  +  2.  Nach  der  allgemeinen  oben  angegebenen  Regel  kann 
dieser  Fall  unmittelbar  auf  den  Fall  2r~1  +  *  zurückgeführt 
werden  und  jeder  Darstellungsweise  der  ersteren  kann  eine  Dar- 
stellungsweise der  letzteren  zugeordnet  werden.  Wählen  wir 
die  erste  Darstellungsweise,  so  können  wir  den  folgenden 

Lehrsatz  aussprechen:  Für  alle  Transformationsgrade  von 
der  Form  n  =  2r  +  2  können  für  die  Zahlen  n  die  Zahlen  gewählt 
werden : 

n,  2r~*n,  21*-1. 
Nehmen  wir  z.  B.  n  =  6,  so  lautet  das  Schema: 
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4       4        1114 
4        I       4    _4   —4    _4 

2—4—1       0       0       0 
0       0       0       2—4—4 
0       4—4000 
0       0       0       0       1—4. 
Diese  Betrachtungen  mögen  einstweilen  genügen. 

§«• 

Betraehtnng  des  speciellen  Transformationsproblemes.  Ableitung  von 

Additirastheoremen  zwischen  Prodneten  von  ein  bis  vier  Factoren. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  speciellen  Transformationsproblem 
über,  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  herzustellen.  Bei 
diesen  Beziehungen  sind  also  die  Werthe  der  Argumente  w  ganz 
gleichgültig,  da  wir,  ohne  das  jedes  Mal  besonders  zu  bemerken, 
die  Formeln  nur  für  den  Fall  wirklich  brauchen ,  dass  die  Ar- 
gumente v  und  w  sämmtlich  der  Null  gleich  sind.  Wir  suchen 
nun  nach  Additionstheoremen,  bei  denen  ausser  dem  Modul  x 
nur  noch  der  Modul  nx  vorkommt.  Wir  wollen  daneben  aber 
auch  noch  die  Moduln  2r  und  Snr  zulassen,  da  die  entspre- 
chenden Tbqtafunctionen  sich  nach  leichten  Regeln  durch  die 
Thetafunotionen  mit  den  Moduln  x  und  nx  darstellen  lassen. 

Wir  wollen  nun  erstens  annehmen,  dass  die  Zahl  der  Fac- 
toren der  einzelnen  Producte  in  unserem  Additionstheorem  der 
Einheit  gleich  sei.   Dann  nimmt  dasselbe  die  Form  an  : 

#b  ((v> m  *))  =  -  #b  [&i  &]  ((*>,  nx)) . 

Wir  wollen  nun  m  =  1,  w  =  nv  setzen,  so  erhallen  wir 
die  Formel : 

oder  auch : 

(4)  M(v'»))=,s*,(^tH(nv,nT))- 

Es  ist  das  eine  der  wichtigsten  Formeln,  welche  Beziehungen 
zwischen  den  traneformirten  Thetafunctionen  und  den  Theta- 
funotionen mit  gebrochenen  Charakteristiken  herstellt ,  wie  sie 
in  der  Einleitung  angedeutet  worden  sind.  Setzen  wir  links  und 
rechts  an  Stelle  von  tu  ,  xlt ,  r„  resp. : 
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n         '  n         '  n  ' 

so  erhalten  wir  die  erste  Formel  auf  S.  246  meines  Werkes. 

Diese  Formel  möge  gewissermassen  als  Repräsentant  der- 
jenigen dienen,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  die  Zahl  der  Factoren 
in  den  einzelnen  Producten  gleich  \  setzen. 

Wir  nehmen  jetzt  zweitens  an,  dass  Producte  mit  zwei  Fac- 
toren vorgelegt  seien. 

In  diesem  Falle  haben  wir  unter  den  angegebenen  Be- 
schränkungen nach  Zahlen  zu  suchen ,  die  den  Gleichungen  Ge- 
nüge leisten :     . 

mx  •  a?4  +  m%  -  a*t  ==  n4 , 

mi  -  aJ«  +  m%  -  aU  =  n*  j 

während  die  Bedingung  besteht: 

ro4  •  al4  •  at4  +  mt  •  a41  •  alt  =  0. 

Wir  nehmen  erstens  an,  dass  ni4  =  mt  =  \  sei,  so  folgt : 

Hieraus  folgt,   dass  nur  nA  =  nt  =  n  möglich  ist,  während  zu 
gleicher  Zeit 


aM  =  i!rai4l     ait  =  zpau 

ist.    Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz.   Lüsst  eine  ganze  Zahl  n  sich  als  Summe  zweier 
Quadratzahlen  darstellen : 

n  =  a*  +  ß*, 

so  gehört  zu  dem  Schema : 

aß 

—  ß  a 
das  Additionstheorem: 

*A(vW,  *))  ■ -»A(vM,  *)) 

=  2*.foW,  ?t(0]  <(«,(•),  •«))*,&(•>,  «,,(«)]  («,(«),  m)) 

w,<0  =  a  •  v,(0  +  ß  •  «/*> 
»,<■>  =  —  ß  •  t>,0)  +  a  •  »/•). 

Wir  nehmen  nun  zweitens  an,  dass  m4  =  1 ,  »»,  =  2  sei,  so 
lauten  die  Bedingungsgleichungen : 
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Aus  ihnen  folgt: 

so  dass  also  n4  =  int  =  2  n  sein  muss.  Somit  erhalten  wir  den 
Lehrsatz.   Lässt  eine  ganze  Zahl  n  sich  in  die  Form  bringen  : 

n  =  2a*  +  /F, 

so  gehört  zu  dem  Schema  : 

2a   ß 

-ßa 
das  Additionstheorem : 

=  *.&.«>  <fc(l)]((">(l\  *»*))*.  tiM  9^}  ((*>(,),  »4 

ws^  =  2a-v8W  +  ß.vs(*\ 

to/O  =  —  /?  .  v,(0  +  «  •  y,(*)  . 

Wir  kommen  jetzt  zu  den  Producten  von  drei  Factoren. 
Nehmen  wir  an,  dass  die  Grössen  m  gleich  1  seien,  so  lauten  die 
Bedingungsgleichungen : 

afi  +  ael  +  <**!  =  n€  , 

at i  '  «*i  +  a*i  •  akt  +  a6t  '  ak*  =  °- 
Aas  den  drei  letzten  Gleichungen  folgt: 


wenn  gesetzt  ist  : 


a44  :  a41 :  a43  —  v<  .  v%  .  t,8 , 


(J4  =  a, ,  •  afJ  —  a„  -  o 


Hieraus  folgt: 


s«  > 


a\r  '  n*  '  ns  =  ni  '  <V 


Nehmen  wir  zunächst  an,  dass  die  Grössen  n  einander  gleich 
sind,  so  folgt: 


naJr  =  (V> 


d.  h.  n  muss  eine  Quadratzahl  sein. 
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Es  sei  nun  eine  Quadratzahl  vorgelegt ,  die  sich  als  Summe 
dreier  Quadrate  darstellen  lässt, 

n  =  al  +  ß*  +  y\ 

dann  wollen  wir  zusehen,  wann  wir  als  Schema  der  Grössen 
afk  das  Schema  wählen  können  : 

«  ß  Y 

ß  7  « 
y  cc  ß. 

Offenbar  lautet  die  einzige  Bedingung,  welche  noch  zu  erfül- 
len ist: 

Der  Gleichung  wird  Genüge  geleistet,  wenn  wir  setzen : 

/»  — -o  +  /f 

und  unter  /  irgend  einen  Theiler  von  a%  verstehen.    Unter  sol- 
chen Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz.    Ist  a  eine  beliebige  ganze  Zahl  und  l  ein  Theiler 
von  a1,  setzen  wir  ferner : 

so  gehört  zu  dem  Schema : 

.          a(a—  l) 
a,    —  a  +  /,    -^ '- 

a(a  —  l) 
—  a+l,    -^ — -,         a 

«—j-1,  «,     —a  +  l 

das  Additionstheorem: 

8M(v(e\  *))=2  ff  W>,  9PM(*>1'\  «*))  • 

Wir  nehmen  zweitens  an,  dass: 

mi  =  ma  =  4 ,  ms  =  n , 
dann  lauten  die  Bedingungsgleichungen : 
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ö*J  +  a«  +  tta*J=:n#, 

at*  '  aki  +  aet  •  ak%  +  ats  •  «äs  —  °  • 
Wir  wollen  nun  setzen : 

ni  =nf  =  2ns  =  2n 

und  annehmen,  dass  n  sich  als  Summe  zweier  Quadratzahlen 
a*  und  ß*  darstellen  lttsst.  Unter  diesen  Voraussetzungen  kön- 
nen wir  für  die  Grössen  afk  das  Schema  S  wählen : 

a       ß       4 

a       ß  —  4 

— /»       a       0 
und  erhalten  den 

Lehrsatz.   Lässt  n  sich  als  Summe  zweier  Quadratzahlen 
schreiben : 

n  =  a*  +  ß* , 

5o  gehört  zu  dem  Schema  S  das  Additionstheorem : 

n4  =  wf  =  2  flj  =  2  n  . 

Wir  nehmen  jetzt  den  Fall  von  vier  Factoren  und   zwar 
möge  zunächst  wieder  angenommen  werden,  dass : 

fw,  =  m%  =  m,  =  w4  =  4 ,     dagegen 

Hj  =  nt  =  n3  =  n4  =  n     sei. 

Dann  lauten  die  Bedingungsgleichungen : 

at\  +  aÄ  +  a«  +  a*4  =  H  i 
«*«   '  aki  +  ö*l  *  ak%  +  ««  '  ö*3  +  aU  '  ÖÄ4  =  0  ' 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  n  sich  als  Summe  der  vier  Quadrat- 
zahlen a*,  /?*,  y*,  d*  darstellen  lässt,  so  können  wir  an  Stelle  der 
Grossen  aik  die  Grössen  wählen : 

a      ß  y      d 

ß  — a  d  —y 

y  — (J  — a       ß 

ö       y  — ß  — a  . 

Wir  wollen  das  Schema  kurz  durch  S,  bezeichnen,  so  er- 
halten wir  den 
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Lehrsatz.  Lässt  eine  ganze  Zahl  n  sich  in  die  Form  bringen: 

n  =  a*  +  ß*  +  f  +  <J* 

—  eine  Annahme,  die  immer  möglich  ist  —  so  gehört  zu  dem 
Schema  SA  das  Additionstheorem: 

Zweitens  wollen  wir  annehmen,  dass: 

m%  =  mt  =  \  ,  ms  =  m4  =  2  sei , 
dann  werden  die  Bedingungsgleichungen: 

aA  +  aA  +  2^3  +  2 aA  =  ne  > 
aH  '  aki  +  at% '  ak%  +  2of,  •  ofc,  +  iaSA  •  aÄ4  =  0. 
Hieraus  folgt,  dass  wenn  wir: 

2n4  =  2nt  =  in  =  n3  =  n4 

setzen,  dass  wir  dann  berechtigt  sind,  für  die  Grossen  aek  das 
Schema  Ss  zu  wählen  : 

a        ß        y        d 

p     _  a         d     —  y 

2y  —2<I     — a         /* 

2<J      2y     —  /?     —  a. 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz.  Z,öss£  eme  ganze  Zahl  n  sich  in  die  Form  bringen: 

n  =  a*  +  ß*  +  Zy*  +  id* 
so  gehört  zu  dem  Schema  St  das  Additionstheorem: 

n  *.((««,  «4»)) = 2  n  »*  \9i{t),  <fc(f)]  (M'>,  •«*)) , 

7n4  =  mt  =  \  j  ms  =  wi4  =  2 , 
2 n4  =  int  =  2  n  =  n8  =  n4 . 
Endlich  drittens  wollen  wir  annehmen,  dass : 
m{  =  m%  =  TWj  =  4  ,    jw4  =  n 
sei,  dann  werden  die  Bedingungsgleichungen: 

aA  +  aA  +  a£  +  nau  =  n*  i 
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Aach  hier  sind  Lösungen  zu  finden.    Nehmen  wir  an,  dass  wie 
in  einem  früheren  Falle  n  die  Form  hat: 

n  =  a«  +  /S*  +  y*, 
wobei  wie  früher  /?=  —  «  +  /,   y  =— — — i  ist. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  können  wir  setzen: 

n4  =  nf  =  in  =  ns  =  n4 
and  erhalten  für  die  Grössen  aek  das  Schema  S, : 

a      ß      y       4 
a       /*      y  —  < 
/?      y      a       0 
y       a       ß      0. 
Es  ergiebt  sich  also  der 

Lehrsatz.    Wenn  eine  ganze  Zahl  n  sich  in  die  Form  bringen 
litsst: 


n  =  (i-«  +  ^-). 


so  gehurt  zu  dem  Schema  S,  das  Additionstheorem : 

S  *.  <Kf >,  »»,  *))=2  8  ^  fo«,  <?.(°]  <(«<«\  »«*)), 

«=i  «=i 

« 

m4  =  m%  ^w3  =  4  ,   mA  =  n  , 
n4  =  nt  =  2  n  =  2  ns  =  2  n4 . 

§3. 

Betrachtung  des  speciellen  Transformationgprohlemes.  Ableitung  von 
Additionstheoremen  zwischen  Prodacten  allgemeiner  Art 

In  ähnlicher  Weise ,  wie  im  vorigen  Paragraphen ,  könnten 
wir  weiter  gehen,  indessen  ziehen  wir  es  vor,  hier  abzubrechen 
und  sogleich  einige  allgemeinere  Relationen  aus  der  Fülle  der 
möglichen  herausgreifen.  Aehnlich  wie  es  in  der  Theorie  der 
Potenzsummen  zunächst  darauf  ankommt,  diejenigen  Potenz- 
sammen : 

zu  bestimmen,  bei  denen  r  kleiner  ist,  als  der  Grad  der  ent- 

Mftth.-phys.  Classe.  1803.  9 
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sprechenden  Gleichupg,  ahnlich  werden  wir  auch  hier  unser 
Augenmerk  in  erster  Linie  auf  solche  Additionstheoreme  richten, 
bei  denen  die  Zahl  der  Factoren  kleiner  als  der  Grad  der  ent- 
sprechenden Transformationsgleichung  ist. 

Zunächst  folgt  unmittelbar,  dass,  wenn  n  eine  Quadratzahl 
ist,  sich  für  den  Transformationsgrad 

2r-n 

Additionstheoreme  zwischen  Producten  von  2r  Factoren  bilden 
lassen,  so  zwar,  dass  die  Beziehungen  stattfinden : 

tw4  =  mt  =  •    •  \  , 

w4  =  nt  =  •  •  •  %r  •  n  . 

Wir  wollen  zweitens  zu  dem  Schema  zurückkehren,  wel- 
ches wir  im  ersten  Paragraphen  für  den  Transformationsgrad  2r 
gefunden  haben  und  uns  in  demselben  ein  Mal  an  Stelle  von 
d=  4  stets  zba,  ein  ander  Mal  stes  ±b  gesetzt  denken.  Die  bei- 
den auf  diesem  Wege  entstehenden  Schemata  wollen  wir  durch 
A  und  B  bezeichnen.  Aus  A  leiten  wir  ein  zweites  Schema  At 
her,  indem  wir  die  erste  Horizontalreihe  mit  dem  negativen  Zei- 
chen versehen,  die  übrigen  ungeändert  lassen,  aus  B  leiten  wir 
ein  zweites  Schema  Bi  her,  indem  wir  alle  Horizontalreihen  mit 
Ausnahme  der  ersten  mit  einem  negativen  Zeichen  versehen  und 
bilden  das  Schema : 

A      Bk 

B      AK  . 

Für  dasselbe  bestehen  die  einzelnen  Producte  aus  2r+l 
Factoren,  während  der  Transformationsgrad  gleich 

2r  (a*  +  b*) 

ist.    Wir  erhalten  also  den 

Lehrsatz.  Lässt  sich  der  Transformationsgi%ad  in  die  Form 
bringen : 

n  =  2r(af +  6»), 

so  giebt  es  Addüionstheoreme  zwischeti  Producten  von  2r-M  Facto- 
ren, bei  denen  auf  der  linken  Seite  stets  der  Modul  tf  rechts  dage- 
gen stets  der  Modul  nt  steht. 

Es  sei  ferner  möglich  für  einen  Transformationsgrad  n 
Additionstheoreme  zwischen  Producten  von  r  Factoren  zu  bil- 
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den,  bei  welchen  links  stets  der  Modul  t,  rechts  stets  der  Modul 
iiT  steht.  Die  entsprechenden  Zahlen  seien  die  Zahlen  aek. 
Offenbar  können  wir  dann  für  denselben  Transformationsgrad 
Additionstheoreme  zwischen  Producten  von  r  +  4  Factoren 
bilden,  bei  welchen  die  Zahlen  m  und  n  die  Werthe  haben  : 

m4  =  •  •  •  •  mr  =  4 ,  mr  + 1  =  n 

nt  =nt  =  in,  n^=^n^>  •  •  =  nr  +  {  =  n  . 

Die  Additionstheoreme  entsprechen  dem  Schema : 


«41    rt4t    ' 

•    aKT 

4 

°44   a41    ' 

•  a*r 

— 4 

m 

•       • 

0 

ari  «„  • 

'  arr 

0 

Ferner  möge  es  gelungen  sein  für  einen  Transformations- 
grad n  zwei  Additionstheoreme  herzustellen,  bei  denen  die  Zah- 
len m  stets  4 ,  die  Zahlen  n  stets  gleich  n  seien.  Bei  dem  ersten 
möge  die  Zahl  der  Factoren,  aus  welchen  die  einzelnen  Producte 
bestehen,  gleich  r  sein,  bei  dem  zweiten  gleich  s.  Wir  wollen 
uns  diese  beiden  Additionstheoreme  durch  die  Zahlen  afk  und 
bfk  repräsentiert  denken.  Unter  diesen  Voraussetzungen  giebt  es 
fdr  denselben  Grad  ein  drittes  Additionstheorem,  bei  welchem 
die  einzelnen  Producte  aus  r  +  s  Factoren  bestehen ,  bei  wel- 
chem die  Zahlen  m  gleich  4  sind,  die  Zahlen  n  dagegen  die 
Werthe  besitzen: 

»4  =  n%  =  2  n ,  ns  =  n%  •  •  •  =.  n  . 

Dasselbe  gehört  zu  dem  Schema: 


a 


44 


-   a 


44 


a 


«i 


0  • 


0  • 


a 


\r       "44 
0  • 


a 


«r 


a 
0 


rr 


0". 
b 


0 


«4 


f*4 


0 
0 


9* 
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Es  kann  dieses  Resultat  insofern  verallgemeinert  werden,  als  die 
Bedingung  fallen  gelassen  werden  kann ,  dass  die  Moduln  rechts 
alle  von  einander  verschieden  sind. 

Wir  nehmen  endlich  an,  dass  ein  Schema  von  rf  Zahlen  cik:  C 
und  ein  Schema  von  r*  Zahlen  d^:  D  vorgelegt  sei,  welche  den 
Bedingungen  Genüge  leisten : 

c*?  +  CA  +  •  *  •  cer  =  n  , 

de*  +  dÄ-\ — <y  =  ™> 

cei  '  dki  +  c«  •  dkt  H cer  '  dkr  =  °  > 

e=<,  2,  •     •  r,  Ä=4,  2,  -  -  •  r,  Z^c,  /=<,  2,  •  •  •  r, 
dann  gehört  zu  dem  Schema  von  /*  Grossen : 

C      D      0       0  •  •     •     0 
0       C      D      0  •••     0 

0       0       C      D  •..     0 

•   •  •  • 

0       0       0  ......  C      D 

D      0       0 C 

ein  Additionstheorem ,  bei  welchem  die  einzelnen  Factoren  aus 
/  *  k  Factoren  bestehen ,  die  Zahlen  m  =  4 ,  die  Zahlen  n  gleich 
n  +  m  sind. 

Ein  specielles  Beispiel  für  diesen  Satz  befindet  sich  S.  45 
in  dem  citirten  Werke  der  H.  H.  Prym  und  Krazer.  Dasselbe 
bezieht  sich  auf  Quadratzahlen  n*  und  hat  ferner  die  Eigenschaft, 
dass  die  Zahl  der. Factoren  gleich  ro  •  n*  d.  h.  gleich  einem  Mul- 
tiplum  von  n*  ist.  Ein  allgemeineres  Beispiel  erhalten  wir,  wenn 
der  Transformationsgrad  n  sich  als  Summe  zweier  Quadratzahlen 
darstellen  lässt, 

n  =  a%  +  ß* . 

In  diesem  Falle  können  wir  setzen : 

aß     .  —ß      et 

und  erhalten  mit  ihrer  Hülfe  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Addi- 
tionstheoremen, die  wir  als  zu  dem  Grade  in  gehörig  ansehen 
können. 

Wir  greifen  die  beiden  Schemata  heraus : 
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a 

ß 

ß  - 

-a 

a 

ß  - 

-ß 

a 

ß  - 

-a 

a 

ß 

-ß 

und: 

et 

a 

ß 

«    ß 

0 

0 

ß 

— a 

a       ß 

0 

0 

-ß 

a 

0       0 

ß 

— a 

a 

ß 

0       0 

-ß 

a 

a 

ß 

ß  -a 

a 

ß 

0 

0 

-ß      a 

a 

ß 

0 

0. 

Wir  können  somit  den 

Lehrsatx  aussprechen:    Lässt  eine  ganze  Zahl  sich  in  die 
Form  bringen : 

so  können  unendlich  viele  dazu  gehörende  Additionstheoreme  auf- 
gestellt werden ,  bei  denen  die  Zahl  der  Factoren  der  einzelnen 
Producte  gleich  2r  ist,  bei  denen  ferner  die  Zahlen  m  gleich  4,  die 
Zahlen  n  gleich  n  sind. 


P.  Hausdorff,  Zur  Theorie  der  astronomischen  Strahlen- 
brechung. II. 

Im  Anschluss  an  eine  frühere  Veröffentlichung  (diese  Be- 
richte 4894,  p.  484)  folgen  hier  noch  einige  Entwickelangen,  die 
den  Spielraum  interpolatorischer  Formen  für  denRefractionsaus- 
druck  besser  übersehen  lassen;  eine  erschöpfende  mathematische 
Analyse,  die  für  den  astronomischen  wie  für  den  meteorolo- 
gischen Zweck  überflüssig  ist,  soll  damit  nicht  angestrebt  sein. 
Was  den  letzteren  anlangt,  so  genügt  das  im  letzten  Paragraphen 
zu  besprechende  Verfahren,  um  die  Brauchbarkeit  der  Refraction 
zur  Herleitung  der  Lufttemperaturen  zu  beurtheilen ;  eine  wirk- 
liche Anwendung  würde  erst  dann  am  Platze  sein ,  wenn  wir 
über  ein  ad  hoc  gesammeltes  Material,  d.  h.  über  genaue  Re- 
fractionsbeobachtungen  in  der  Nähe  des  Horizontes,  zu  verfügen 
hätten.  Aus  demselben  Grunde  ist  die  wahre  Refraction  un- 
berücksichtigt geblieben;  Herr  Bruns  hat  sich  s.  Z.  durch  Ver- 
suche mit  der  Partialbruchformel  davon  überzeugt,  dass  der 
Anschluss  im  ganzen  Umfange  der  gewöhnlichen  Refractions- 
tafeln  befriedigend  ausfällt.  —  Gitate  mit  einfacher  Seiten-  oder 
Formelangabe  beziehen  sich  auf  meine  Arbeit;  die  Abhandlung 
des  Herrn  Bruns  soll ,  wie  bisher,  mit  (//  B)  bezeichnet  werden. 

40. 

Die  Analogie  zwischen  den  in  §  6  entwickelten  beiden 
Typen  der  Potenzenformel,  die  aus  dem  Refractionsintegrai  durch 
die  resp.  Substitutionen 
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and 


~  d  log  v  ~4  a~w  \vj 


hervorgehen,  lässt  sich  etwas  weiter  treiben  als  dort  geschehen, 
so  dass  schliesslich  alles  auf  eine  Variablen  vertauschung  hinaus- 
kommt, die  jeder  Befraction  eine  andere,  gleichberechtigte,  zu- 
ordnet Der  Kürze  halber  bezeichnen  wir  die  dem  ersten  Aus- 
druck entsprechende  Refraction  als  die  positive,  die  dem  zweiten 
entsprechende  als  die  negative  Potenzenformel  (also  mit  Rücksicht 
auf  den  Index  der  Goefficienten  a) ,  oder  auch ,  aus  Gründen, 
die  im  Verlauf  der  Entwicklung  ersichtlich  werden ,  die  erste 
als  die  Tangentenrefraction,  die  zweite  als  die  Secantenrefraction. 

Im  Folgenden  ist,  mit  theilweise  neuer  Bezeichnung,  die 
Darstellung  der  Secantenrefraction  genau  parallel  zu  der  der 
Tangentenrefraction  (p.  527  sq.,  534  sqq.)  durchgeführt,  also 
sowohl  aus  dem  bestimmten  Integral,  als  auch  aus  der  partiellen 
Differentialgleichung. 

Wir  setzen 

*o  —  *i  =  n  » 

cotg  #4  —  cotg  #0  =  a  tg  <p  cosec  #0  , 

woraus  folgt: 

sin  rj  =  a  sin  <p  sin  #0  , 

4  —  8  cos  q  cos  q>  +  cos  (/)*  =  a*  sin  tp%  , 

(45)  (j  =  tgY,     tgw  =  tg</>sec#0  . 

Mit 

cotg  #  =  cotg  #0  +  t  (cotg  #4  —  cotg  #0) 

wird  dann  (w  >  0) 


ß_,w  =  sin  rj  sec  tpjdt  [4  +  Ug  ip%  —  /  (1  —  /)  a*  tg  y*]n" 


sin  9  ff  n(ß)  n(7)n(n  - 1  -  ß-r) [     j  a   ^  "[P^y> P] 

_sin^  yTJT(n^4)n(a)  ß    ß  tgy«"+' 

~sin(p^  JZ(n-4  -a)1        )Q     JI(a  -  ß)II(a  +  ß  +  4)  ' 
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Setzt  man  nunmehr 


m 


r     p  p 

so  wird 

__vn(n-on(«)  (-<)/» 

Zur  Auflösung  nach  den  a  fahren  wir  ein 

(46)      JI(2a  +  4)Wl=2r(*/*+<)/v?*,§jj|^; 
dann  wird 

2(n-*)«  «-,»  =  (-  «)"  g(j^  4)  W,  cotg y"-"  , 

Die  Abkürzung  (m)n  bedeutet  wieder  den  Binomialcoefficienten 

n(m) 

n(n)  JI(m  —  n)  ' 

dass  der  Buchstabe  a  auch  als  Summationsindex  vorkommt,  wird 
nicht  stören. 

Die  partielle  Differentialgleichung  der  Refraction  nimmt  mit 

R  =  S  sin  #0  ,      /  =  log  tg  q> 
die  Gestalt  an 

°       ö  log  seo  #0  o  logy0  ö  d  log  v0 

Hierin  ist  die  Substitution 

auszuführen,  und  aus  dem  identischen  Bestehen  der  daraus  fol- 
genden Formel 
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für  alle  Werihe  von  a  sind  die  Constanten  f%ß+i  und  t  passend 
als  Functionen  von  v0  zu  bestimmen.  Aus  (47)  folgen  durch  die 
Substitutionen 

a)    a  =  1  ,        b)    a  =  i ,        c)    a  =  0 

die  speciellen  Relationen 

(47a)  ^(M  +  <)/^  +  **;ngg-0, 

(Wb)  ^(2/>  +  4)  (-  \)ßftß„  (cosec^  +  j^-J  =  0  , 

(47  c)  Zdlogti0  =  d{fAtg(p). 

Aas  (47  b)  ergiebt  sich  durch  Integration  der  Differentialgleichung 
Art 

oos<p  =  cy0  , 

und  damit  geht  (47)  in  die  einfachere  Identität 

(1 + o*)2Z(tß+*  )fxß„  otf+tg  y«(4  -  *)2*ß  (^  -  ^ö) 

^dlogi>0 
über,  die  sich  mit 

A/?+i  =  fy+i  <*»  0>  >     ä  =  log  sin  qp 
auch  so  schreiben  lttsst: 

ß  (t  as 

+  2tg.asecg>^^=0  . 
^^       ^  rflogy0 

Das  durch  Trennung  der  Potenzen  von  a  entstehende  System 
gewohnlicher  Differentialgleichungen 

(^+<)/,^+(2/*-1)^-1=%^-^,/*=<,2,3,.. 
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l&sst  sich  mit  den  Integrationsconstanten  h%a+{  in  folgenden 
beiden  äquivalenten  Formen  integriren : 

a 

Wird  nunmehr  *>0  mit  ?  vertauscht,  so  erhalten  wir 

v 

COS  y  =  cy  =  -  COS  W  , 
a 

und  nach  (47  a) 


d  loa  «i       ^-f ._   %       . ,  „ 

^r  JI(aa+1). 

=-^ 008*      JT(«)«      *»«+« 8m* 


d  log  u        sin  z  y  ^-r  ,_  ,       . .  .  ^   ,  . 


oder  mit  Wiedereinführung  der  Anfangswerthe  /,^+4  der  ft^ 
-t0¥  rfjogM  =  sin  ix 

fy(y)  ist  wieder  die  /Jte  Kugelfunction  ihres  Arguments.    Etwas 
übersichtlicher  können  wir  schreiben 

ß 
=  -2*9>^  =  *cotgr/,-^  =  Ptgg>  , 

p_      y^dlog^ 
*>*  dlogv 

Nun  war  (das  Integral  vom  Beobachter  nach  der  Grenze 
der  Atmosphäre  genommen) 


R  =  -Vn^tfdl0jJi, 
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J*  =  v*  —  v\ sin d\  =  v\{s  +  C08*J)  , 
(2a^:v,tgy)1  =  1  -iya*  +  a*; 
2  cotgqoff  dlog/ti 


7  Vi  —  gyat  +  a* 

+  1 

=  Sin  jjdy  J^  ?^±i  /^  P^ (y)  Pa  (y)  *'« 


+  1 

=  sin^/^+4a^\ 

d.  h.  die  versuchsweise  angesetzte  Form  von  R  wird  aus  dem 
bestimmten  Integral  reproducirt,  wenn  als  untere  Grenze  von  y 

y,  =  - 1 . 

also  c=  \  :vQ  angenommen  wird.  Wird  endlich  die  Gleichung 
(47  c)  richtig  integrirt,  so  entspricht  dem  System  (38)  folgendes 
System  von  Relationen : 

v0  sec  rp  =  v  sec  %  =  vK  , 

49     J  tgw  =  tg</>sec#0,     tgß  =  tgxsec#, 

log/i  =iF,tgz, 

«0  =  StD  *^  ft(i+%  tg  -^-  , 

Ä=sin^^Fi/?+itg^- 

/» 

Die  Constanten  f,  g7  h}  m  entsprechen  den  Constanten  a,  6,  c,  / 
der  Tangentenrefraction. 

Für  die  Horizontalrefraction  (H)  in  der  Höhe  v  erhalt  man 

(«)  =^  F«^« 


-S^**.~w+«)' 


oosy 
sin  %  =  sin  qp  cos  F  . 


126  F.  Hausdorff, 

An  den  Grenzen  der  Atmosphäre  wird 

-c«»v!.inv(^)|-2,(S/>+l)(-^/'v»„=F. 

Der  Ausdruck  F  spielt  bei  Anschlussversuchen  dieselbe 
Rolle  wie  der  entsprechende  Ausdruck  A  bei  der  Tangenten- 
refraction  (p.  543) ;  in  der  That  wird  mit 

_7/-,(4-e«-a*)-^(4  +  e*  +  a*)  +  ..., 

woraus  die  behauptete  Analogie  hervorgeht.  Also  auch  hier  wird 
man  eventuell  die  Anzahl  der  Parameter  durch  die  Zwangs- 
bedingung F=  0  um  einen  erniedrigen  können. 

Für  log  (i  gilt  von  der  Stelle  v  =  v0  aus  die  Entwicklung 

log^-iog,*^-  «r  £|£±ü  9ttt+i  cotg^-  ^ , 

worin  wieder  die  Verbindungen  jlft+i  &eT  ftß+i  auftreten,  die 
auch  als  Entwicklungscoeffioienten  in  R  selbst  eine  Rolle 
spielen1).    Mit 

q  =  cotg  9)  cos  #0 
nämlich  wird 

R  =  sin  JjgV,,«.,  (Vr+Y  -  ?)f^4  t 
also  der  in  Bezug  auf  q  ungerade  Theil  von  R 


4)  Bis  auf  Factoren  stimmen  die  gta+l  mit  den  Coefficienten  übereio, 
die  p.  580  mit  Ba  bezeichnet  wurden. 
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setzt  man  also 

Ä  =  sin^0V(— 1)«AT«cos^0",        so  wird 
(50)       l  « 

Den  Coefficienten  &,a+1  und#f  a+1  am  Beobachtungsorte  stehen 
die  Goeffioienten  /scr+4  undwia+l  (oder  cta+{  und  ^la+l)  an  der 
Grenze  der  Atmosphäre  gegenüber;  auch  diese  letzteren  sind 
Entwicklungscoefficienten  in  der  Refractionsformel  selbst  und 
zwar  nach  der  Variablen  &{ .  Wegen 

sini//  =  tg  q>  tg  #4  , 

sin  ü)  =  sin  9p  sec  #4 
wird  nämlich 

*  =  tgy  =  p'  —  Vp'f  —  *  ,    p'  =  cotgqp  ootg#4  , 

o  =  tg  —  =  (f  —  V  gr'*  —  4  ,     g'  =  cosec  qp  cos  #4  , 

womit  man  als  die  in  Bezug  auf  p'  und  q'  ungeraden  Theile  der 
Tangenten-  resp.  Secantenrefraction  die  Ausdrücke 

and 


ta+i 


erhalt.  Da  die  c  und  h  absolute  Gonstanten  und  #4  der  Ein- 
fallswinkel des  Lichtstrahls  an  der  Grenze  der  Atmosphäre  ist, 
so  sind  diese  beiden  Ausdrücke  vom  Orte  des  Beobachters  auf 
dem  Strahl  unabhängig,  und  zwar  bedeuten  sie  die  Horizontal- 
refraction  dieses  Strahles,  oder  die  Hälfte  der  gesammten  Ab- 
lenkung, die  derselbe  beim  Durchgange  durch  die  Atmosphäre 
erleidet.  Um  dies  für  die  Tangentenrefraction  zu  zeigen,  brauchen 
wir  nur  das  v  zu  kennen,  für  welches  der  Strahl,  der  im  Beob- 
achtungsorte (r0)  den  Einfallswinkel  #0  besitzt,   den  Einfalls- 

7t 

winkel  &  =  —  besitzen  würde;  es  wird 

v  =  j/0  sin  #0  =  vK  sin  #4  , 
cos  x  =  sin  #f ,     tg  x  =  cotg  #4  =  tg  q>  cosec  ip  , 

cos  W  =  cosec  \p  ,     eiw  =  tg  -~  , 
also  nach  (39) 
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Da  hiernach 


I* 
i7/)=2r4«rltt+,cotg^«+«. 

a 

« =2  v+« T"^" 

=,2,  a*ß+*  *8  — ä- 


). 


die  Refraction  des  zwischen  Beobachter  und  Austritt  aus  der 
Atmosphäre  liegenden  Theils  des  Lichtstrahles,  d.  h.  die  Re- 
fraction in  der  Zenithdistanz  n  —  #0  bedeutet,  so  folgt  beiläufig, 
dass  unsere  Entwicklungen  nach  t  (oder  er)  auch  unterhalb  des 
Horizontes  gültig  bleiben  (jedoch  nicht  für  unbegrenzt  hohe 
Zenithdistanzen,  weil  schliesslich  der  Strahl  durch  den  Kugel- 
mittelpunkt gehen  würde,  wo  die  Ausdrücke  für  den  Brechungs- 
exponenten u.  s.  w.  unstetig  werden). 

Die  Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  Winkeln  wer- 
den am  einfachsten  durch  das  folgende  sphärische  Dreieck  dar- 
gestellt: 

Seiten :  #0 ,         0-i     , 

71  7t 


(51) 


Gegenüberliegende  Winkel :  ,  7  , 

Hieraus  folgen  u.  a.  die  Relationen: 

tg-^-y     -  =  *cotg-|-, 

cos  -^ — i  :  cos  -^  — t  =  a  cotg  -|- 
.    ^o  —  ^*      •    #o  +  #i  V 


sm 


2 


sm  — y-t  :  sm      g  y  =  tg  ^  tg    * 


cos 


3   ' 

— ^:cos-^-^  =  tg-^cotg^  ; 
w  — qp  # 

tg  — --£  =  r  cotg  ~f  • 
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Führen  wir  noch  ein 

&  & 

0O  =  log  cotg  -^  ,      04  =  log  cotg  -^  , 

so  bestehen  für  die  hyperbolischen  Functionen  von  ©0  und  ©t 
die  ahnlichen  Relationen 


ff    8  2 


th-u  ■      <==_tgi.. 


52 


eh0'"0'    chQ*+QV      T 
sh  — *-= — !  :  sh  —2-5 — i  =  Tff ; 

z  z         • 

.     W  —  lf)        .     lü  +  ip  0,    .  0, 


2  y  :  cos  ---^  =coth  -^  th^  ; 


tg^-tgf-thS 


_0 

2    ' 


tg  — j-^  =tg-|-coth-^  f 
die  durch  ein  pseudosph&risches  Dreieck  mit  den  Seiten 

©.,  ©,,  logtg(-J  +  f-) 

und  den  gegenüberliegenden  Winkeln 


n  n 


Cd 


reprasentirt  werden.  —  Es  war  p.  529  darauf  hingewiesen 
worden,  dass  die  Secantenrefraction  sich  nach  Sinus  der  Viel- 
fachen von  &0  —  &4  entwickeln  lässt.   Die  vier  Formeln 

t>  

sin  »t  cotg  <p  8h  (0,  -  &t)^atß+,  (-  i  f  [X  -  VT^J  ch  (0,  -  ©,)>» , 
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=  8in^ocotgysh(©o+0J^a^+J-1)/?[A-VXiCr4ch(0o+0l)F, 

ß 

2f*ß+*  ö%p*K 

p  

=  cosec #0  cosec <p  sin (#0—  &SSf\fl+i  U  —  W—  *  cos (#0  —  #j]^  , 

ß 

2 f *«*'*" 

ß  

=  cosec  #0  cosec  <p  sin  (*§  +  &j2ftß+i  t*  +  VA*— 4  cos  (*t  +  ^  )Y  , 

ß 
wonn 

1  +  cos  qp1  =  X  sin  qp1 

gesetzt  ist,  zeigen,  dass  diese  Entwicklungen  auf  die  Kugel- 
functionen  und  ihre  Zugeordneten  (vgl.  Hbinb,  Kugelf.  I,  p.  200) 
des  Arguments  k  führen.  —  In  den  bisher  nicht  behandelten 

Fällen,  dass     .  g     ein  Aggregat  positiver  gerader  oder  nega- 

v 
tiver  ungerader  Potenzen  von  —  war,  treten  die  beiden  Trans- 

cendenten  #0  —  #f  und  &t  —  ©0  auch  ausserhalb  der  Kreis- 
und  Hyperbelfunctionen  auf;  in  der  That  ist  nach  (29) 

«0  =  ^«-^,       *-«  —  sin  S0  (0,  -  ©0)  , 
und  nach  der  Recursionsformel  der  Rm  (p.  526)  kommen  weitere 
Transcendenten  nicht  vor. 

11. 
Man  kann  die  bisher  entwickelten  Analogien  folgender- 
massen  zusammenfassen.  Sieht  man  ab  von  der  Bezeichnung 
der  Parameter  (ausgenommen  q>) ,  so  beruht  die  Verwandlung 
der  Tangentenrefraction  in  die  Secantenrefiraction  und  umgekehrt 
auf  einer  einfachen  Variablen  vertauschung ;  führt  man  nämlich 
in  die  Beziehungen  zwischen 

der  Refraction  R, 

dem  Ausdruck  f= rr^-  » 

d  log  v 

dem  Einfallswinkel  d- , 
der  Variablen  v 
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neue  Variable  R',  /*',  #',  j/  ein  vermöge  der  Gleichungen 

R 


Ä'  = 


sin  &  ' 


sin#  sin#'  =  \  , 

vi/  =  constans  , 

so  erhalt  man  eine  neue,  zulässige  Refraction  und  die  entspre- 
chende Constitution  der  Atmosphäre.  Die  speciellen  Werthe  der 
obigen  Variablen  sind  wie  die  allgemeinen  zu  transformiren ;  also 

z.  B.  anzusetzen 

cos  q>  cos  <jp'  =  \  , 

sin#0  sin#J  =  4  , 
woraus 

sin  q>'  =  i  tg  <p  , 

*g^o  =  —  *sec#0  , 

«'(*•'  -  *a  =  ®o  -  ®4 
folgt.   Diese  Substitution  führt  nicht  nur  die  Refraction 

n 

in 

n 

sondern  auch  (immer  bei  passender  Bezeichnung  der  Parameter) 
die  Refraction 


Ä  =^«m  *, 


n 

in 


n 

allgemein  jede  Refraction  des  einen  Typus  (Tangentenrefraction) 
in  die  zugeordnete  des  andern  Typus  (Secantenrefraction)  über, 
und  zwar  reciprok,  d.h.  eine  nochmalige  Anwendung  verwandelt 
R'  wieder  in  R. 

So  lange  es  sich  nur  um  den  Ausdruck  der  Refraction  im 
Beobachtungsorte  handelt,  kann  man  diese  Reciprocität  vermei- 

Maüu-phyB.  Ctose.  1893.  4  0 


[54) 
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den  und  die  Substitution  so  einrichten,  dass  sie,  wiederholt  aus- 
geführt, immer  neue  Formen  für  R  liefert.  Man  erreicht  dies, 
indem  man  setzt : 


(53) 


Bezeichnen  wir  diese  Substitution  mit  (T,  S),  so  liefert  ihre 
n-malige  Anwendung  die  Formeln  : 

tg^o=(w+t8^oi)i)  M=|-^T,7>  sinf/)=sinqp'(1— wsiny'*)-*, 

1  —  711* 


.'VI 


fl  =  i?'cotg#0'(n  +  tg#0'*)*,     0  =  <?'(*-nu')*. 

Hierdurch  bringt  man  in  jede  Refractionsformel  einen  neuen 
Parameter  n  hinein,  der  zunächst  ganzzahlig  (positiv  oder  negativ) 
gedacht  ist,  von  dieser  Beschränkung  aber  weiterhin  befreit 
werden  kann.  Eine  so  vervollständigte  Refraction  wollen  wir, 
da  sie  bei  der  Transformation  (T,  S)  ihre  Form  nicht  mehr  ändert, 
sondern  nur  die  Bezeichnung  ihrer  Parameter  wechselt,  eine 
Invariante  nennen.  Die  Bedingung ,  der  invariante  R  und  zuge- 
hörige Q  genügen  müssen,  erhält  man,  indem  man  bedenkt,  dass 
die  Invarianz  auch  für  unendlich  kleine  Werthe  von  n  bestehen 
muss.  Entwickelt  man  dann  die  Ausdrücke  (54)  nach  Potenzen 
von  n  und  setzt 

/*'  =  *  —  -£-<JiH 

25 

u.  s.  w.,  so  wird 

ö  tg  #0  =  cotg  #0 ,      du  =  2t*1  ,      d  sin  q>  =  sin  c/>3  , 

dfl  =  tfcotg#J,       d<?=  —  3<?u  . 

Sind  R  und  Q  invariant ,  so  muss ,  wenn  die  übrigen  Parameter 
passend  gewählt  sind,  R  als  Function  von  <p  und  #0,  Q  als 
Function  von  q>  und  u  den  partiellen  Differentialgleichungen 

dR  —  — d  sin  cp  —  =— - —  d  tg#0  ==  0  , 

oO  —  — -. o  sm  w  —  —  -  o«  =  0 

ÖSlDf)  T  ou 
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genügen,  die  sich  mit  s  =  log  sin  <p  und  den  obigen  Werthen  in 
der  Form 

ös   D^        dlogr       ^ 


(55) 


&S         M  OlOgU 


schreiben  lassen ;  ihre  allgemeinen  Lösungen  sind 

R  =  sin  rp  /"(sin  (p  •  cos  \p)  , 

(56) 


^        _ i     /  T/sinop*   \ 
\sin  <jd*  —  u] 


wo  /*  und  g  willkürliche  (natürlich  mit  einander  in  Zusammen- 
hang stehende)  Functionen  ihrer  Argumente  bedeuten. 

Ein  einfaches  Beispiel  einer  Invarianten  ist  der  Partialbruch, 
der  die  Form 

a  sin  \p 

4  +  b  sin  (p  cos  ip 
besitzt;  man  würde  ihn  auf  dem  oben  angegebenen  Wege  aus 

Ä  =  atg^ 

erhalten  können.  —  Sucht  man  die  Invariante  zu  der  vollstän- 
digen Formel 

so  findet  man 

n-      ***       V«.    ta^' 


er  ^  r    l  —  nsincp* 


und  als  zugehörige  Constitution  der  Atmosphäre 


r.   .  VI  —  nsincp*  V/flJ  ...  n   ,  , 

(4  —  nw)1      /» 

\  +  nu  —  2  m  cosec  cp* 

x  = —  • 

1  —  nu 

40* 
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Setzen  wir  n  >  4  voraus,  so  können  wir  schreiben : 

n  sin  qp'1  =  4  ,     sin  qp  =  sin  qp'  sin  qp"  , 
tgi//=*=sinqp'tg#0,     tgi//'  =  tgqp"seci//, 

R  =  sin  ifj^a^  tg  £■  , 


(57) 


0 


u 


/* 


— ,     a?  =  4  —  2  s'  cotg  qp"*  , 
sinqp"  — u  o^r     > 

2y  +  y1  =  s'  COS  qp'f  ,      2 %  +  3*  =  s'  , 

^  tgy      dy  r  tgy    v      rfz 

=^r(2/?+4)a^P/?(^) 

Die  btct+i  stehen  mit  den  ungeraden  Coefficienten  der  Reihen- 
entwickelung 

R  :  sin  ip'  nach  Potenzen  von  cos  \p' 

im  bekannten  Zusammenhange;  ebenso  die  Coefficienten  /ta+lf 

«(2«  +  <)  W«  =^(2/*  +  <)  V*«  H  4>*"gjr(ft-«j 

mit  den  ungeraden  Coefficienten  der  Entwicklung 

R  :  sin  \p{  nach  Potenzen  von  cos  \pi  , 
wo 

sin  ?//4  =  cos  qp"  sin  i// ,     sin  xp  =  tg  qp"  tg  t/^  =  tg  qp  tg  ^  . 

Man  erhält  also  die  Invariante  zu  der  gewöhnlichen  Tangenten- 
refraction,  indem  man  deren  gewöhnliche  Secantenrefraction 
aufstellt  und  in  letzterer  qp  und  #0  resp.  mit  qp"  und  xp'  ver- 
tauscht. Die  Horizontalrefraction  in  beliebiger  Höhe  wird  hier- 
nach 

(H)  =  sec  W'Jfatß+t  cos(2/*  +  4)  W", 

? 
wo 
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v 
cos  x  =  —  cos  <p  ,     X%%  =  tg <p  cos  W,     sin  Wf  =  sincp"  sin  W, 

tgWr'  =  tgg>"sinTr' 
oder  kürzer 

v0=vcosU ,    sin  tf  =  sin  cp'  sin  TT' ,     tg  W  =  tg  <p"  sin  W. 

So  würde  man  z.  B.  aus  der  KRAMP'schen  Function 

R  =  a®(b  cotg#0)  —  ah 0(s  cosec xp) ,     «  =  6  sin <p  , 

A  =  exp  (—  5*f 
die  Invariante 

R  =  a  sin  i//  [Ö)  (s  cotg  i//")  —  A  O  (s  cosec  i//')] , 

s  =  6  sin  y  tg  q>" ,     A  =  exp( —  s*) 

erhalten.  Das  Glied  mit  A  wird  unmerklich,  wenn  cp"  hinlänglich 
gross,  also  qf  hinlänglich  nahe  an  q>  angenommen  wird ;  streng 

verschwindet  es  für  <p"  =  —  ,     «jpf  =  qp , 

R  =  a  sin  xp  O  (b  sin  <p  cos  \p)  . 

Diese  Formel  schliesst  sich  bemerkenswerth  an  (6)  an ;  mit  den 
Werthen 

Log a  =  3,364315,    Log b  =  4,292897  ,    Log  sin <p  =  9,361728 

würde  man  in  Hundertel  Secunden  die  Widersprüche 


*o 

80° 

85° 

89° 

89J5 

90° 

(C)-* 

+  3 

+  9 

—  5 

—  6 

0 

erhalten.    Der  Anschluss  an  (R)  ist  schlechter,  was  wegen  der 
nur  drei  Parameter  nicht  aufteilt. 

Man  kann  das  Bisherige,  unabhängig  von  der  Vertauschung 
{TS),  aus  der  Form  des  Refractionsintegrales 


T 


+1 
~  Q  sin«p  *(4  —  2aJT«  +  *<)"* 

Tu 
—  1 


ableiten,  indem  man  statt  x  und  %  andere  Variable  einführt,  so 
dass  die  Form  des  Integranden  und  das  Integrationsgebiet  un- 
verändert bleibt.   D.  h.  es  ist  zu  setzen 

* 

i — ly         I+Äsc 

X~~  y-k  '    y"~  x  +  k    ' 
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wo  l  eine  Constante  bedeutet,  deren  absoluter  Werth  >  4  ist; 
andernfalls  wttrde  y  von  —  4  zu  +  4  nicht  durch  0,  sondern 
durch  oo  gehen.   Ferner  sei 

(1  +  z*)X  +  %T*  =  S(i  +0-4), 

4  +T4  +  2TrU  =  2ff1S; 
dann  wird 

(4  -  ixt*  +  r*)(l-y)  =  S(i+  o-V^-  %a*y)  , 


-l 


und  dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dem  ursprünglichen  überein, 
wenn  (abgesehen  von  conslanten  Factoren)  R,  Q,  t  resp.  mit 


VSo 


R  -T-*    <?(*  —  »)     t    a 


vertauscht  werden.    Auf  die  frühere  Bezeichnung  (57)  kommen 

wir,  wenn 

X  =  (1  +  cos  <p"f) :  sin  q>"* 
gesetzt  wird. 

42. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  der  Zusammenhang 
(4SI)  zwischen  den  6ia+1  und  den  ungeraden  Horizontconstanten 
//ttt-H  81*ch  auch  auf  die  geraden  Horizontconstanten  sowie  auf 
die  Zenithconstanten  ausdehnen  lässt.   Indem  man  in  (32) 

y  =  a  —  ■}  ,       /  =  —  «  —  4  ,       y  =  _  a  —  f 

setzt,  erhält  man  resp. 

jiG>+g--a) 

&-«-.       -^  (« /»  +  « )  V+t  JZ(«-/*)JI(«  +  /*+4) 

*-t«  =  ° 
und  durch  Rechnung  ergiebt  sich 

f     Ä«  sin  ?•«  =  1 4«  6,B  , 
1  1     2  •  4«  (-  4 )«  Z«  =  sin  </)4«+«  fc_ta_,  , 


(58)  ■ 


^«p«)-yd^«)V+.£g:?;;+| 
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Gleichungen,  die  zu  (42)  vollständig  analog  sind.  Der  entspre- 
chende Zusammenhang  besteht  zwischen  den  Ausdrücken  l%a 
(die  nach  (38)  rein  imaginär  sind)  und  den  geraden  Goefficienten 
der  Entwicklung  von  R  nach  Potenzen  von  cotg  &{ ,  sowie  zwi- 
schen den  Lia_4  und  den  Goefficienten  der  Entwicklung  von  R 
nach  Potenzen  von  tg  #4 ;  endlich  gelten  die  analogen  Beziehungen 
für  die  Secantenrefraction  und  für  die  zugeordnete  Invariante. 
Zwischen  den  Zenithconstanten  und  den  ungeraden  Horizont- 
constanten  bestehen  ebenfalls  einfache  Relationen,  die  sich  in 
der  Form 

(M\  WLi     kWh  ^11(2«+*),     .i«,  _J__ 

schreiben  lassen.   Auch  die  folgenden 


(«) 


IZO*)  IZ(« +  *-/*)' 


-»a— i  > 


«  -     —  "V  w  -r »;       i 

V+*  — -£  JI(8a)  n(ß  —  a) 

T  Vh-^(-  ^-Jp"),  „  +  „?.„  +  , 

bieten  keine  Schwierigkeil;  die  letzte  erhält  man  aus  der  Identität 

=J£ri*oft*«cotgV'," 

oder  mit  r  =  eiW 

2«*ß+*  cos  (2  ß  +  i )  TF  =  ^  4«  (-  1 )«  bta  sin  W"« 

durch  das  FouaiER'sche  Verfahren.  —  Man  könnte  ferner  statt 
der  Gleichungen,  welche  die  b%a+i  und  l%a+i  als  Functionen  der 
a*ß+\  liefern,  deren  Auflösungen,  z.  B.  die  Gleichung 

V^^  +  'W'i 


"tCf+4 


in  der  angegehenen  Weise  umformen,  also 

IWJ  <V+<  -^  jT(a  -  4  _  /»)  D(a  +  i  +  «  *" 
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setzen.   Man  würde  damit  die  Identität 

i2V-M  vß+i + ir~i/*~1)  =2* 4*  *»'« cosec  v** 

ß  a 

erhalten.  Da  im  Falle  der  gewöhnlichen  Tangentenrefraction  die 
linke  Seite 

=2  4*  *•«+•  cosec  ^ 


,*a+i 


also  nicht  nach  geraden,  sondern  nach  ungeraden  Potenzen 
von  cosec  xp  entwickelbar  ist,  so  verlangt  die  obige  Identität, 
dass  die  V%a  theilweise  unendlich  werden.  Hingegen  werden 
wir  noch  eine  andere  Entwickelung  von  R  kennen  lernen,  in  der 
die  l'%a  an  Stelle  der  /la+t  treten  und  die  letzteren  ihre  Bedeu- 
tung verlieren. 

Aus  den  Entwickelungen  der  Potenzenformel  kann  man  ver- 
schiedene Formen  der  Beziehung  zwischen  f=  —  ,.        und  R 

herleiten,  also  dasselbe  Problem  lösen,  das  auch  durch  die  par- 
tielle Differentialgleichung  gelöst  wird.  Wir  stellen  zunächst  für 
die  Tangentenrefraction  drei  einander  entsprechende  Formen 

v 
von  R  und  Q  =  —  f  zusammen;  die  Aufstellung  der  analogen 

Beziehungen  für  Secantenrefraction  und  Invariante  bietet  keine 
Schwierigkeit.   Zur  Abkürzung  setzen  wir  wieder 

v  =  vK  cos  x  >     tg  x  =  tg  9>  cos  W ,     x  =  cos  2  W , 
u  =  sin  qj*  sin  W*  . 

« =£  v+« x%ß+i  > 

Q  sin  (f  =]£(tß+  4)  aiß+l  Pß(x)  . 

I» 

=jr*%«-M  cotg*J«+t  =^4«  lta+i  cosec  V'*"--  , 

a  a 

Q  cos  9>  =2,       mtf      c*««  *B  * 

.       ^71(2«  + 1).  „r,„ 

=  cotg  q>2!     [n{^    '  ',«-,  cos  W"»  . 
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=£Ht*+t  cotg^r"  =^'4«6ia+1  cotgV 


-  cosec  <p]£  (- 1  )•  -^^  btu+i  sin  TP«  . 

Wir  können  diese  Zusammenhange  in  Form  bestimmter 
Integrale  schreiben,  wenn  wir  uns  erinnern,  dass 

n 

0 


h  =flc  +  i  V\  —  x*  cos  X  =  cos  2  TT  +  t  sin  2  W  cos  X  , 


7t 


4°  Ute)*       *r  «/ 


Es  bezeichne 

dl? 
P  den  Ausdruck  -7-  ,    darin  gesetzt  t*  =  A  , 

P.    »  »         t - — ,       »  »      cosec  ib  =  cos  A  cos  W, 

1  a  cosec  xp 

Pft   »  »        -= - —   ,       »  »       cotff?//  =  icosAsin  W, 

dann  wird  einfach 

71  n  « 

(63)       QshKp^^fpdX^^fPtdl^^fp.dk  . 

0  0  0 

Einige  einfache  Beispiele  der  Anwendung  dieser  Formeln 
werden  genügen. 

/IT 

a)    r  =      "*         (Partialbruch). 

j_  frft  (<  —  6)1  —  4  b  cos  A«  cos  TT1 

(T+6Äf»'     " —at 4+  ''[(4  —  6)t+4ftcosA*cosWt]t  ' 
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(l+ty'-Mftoos^sinW" 

0  sin  g>  =  |  a  (4  —  6*)  (4  +  t  b  x  +  b*f~*  . 
P  = 


<  — 6*A  ' 

a6(4+6*) 

(<  +  6«)*  _  46»  cos X*  cos  W"  ' 

abji  —b*) 

• —  (4  _  fc»)«  +  46*  cos X*  sin  W*  ' 

<?  sing>  =  ^  (1  +  64  —  26*aj)-i  . 

4 


*«- 


p.= 


c)     R  =  ot  exp (6 t*)  . 
P  =  a<*hH+ibh)  , 


Jbx 


<?sing>  =  —  fdXexp{ibVT^xTcoaX)  (i +Zbx+ZbiVi  —  «»cos*) 


TT 
0 


wo  die  /a  die  BBSSEL'schen  Functionen  bedeuten. 

Die  Form  des  so  erhaltenen  Ausdrucks  für  Q  erlaubt  sofort 
zu  entscheiden,  ob  das  vorgelegte  R  als  Refractionsformel  in 
beliebiger  Hohe  zulässig  ist.   Es  ist 

R  =f  (^Qs\n<PT{\  —  ixTt  +  r4)""*  , 

also  die  Refraction  in  der  durch  x  =  £  dargestellten  Hohe 

dx 


5 


--<?sing>r(4  —  txT*  +  T*)    J, 


-l 
oder  wenn  wir  setzen 


— j—  =  — £--  •  — |—  ,     «in  »F*  =  — g—  sin  ip*  , 
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V 

und  X  als  neue  Integrationsvariable  einfahren, 

[n)=I  V  4i¥(0)8in9>r(4-2xri+r4)Hr' 

-1 

wenn  (Q)  den  durch  obige  Substitution  aus  Q  entstehenden  Aus- 
druck bezeichnet.  Damit  also  (R)  in  der  Form  mit  R  überein- 
stimme, d.  h.  damit  zugleich 

R  =  ffa  f  a7  b ,  c ,  . . .) 
und 

(HW(T,  A,  B,  C,  ...) 

sei,  worin  die  A,  B,  C,  ...  Functionen  der  o,  6,  c,  ...  und  des 

Höhenparameters  £  sind,  muss  (Q)  sin  qp  p  — - —  mit  Q  sin  <p  in 

der  Form  übereinstimmen,  d.  h.  es  muss  zugleich 

Q  sin  cp  =  9>(as,  a,  6,  c,  .  .  .) 
und 


«?)  siny  |/i±i  =  y(X,  ^,  Ä,  C, . . .) 
sein.   Setzen  wir 

2      — »   ,        2     —  *l   ,     ■    8     —       , 

sowie 

Qsinqp  =  t//(y,  a,  6,  c,  ...)  , 
so  folgt 

rjip{t]Y}  a,  6,  c,  . . .)  =  V(r>4»  £,  C,  ...)  , 

woraus  für  die  Form  von  Q  das  einfache  Kriterium  folgt:  Jede 
besondere  Potenz  von  y,  die  in  Q  auftritt,  muss  mit  einem  be- 
sonderen willkürlichen  Parameter  multiplicirt  sein.  Man  über- 
sieht, dass  von  den  obigen  drei  Beispielen  nur  die  beiden  ersten 
diese  Bedingung  erfüllen,  während  im  dritten  das  Argument  der 
BssssL'schen  Functionen 


bV\  —  x%  =  %byV\  —  y% 

die  Quadratwurzel  aus  einem  Binom  ist,  zwischen  dessen  beiden 
Coefficienten  eine  Relation  besteht.  Der  Ausdruck  R  =  a  t  exp  (b  %*) 


"1 

I 
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ist  also,  wie  auch  die  partielle  Differentialgleichung  lehren  würde, 
nicht  als  Refractionsformel  in  beliebiger  Höhe  anzuwenden. 

Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  man  (fi),  statt  durch  Integration 

über  Q  mit  einem  Factor  (\  —  2xv*  +  *4)  ,  auch  unmittelbar 
durch  Integration  über  Q  selbst,  darin  eine  gewisse  Substitution 
ausgeführt,  erhalten  kann.   Nach  (38)  ist 

(R)  =  £W- (ia  +  h)a_ß  lw+i  cos  W»—  , 
und  wegen  i 

ß  *  '      o 

folgt  t 

(R)  =  T  cos  W  sin  y  f[Q]  ds  , 

o 

wo  [Q]  aus  (?  hervorgeht,  indem  man  cos  W*  mil 

COsTJ"(1  —  S)(i  +  5T«) 

vertauscht.  Dasselbe  folgt  aus  der  vorhin  gefundenen  Form  für 
(/?)  durch  die  Substitution 

Es  liegt  nahe,  zwischen  den  beiden  Methoden  (partielle 
Differentialgleichung  und  Formeln  (63)),  zu  einem  gegebenen  R 
das  zugehörige  Q  zu  finden,  eine  Yergleichung  anzustellen.  Die 
partielle  Differentialgleichung  hat  den  Nachtheil,  dass  sie  gewisse 
Specialitäten,  die  der  Beobachtungsort  eventuell  in  die  Befraction 
hineingebracht  hat,  nicht  wieder  aufzuheben  vermag.  Nehmen 
gewisse,  von  der  Höhe  abhängige  Parameter  der  Refractionsformel 
für  den  Beobachtungsort  nicht  empirische,  sondern  numerische 
Werthe  an,  so  versagt  im  Allgemeinen  die  Anwendung  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  schon  beim  ersten  Schritte,  während 
die  Formeln  (63)  meistens  zur  Kenntniss  von  Q  führen,  also  die 
wirkliche  Vervollständigung  der  vorliegenden  zu  einer  allge- 
meinen Refractionsformel  erlauben.  Ein  solcher  Fall  war  die 
Refraction  R  =  ar  exp  (&r*),  die  nicht  für  beliebige  Höhe,  sondern 
nur  für  den  Beobachtungsort  gilt;  die  partielle  Differential- 
gleichung zeigt  dies  zwar,  gestattet  aber  die  notwendigen  Er- 
gänzungsglieder nicht  wirklich  zu  bestimmen,  während  dem  nach 
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unseren  Formeln,  abgesehen  von  der  Gompltcation ,  nichts  im 
Wege  steht.  Die  partielle  Differentialgleichung  schliesst  also  die 
Falle  aus,  wo  der  allgemeine  Refractionsausdruck  im  Beobach- 
tungsorte einen  »ausgezeichneten«  Schnitt  besitzt;  in  Wirklich- 
keit teilt  dieser  Mangel  allerdings  kaum  ins  Gewicht,  da  wir 
genug  einfache,  in  der  ganzen  Atmosphäre  gleichgebaute  Refrac- 
tionsausdrücke  als  Interpolationsformeln  zur  Verfügung  haben, 
um  auf  diejenigen  zu  verzichten,  die  sich  nur  für  den  Beobach- 
tungsort stark  vereinfachen.  —  Unsere  Formeln  (63)  hingegen 
werden  im  Allgemeinen  versagen,  wenn  dem  gegebenen  R  die 
Entwicklung  nach  ungeraden  Potenzen  von  %  nioht  natürlich 
ist,  wenn  Ä,  anders  ausgedrückt,  nicht  zum  einfachen  Typus 
einer  Tangentenrefraction  gehört.  Dies  tritt  namentlich  ein, 
wenn  die  Hohe  der  Atmosphäre  sehr  gross  angenommen  wird, 
also  sin  q>  keinen  genau  bestimmten  Werth  mehr  besitzt,  z.  B* 
für  die  OppoLZBa'sche  Formel  und  ihre  Verwandten. 

Beiden  Methoden  gemeinsam  ist,  dass  das  mit  dem  gefun- 
denen Q  berechnete  bestimmte  Integral  R  mit  dem  ursprünglich 
vorliegenden  R*  nicht  übereinzustimmen  braucht.  Ein  sehr  häu- 
ßger  Fall  ist,  dass  R  —  R'  in  der  Nähe  des  Horizontes  nach  ge- 
raden Potenzen  von  cotg  xp  oder  cotg  #0  entwickelbar  ist.  Dies 
erklärt  sich  sehr  einfach  dadurch,  dass  man  mittelst  der  partiellen 
Differentialgleichung  die  Constitution  der  Atmosphäre  in  der  Form 
erhalt,  die  für  die  untersten  Schichten  gilt;  diese  entspricht  den- 
jenigen Entwicklungen  von  Q ,  worin  die  ungeraden  Horizont- 
constanten  auftreten,  also  der  dritten  der  Formeln  (63).  Die 
geraden  Horizontconstanten  spielen  dabei  keine  Rolle  und  können 
im  ursprünglichen  Ausdruck  R'  Werth e  gehabt  haben,  die  durch 
Anwendung  des  bestimmten  Integrales  nicht  reproducirt  werden; 
R  —  K  ist  also  in  Bezug  auf  cotg  #0  gerade.  So  lieferte  die  An- 
wendung der  partiellen  Differentialgleichung  zu  der  Oppolzer- 
schen  Formel  das  Ergänzungsglied 

R  —  R'  =  —  ah  O  (s  cosec  xp)  ; 

so  hatte  Herr  Bruns  ({HB)  p.  484)  für  den  Partialbruch  angesetzt 

fl'  = - r  =  — s r.      n  =  4  +  cosec  X 

a  cotg^0  +  b      cos(i//  —  X) 

und  gefunden: 

Hsinip  sin  X         ,        „,       „      //  sin  xp  sin  X  tg  X 

R  =    .      >     ,  r  ,      alSO      R'  —  R  = r1-: ; f-  • 

sin  X  +  cos  xp  '  cos  X  +  sin  \p 
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Ein  anderes  Beispiel  ist  R  =  a  sin  xp  selbst;  man  findet  hier 
Q  =  0,  abgesehen  von  der  Stelle  v  =  v{ ,  wo  Q  =  oo.  Also 
bleibt  der  Brechungsexponent  p  constant  =  /i0  zwischen  r  =  r0 

und  r  =  — .  nimmt  zwischen  r  =  — -  und  r  =  r .  nach  der  Formel 

rp  =  rK  ab  und  erreicht  für  r  =  rA  den  Werth  1 ;  die  Bahn  des 

Lichtstrahls  ist  zwischen  r  =  r0  und  r  =  —  eine  gerade  Linie. 

von  da  bis  zur  Grenze  der  Atmosphäre  eine  Spirale,  deren  Glei- 
chung in  Polarcoordinaten ,  bezogen  auf  den  Mittelpunkt  der 
Kugel,  lautet 

r{  :  r  =  exp  (cotg #t  rr{)  . 

Endlich,  einer  späteren  Anwendung  wegen,  wollen  wir  das 
Beispiel 

behandeln,  wo 

^  =  tg|-,     tgi//'  =  sinr/>'tg#0 

und  cp'  nicht  mit  dem  Höhenwinkel  <p  der  Atmosphäre  identisch 
sein  soll.   Die  Anwendung  der  dritten  Formel  (63)  giebt 

Q  sin  <p'  =£ a^  {iß+t)Pß (xf)  ,    x'  =  \  —  2 u  cosec <p'4  , 

d.  h.  dieselbe  Constitution  der  Atmosphäre,  als  ob  <p'  der  Höhen- 
winkel wäre.  Dies  in  das  bestimmte  Integral  eingesetzt,  ergiebt 
aber,  weil  für  x'  die  Integrationsgrenzen  nicht  ±  \  sind,  nicht 
Ä',  sondern,  wenn  wieder  x  eingeführt  wird,  eine  lineare  Ver- 
bindung von  r ,  T3,  t5,  . . . 

Thatsächlich  läuft  dies  darauf  hinaus :  Man  setzt  eine  Con- 
stitution Q  der  Atmosphäre  mit  dem  Höhenwinkel  cp'  an,  die 
zugehörige  Refraotion  wird  K.  Nun  aber  vermehrt  man  jedes 
logft,  als  Function  von  v,  um  eine  beliebige  Constante  «<0; 
der  Werth  von  v ,  wo  nunmehr  log  fx  die  Grenze  \  erreicht, 
werde  durch  cp  gekennzeichnet.  Dieselbe  Constitution  der  At- 
mosphäre liefert  also  eine  neue  Refraction  R,  die  aus  R'  dadurch 
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entsteht,  dass  man  die  Refraction  zwischen  cp'  und  q>  zu  K  hin- 
zufügt (resp.  für  e  <  0  abzieht). 

Wenden  wir  dies  auf  unseren  Fall  an.  Die  /,'a+i  bezeichnen 
die  bekannten  Verbindungen  der  atV  4 ;  die  Refraction  K  in  der 
Höhe  v  =  v{  cos  %'  wird  dann 

(ff)  =^Aiß+i  tg  |-        ,  tg V  =  sin *'  tg » , 
ß 

Setzen  wir  y  =  vi  =  v0  sec  y ,  so  wird 

cos  %'  =  cos  qp' :  cos  q>  , 

tg*F'  =  sin;e'tg#4. 
Mit 

sin  <jp  =  sin  9/  sin  cp"     (was  ein  negatives  £  voraussetzt) 

folgt 

tg/  =  tg(jp'cos(jp", 

tg  V'  =  sin  \f)  cotg  (p"  , 

4/»+«  =^(8«  +  <)«-/»  lim»  «08  V*"*1  » 

uruß+i 

Es  bestätigt  sich,  dass  (Rf)  —  R'  —  R  in  der  Umgebung  von 

7t 

i//  =  —  nach  geraden  Potenzen  von  cotg  \p  entwickelbar  ist. 

25 

Hierzu  wieder  ein  einfaches  Beispiel  ist  etwa 
R  =  a'\l)\    woraus     (/*')  =  a'  W 

folgt.    Man  findet 

w/  _  y  „>"      ,/, 

tgS-i —  =  tg|tg|, 

tg^|— =  cotg|-tg|. 

Dass  diese  Refractionen  gleiche  Anfangsconstitution  der  Atmo- 
sphäre liefern,  geht  auch  aus  dem  früher  gefundenen  Ausdruck 
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der  zu 

a         \  +  bt 

R = T  l0«  r--»i 

gehört,  durch  die  Substitutionen  2  a'  =  at, 

6  =  i  tg  5t_     0(jer    6  =  1  cotg  2- 

hervor.  Die  Doppelheit  der  Werthe  beruht  darauf,  ob  der  Winkel 
cp"  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  genommen  wird,  und 
bezieht  sich  auf  die  beiden  verschiedenen  Punkte,  in  denen  der 
Lichtstrahl  von  der  zu  cp  gehörigen  Kugel  geschnitten  wird,  d.  h. 
auf  die  Refraction  in  den  Zenithdistanzen  #0  und  rc  —  #0. 

Ein  besonderer  Fall  ist,  dass  die  ursprüngliche  Atmosphäre 

7t 

unendlich  hoch,  also  ep'  =  —  und  r/)"=  <p  angenommen  wird; 

xp'  und  V  gehen  dann  resp.  in  #0  und  #4  über.  Hiervon  werden 
wir  noch  eine  Anwendung  machen.  Auf  diese  Weise  können 
wir  uns  die  vervollständigte  OppoLZBR'sche  Formel  entstanden 
denken;  das  Ergänzungsglied  ist  die  Refraction  von  der  Höhe  cp 
bis  zur  Höhe  oo. 

Auf  Grund  des  Gesagten  erledigt  sich  der  früher  (§  9)  ge- 
machte Vorschlag,  durch  Hinzufügung  eines  positiven  e  zu  log  /a 
den  Spielraum  abzugrenzen,  innerhalb  dessen  sich  die  Luft- 
temperaturen der  höheren  Schichten  variiren  lassen.  Man  würde 
in  diesem  Falle  noch  die  Refraction  von  der  bisherigen  Grenze 
der  Atmosphäre  bis  zu  der  neuen  (Log  ^  =  4)  hinzuzunehmen 
haben,  und  zwar,  da  kein  Gegengrund  vorliegt,  mit  derselben 
Constitution  Q  der  Atmosphäre;  diese  Ergänzung  ist  also  eine 
mit  £  vollständig  bestimmte  Grösse,  die  im  Allgemeinen  nume- 
risch merklich  sein  wird.  Ein  Ausnahmefall  wäre,  dass  Q  in 
dem  neuen  Intervall  das  Zeichen  wechselte ;  dann  aber  ist  die 
Erweiterung  eben  unzulässig.  —  Dagegen  lässt  sich  diese  Er- 
wägung umgekehrt  anwenden:  gesetzt,  wir  hätten  eine  nume- 
risch brauchbare  Refraction  R'  mit  der  Höhe  </>',  deren  zuge- 
höriges Q  in  der  Höhe  cp{  <  <p  das  Zeichen  wechselt.  Bei  passend 
gewähltem  <p<C<P\  ist  es  dann  sehr  wohl  möglich,  dass  die  Re- 
fraction zwischen  cp  und  cp  numerisch  unmerklich  wird ,  da  sie 
durch  Addition  der  positiven  Refraction  von  (p  bis  cpK  und  der 
negativen  von  (pK  bis  cp'  entsteht;  die  vorliegende  Refraction  mit 
zugehörigem  Q  ist  also  physikalisch  zulässig ,  aber  nicht  mit  der 
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Höhe  q> ,  sondern  q>.  Als  Beispiel  hierzu  bieten  sich  von  selbst 
die  in  §  4  abgeleiteten  Refractionen  [OG)i  und  (OG)t  dar,  von 
denen  sich  p.  564  herausstellte,  dass  Q  in  verhältnissmassig 
geringen  Hohen  das  Zeichen  wechselte;  die  Atmosphärenhöhe 
war  zuerst  unendlich  gross  gedacht.    R'  besass  die  Form 

R'=  1 <Z>  (ob)  +  (m — /)  x  (4  —  2  x  O) + Cx  [(1 + x*){\ — %xO) —x0) 

x  =  b  cotg  #0  , 

O  die  KRAMp'sche  Function,  b,  l,  m,  C  Parameter.  Die  Ergän- 
zungsglieder, die  hinzuzufügen  sind,  wenn  statt  der  unendlichen 
Höhe  die  Höhe  q>  genommen,  aber  die  Constitution  der  Atmo- 
sphäre unverändert  gelassen  wird,  können  auf  die  Form  gebracht 
werden 

Ä  ==/*'—  hdR, 

SR  =  )L0(S)  +  (p  -  X)S[\  —  2 SO{S)] 

+  CS[{\  +  S*)(4  —  2S<2>(S))  —  SO[Sjj\  , 

S  =  s  coseo  \p  ,      s  =  6  sin  q>  ,      A  =  exp  ( —  sf)  , 

AssJ  +  gj^lfl  —  /)  +  3  C$*  —  2  CS4  , 

fi  —  A  =  m  —  /  —  2  C$*  . 

Insbesondere  wird  die  mit  —  h  multiplicirte  Aenderung  der 
Horizontconstante 

6H=  I0[s)  +  [p  —  k)s(\  —  2  s  CD») 

+  Cs[(1+s*)(1  —  2s<D(s))  —  *0(s)] 

=  /0)(s)  +  (m  —  J)Ä  +  C*(<—  sf)  . 

Bestimmt  man  5  aus  der  Gleichung  6H  =  0 ,  so  erhält  man  ein  9p, 
das  in  der  That  nur  unerhebliche  Unterschiede  zwischen  R'  und 
R  übrig  lässt;  die  Rechnung  zeigt,  dass  die  Widersprüche  unter 
0*4  bleiben.  Eine  geringe  Variation  der  Parameter  würde  zur 
vollständigen  Wiederherstellung  des  Anschlusses  genügen;  die 
Hypothesen  [®G){  und  [®G)%  sind  also  sehr  wohl  brauchbar, 
aber  unter  Voraussetzung  endlicher  Atmosphärenhöhe. 

43. 

Anhangsweise  wollen  wir  noch  eine  Entwicklung  von  R  be- 
handeln, die  in  manchen  Beziehungen  als  Gegenstück  zu  der 
Entwicklung  nach  Potenzen  von  r  erscheint.  Das  allgemeine 
Glied  von  R  ist  hier  eine  sogenannte  Kugelfunction  zweiter  Art, 

Math.-phyi.  C1»M6.  1893.  U 
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über  die  wir  das  Nothwendige  kurz  vorausschicken  wollen  (vgl. 
Heine,  Kugelfunctionen  I,  pp.  78,  425]. 

Die  Kugelfunction  zweiter  Art  ßteT  Ordnung  des  Argumentes 
y  tritt  als  Goefficient  in  folgender  Entwicklung  auf 

[y  -  cos(W+  WJT*  [y  -  oaBiW-WjT* 

—  5W  +  <)  fy(cos  W)  Pß(oos  W{)  Qß(y)  , 
ß 

wo  Pß  die  gewohnliche  Kugelfun ction  ßiBT  Ordnung  bedeutet. 

7t 

Hieraus  folgen  für  T^  =  —  und  WK  =  0  die  speciellen  Formeln 

35 

(64)  (y*  -  sin  H")"1  =J>(lß  +  *)(-±)ßPtß(cosW)Qtß{y) , 

? 

(65)  zr^z  =2W  +  <)  fy(«)  fytö  . 

y  (t 

aus  letzterer  also 

/Ptf  (#)  d<r 

Die  Ausführung  der  Quadraturen  ergiebt 

(67)  2  Qß(y)  =  log  J±i  •  fyfr)  +  «^ (y)  , 

wo  /?*  eine  ganze,  gerade  oder  ungerade  Function  (ß —  l)*60 
Grades  von  y  bedeutet.  Für  die  ersten  geraden  Indices,  die  wir 
im  Folgenden  allein  brauchen,  findet  man 


(68) 


«  C.  (y)  =  log  y +  1 


2^(y)  =  (T»*-TJ/*+g)log^rT-Ty'  +  Tgy, 


•       •  •        •        % 


Der  Gültigkeitsbereich  dieser  Entwicklungen  ist  nicht  un- 
beschränkt, ausgenommen  den  Fall  eines  rein  imaginären  y,  auf 
den  wir  in  Wirklichkeit  kommen  werden. 
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Für  die  Entwicklung  der  Kugelfunctionen  Ptß  (x)  nach  ge- 
raden Potenzen  von  x  und  umgekehrt  gelten  die  Formeln 

(69)     p.tM-y  ni-v  ittxttt 

[  '        *P [x)  -<%  ntf  -  a)  n (- <*  - ß  -  \)  n(*a)> 

K    '         71(2«)     <&        2        n(a  —  ß)  n(a  +  ß  +  \)    *ßW  ' 

Damit  erhalt  man  aus  (65)  für  die  Entwicklung  von  Qtß(y) 

4 
nach  ungeraden  Potenzen  von  —  und  umgekehrt 

y 

m \     9  o  .m  -  V  ff(-i)  n(*<*) 

1    '         VtPw  ~~<**  H(a-ß)  n{a  +  ß  +  i)  4«y*«+'  ' 


™  gp  -ff  Jttr.c)g;.  *l  ,  _  4)  (*/>+ <>  <?*&» 


smW^     «4£H  W-U  (_4)/9p  .(cosW)- 


Und  hiermit  wieder  aus   (64)   für  die  Entwicklung  von 
P,a(cos  W)  nach  geraden  Potenzen  von  sin  W  und  umgekehrt 

(73)  (-«,P.,(~W)-ff  ^./^l'.^^  ^  , 
sin  T^to_y  4/9+1 JT(—  £[ 

endlich  für  die  Entwicklung  von  Qtß{y)  nach  ungeraden  Potenzen 

i  \ 

von  —  =   ,  und  umgekehrt 

*,,  ,Uftn  ,,.  ^      Ji(-i)       /j7(2«)\M-<r 


Dies  vorausgeschickt,  war 

Ä  =|*  ^  <?  sin  y  r(4  -  2cct*  +  ir'P1 
oder  mit  x  =  cos  2  W,  £  =  cos  TV 
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R  =y*f  dl;  Q  sin  cp  (colg  ip*  +  sin  W%)    * 
o 
1 

=/*§  dg  Q  sin  <p  ((/  cotg  <//)*  —  sin  W'*)""* 
o 
i 


Setzen  wir  daher 

(77) 


so  wird  wegen 


ß 


(78) 


1 

o  r    ' 

*  =J£r  V  (—  4)/? «  0,/?  (<  cotg  xp)  . 


Dies  ist  die  in  Bede  stehende  Entwicklung;  die  ersten  Glieder 
werden  nach  (68) 

(IQ  v  O 

y  +  y  cotg  ip*\  ■  tp  —  —  cotg  v , 

(79)  {        ..        /3    .   15      ....   35 


/3     .    45  ,    ,    35  \ 

<?4  =  (-g-  +  T     g  *  +  T  co  g  *  )  ^ 

(55  35  \ 

—  COtg  (//  +  y  COtg  ^3J  , 


Um  sie  numerisch  zu  verwenden,  würde  man  zweckmässig 
die  einzelnen  Glieder  mit  dem  Argument  xp  tabuliren.  Ich  habe 
mich  überzeugt,  dass  der  Anschluss  an  (G)  bereits  mit  drei  Glie- 
dern genügt ;  nimmt  man  ein  viertes  hinzu,  so  hilft  die  Zwangs- 
bedingung 

die  das  Verschwinden  von  Q  an  der  Grenze  der  Atmosphäre 
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• 

ausdrückt,  einen  Parameter  ersparen.    Andernfalls  würde  Q  an 
der  Grenze  oo  werden. 

Bei  endlicher  Gliederanzahl  ist  in  (78)  der  in  Bezug  auf 
cotg  xp  gerade  Theil  von  R  endlich;  dies  ist  der  wesentliche 
Unterschied  gegenüber  der  Entwicklung  noch  Potenzen  von  t. 
Wir  können  setzen 

T  eine  ungerade  Function  von  cotg  xp  . 
Der  in  Bezug  auf  cotg  xp  gerade  Theil  von  R  wird  daher 

«4=yS, 
und  setzen  wir  wie  früher 

Rt  =£H*«  cotg  *»«  =£\  4«  fttB  cotg  tf,*tt  , 

a  a 

so  erhalten  wir  durch  Anwendung  von  (69)  und  (70)  zwischen 
den  a,  6  die  Relationen 

Setzen  wir  ferner  die  Zenithentwicklung  an 

ß  =2 (-  4)° z"  h;  *r*'  =£? ft-««-.  f-^)' 

so  liefern  (71)  und  (72)  die  Relationen 

(  6_,ft-,(-*)tt  _y JI(-  i) 

a»/»l    Vß    ^,  n{ß-a)II(-a-ß-i)      2  JI(2a)       ' 

deren  erste  aus  der  mit  (81),  äquivalenten  Gleichung 

0„ü(s«)  =^  g(- yjy  ~  *}  m-  w-  ^ 

durch  Vertauschung  von  a  mit  —  a  —  \  entsteht;  durch  Ver- 
tauschung von  a  mit  <*  +  •$■  erhalt  man  aus  der  letzten  Gleichung 


ia-M 


(82) 


.«-,(-<r_vr         g(-i)  ,_,> 

JI(2a)  -^!T(o  — /J)JI(a  +  /»+|)  VI     W  ' 

JI(-i)  4/$+4  ft_t„_tH)« 
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eine  Grösse,  von  der  man  sich  überzeugt,  dass  sie,  wie  früher, 
die  durch  die  Identität 

fl0  =  —  R  (ungerade)  =Jg  Httt+l  cotg  #Ja+' 


a 

definirte  Bedeutung  hat.  Zwischen  den  Zenithconstanten  und 
den  geraden  Horizontconstanten  bestehen  die  zu  (60)  analogen 
Beziehungen 

(84)  ni^-ir^^ST+rl^' 

Während  bei  der  Tangentenrefraction  die  Grösse  Rt  in  Bezug 
auf  cotg  &{  oder  cosec  xp  ungerade  war,  ist  sie  hier  auch  in  Bezug 
auf  diese  Variable  gerade.    Wir  wollen  setzen 

_y  JI(2«-4J  ^ 

woraus  mit  Hülfe  von  (73)  und  (74)  die  Relationen 

iI(-2a-4J 

y  JI(2q-4J  if+< 


(86) 


ci« 


folgen.    Die  cla  treten  nach  (77)  auch  in  Q  als  Entwicklungs- 
coefßcienten  auf;  es  ist  nämlich 

y   n(8«--i)  ■ 

^f  n(8o)U(— 4)     ia  g*   * 

Die  c,„  tg  r/>,a  stimmen  bis  auf  Factoren  mit  den  (62)  ein- 
geführten liU  überein,  die  damals  (im  Falle  einer  endlichen  Ent- 
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Wicklung  nach  t)  bedeutungslos  waren,  während  hier  die  /la+i 
ihre  Bedeutung  eingebttsst  haben.  Durch  Ausführung  der  Zwi- 
schenrechnung würde  man  zwischen  den  a%ß+l  und  den  aiy  die 
Relationen 

erhalten. 

Vertauscht  man  in  (86)4  a  mit  —  a  —  £,  so  findet  man  mit 
Hülfe  von  (75),  dass  bis  auf  Zahlen factoren  die  c_fa_4  cotg  qpfct+4 
mit  den  Coefficienten  der  Entwicklung  von  R  nach  ungeraden 
Potenzen  von  sini//,  also  die  c_ia_,  mit  den  Coefficienten  der 
Reihe 

R  =  C  tg  *f  —  C  tg  #J  +  C"  tg  #J 

identisch  sind. 

Aus  der  partiellen  Differentialgleichung  lässt  sich  ein  wich- 

tiger  Schluss  ziehen.  Nehmen  wir  von  vornherein  cos  <p  =  ^  , 
so  lässt  sich  dieselbe  in  der  Form 

+  — —  sinytg^/;  =  0, 


*« 


d  log  sin  xp       bt 

schreiben.    Substituiren  wir  hierin  (80)  und  setzen  den  Factor 
von  xp  gleich  0 ,  so  folgt 

ÖS     +  ^  =  o, 


b  log  sin  xp       ht 

d.  h.  S  darf  die  Variablen  <p  und  xp  nur  in  der  Verbindung 
\%<p  cosec  xp  enthalten.  Die  Coefficienten  cia  der  Entwicklung  (85) 
sind  also  absolute  Constanten,  d.  h.  vom  Beobachtungsort  unab- 
hängig ;  da  #4  der  Einfallswinkel  an  der  Grenze  der  Atmosphäre 
ist,  so  ist  S  überhaupt  längs  des  betrachteten  Lichtstrahls  con- 
stant,  wie  im  Falle  der  Tangentenrefraction.  Auch  die  Bedeutung 
von  S  ist  dieselbe,  wie  damals;  denn  da  die  Refraction  des 
Strahles  in  beliebiger  Höhe  nach  dem  Gesagten  die  Form 

R  =  WS  +  ungerade  Function  von  cotg  W  , 

sin  lP  ==  sin  ip  cos  W 
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besitzt,  so  wird  die  Horizontalrefraction  dieses  Strahles  I V =-5-) 

(II) « 11,  «  £  S  . 

Daran  lässt  sich  noch  eine  Folgerung  knüpfen ;  wenden  wir 
nämlich  auf  unsere  Refraction  das  am  Ende  des  vorigen  Para- 
graphen besprochene  Verfahren  an,  indem  wir  von  der  Höhe  9/, 
die  zu  der  Refraction  R'  mit  der  Constitution  der  Atmosphäre  Q 
gehört,  auf  die  Höhe  <p  heruntergehen,  also  R'  um  die  Refraction 
zwischen  <jp  und  <p'  vermindern,  so  folgt 

R  =  [\pf  —  V)  S  +  unger.  Funct.  von  cotg  1//  . 

—  unger.  Funct.  von  cotg  W . 

War  insbesondere  g>'  =  -5- ,  so  wurde  xp1  =  #0 ,  *F'  =  #4 ,  also 

* 

fi=(^0-*1]2rof/?(--|)/?P,/j(icotg^0)+unger.Funct.v.cotg^0 

—  unger.  Funct.  v.  cotg#4 , 

und  die  zugehörige  Constitution  der  Atmosphäre  lf  =  4  —  w  =  _|l 

Q  sin  <p  ^  =  /"sin  <p  =^  V  p*ß  (7)  ? 

auf  diese  Weise  haben  wir  eine  neue  Darstellung  des  bisher 
nicht  behandelten  Falles 


in 
n 


gewonnen. 

Es  bedarf  keiner  Auseinandersetzung,  wie  man  zu  der  Re- 
fraction (78)  die  zugeordnete  Secantenrefraction  oder  die  Inva- 
riante zu  bilden  bat.  Ebenso  versteht  es  sich  von  selbst,  dass 
Ausdrücke  von  R ,  die  sich  nach  geraden  Eugelfunctionen  zweiter 
Art  entwickeln  lassen,  in  ähnlichem  Sinne  in  den  bisherigen 
Betrachtungen  inbegriffen  sind,  wie  wir  berechtigt  waren,  ein 
in  einfacher  Weise  von  x  abhängiges  R  dem  Typus 

unterzuordnen.   Beispiele  solcher  Refractionen  wären  etwa 
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C08  ipK  COS  -5-  =  cos  Ixp  +  ^  I  ,  cos  \p%  COS  g-  =  cos  1 1//  —  y]  , 
oder 

tg  i//  =  sin  qp"  tg  \p' ,       tg  1/;"=  tg  <jp"  sec  *//  , 

und  ähnliche,  die  aus  (66)  leicht  erhalten  werden  können ;  die 
letzte  der  beiden  hingeschriebenen  ist  die  Invariante  des  ersten 
Gliedes  xp  der  ursprünglichen  Formel. 

4  4. 

Von  den  zu  unseren  Anschlussversuchen  benutzten  Refrac- 
tionstafeln  beruhen  nur  die  BESSBi/schen  auf  directen  Beobach- 
tungen in  der  Nähe  des  Horizontes,  mussten  aber  unausge- 
glichener Fehlerreste  wegen  vorläufig  bei  Seite  gelassen  werden. 
(G)  und  (R)  sind  theoretischen  Ursprungs,  d.  h.  mit  einer  zu 
Grunde  gelegten  Hypothese  über  die  Temperaturabnahme  be- 
rechnet, die  nachträglich  erst  den  Beobachtungen  angepasst 
wurde.  (OB)  endlich  ist  selbst  eine  Interpolationsformel.  Bei 
der  Temperaturberechnung  aus  unseren  Anschlüssen  kann  es 
sich  also  nicht  um  eine  wirkliche  Bestimmung  handeln,  sondern 
nur  um  ein  Urtheil  darüber,  ob  unsere  Methode  eintretenden 
Falles,  d.  h.  wenn  wirkliche  Refractionsbestimmungen  in  der 
Nähe  des  Horizontes  vorlägen,  anwendbar  sein  würde.  Hierzu 
genügt  eine  Refractionstafel  mit  verschiedenen  Anschlussformeln ; 
ich  habe  als  erstere  (G),  als  letztere  die  drei  Refractionen  (PG), 
(<Z>G)S  und  (TG)  gewählt,  die  der  Uebersicht  halber  hier  noch 
einmal  zusammengestellt  sein  mögen. 

(PG)  = // cotg -|  U  +n-  u}:(4  +n'a  +  n'V)  , 

u  =  cotg  xp  cotg  —  ,     tg  xp  =  sin  cp  tg  #0 ; 

Log  /l  =  3,344 860  ,   Log  n   =  0,74 6490  , 
Log  sin  cp  =  9,024  033  ,   Log  n"  =  0,846994  , 

Logn":n  =  0,274448. 
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;«6),«  l  ®+  [m  —  l)x(*  —  ixO)  +Cx[{\  +x*)  (4  —  txO) — ac©], 

©  =  (D(ac)  ,       <e  =  6  cotg  #0 ; 
Log/ =  3,364345,       Logfc  =  1,448200  , 
Log(m  —  l)  =  2,847004  ,      Log  C  =  2,4  02525  n  . 

(TG)  =  a4T  +  a,r'  +  aBxrB  +  a,^  , 

7==tg|1,     tgi/;  =  sin(jptg*0; 

Log  a4  =  3,082223  ,       Log  aB  =  2,284343  , 

Log  a3  =  2,776803  ,       Log  o7  =  4,722667  , 

Log  sin  g>  =  8,979427  . 

Der  Zusammenhang  zwischen  der  Temperaturabnahme 
0O  —  &  und  der  Höhe  r  —  r0  wird  nach  unserem  Verfahren 
nicht  explicite,  sondern  mit  Hilfe  des  unabhängigen  Parameters 
v  dargestellt.  Um  die  verschiedenen  Temperaturcurven  un- 
mittelbar mit  einander  zu  vergleichen,  müsste  streng  genommen 
durch  Interpolation  auf  äquidistante  Werthe  von  r  —  r0  reducirt 
werden.  Diese  Reduction  aber  kann  man  sich  hier,  wo  es  nur 
auf  einen  ungefähren  Ueberblick  ankommt,  ersparen,  da,  wie 
die  Rechnung  lehrt ,  die  zu  gleichen  Werthen  von  v  gehörigen 
Werthe  der  Höhe  für  die  verschiedenen  Hypothesen  nur  um 
wenige  Meter  differiren;  eine  graphische  Aufzeichnung  der  Tem- 
peraturcurven würde  die  Vergleichung  noch  mehr  erleichtern. 
Die  Rechnung  wurde  daher  für  alle  drei  Hypothesen  mit  den 
4  5  äquidistanten  Werthen 

0,0004  ,     0,0002,     0,0003,     .  .  .     0,0045 

der  Variablen 

V  =  4 - 

geführt,  die  eine  Höhe  bis  zu  4  0  km  umspannen ;  dies  entspricht 
in  der  That  der  Annahme  gleicher  v,  da  /*0  und  folglich  v0=  r0jix0 
in  allen  drei  Fällen  denselben  Werth  besitzt.  Dass  der  Werth 
von  jtt0  für  die  drei  Hypothesen  übereinstimmt, 

Log  log  /u0  =  6,446394  , 

war  zu  erwarten,  da  log  /<0  gleich  der  Summe  der  Zenithcon- 
stanten  ist,  für  deren  erste  Z  bei  den  Anschlüssen  der  Tafelwerth 
festgehalten  wurde. 
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Zu  dem  Dualismus  zwischen  Tangentenrefraction  und  Se- 
cantenrefraction  bildet  eine  Ergänzung  die  Correspondenz  der 
Ausdrücke  für  log  /n  und  die  Zenithconstante  (Z)  in  beliebiger 
Höhe,  die  aus  folgender  Zusammenstellung 

log/*=^     «/?+<(-*)    tg~  [Tangentenrefraction 

(2)  =  ^  sin*  J 

log^  =  4Fttg*  | 

fi\      ,VTi7       *    X%^+i  }  Secantenrefraction 

ersichtlich  ist;  die  Bezeichnung  ist  die  der  Formeln  (38)  und  (49). 
Da  das  Integral  /',  welches  nebst  log  \i  bei  der  Temperaturbe- 
rechnung gebraucht  wird  (p.  555),  durch  die  einfache  Relation 


J      V     U  V 


mit  (Z)  zusammenhängt,  so  erhält  die  Herleitung  der  Temperatur, 
durch  die  wir  auf  J'  geführt  werden,  hier  eine  gewisse  Plausibi- 
lität;  d.  h.  die  Formel 

u— 4 
D  :  - — —  =  constans 

für  den  Zusammenhang  zwischen  Dichtigkeit  und  Brechungs- 
exponenten scheint  der  Refractionstheorie  natürlicher  zu  sein 
als  die  theoretisch  und  experimentell  gleichberechtigten 

D:{jjl% — <)  =  const. ,     D:((i  —  4)  =  const. ,     Z):logjw  =  const. , 

zum  mindesten,  so  lange  man  berechtigt  ist,  bei  der  Relation 
gr*  =  constans  zwischen  Schwere  und  Radius  stehen  zu  bleiben. 
Für  das  Integral  J  hatten  wir  die  Formel 

Zur  numerischen  Rechnung  müssen  die  beiden  ersten  Terme, 
oder  der  Ausdruck 

r^iog^  —log  fi  +  r 

zusammengezogen  werden.   Man  erhält 
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I.  für(PG): 


'-»m 


W 


v  cos  (w  -f-  y)  +  (y  +  ^o)  W  cos  (8  m?  +  Y)  +  ^o  ^*  cos  (3  w  +  y) 
(v*  +  2i/*>0  Wcos  w  +  *>J  Wf)(4  +  2  Wcosu?  +  1F1) 

fo  =  0cosy,    ^==jsiny,     (»>0,     0<y<|j- 

Die  Bedeutung  der  Buchstaben  wie  p.  558. 

II.  für  [®G)9 :  Hier  empfiehlt  es  sich,  die  mit  C  multiplicirten 
Glieder  besonders  zu  nehmen  und  zu  setzen 


eV>ftby^  =  L-CL'  , 


woraus 


e-w 


n 


e-w 


log  /*  =  -^r-  [m  +  2(m  —  l)  w  +  Cu;  —  2  Cm;*  +  I  —  CL'] 

folgen  würde.  Führen  wir  dann  neben  den  bisherigen  Bezeich- 
nungen 

v  =  b  —  x  ,       tü  =  ös  —  x* 

noch  die  folgenden 

v  =  6y  =  x3  ,       iü  =  6fu  =  xf  s 

ein,  setzen  ferner 

3    ,   3    5   ,   357   ,   35.79   , 

,  x       t     3, ö    3- 5, n    3- 5-7,    ,3579, 

*(«)-< -T  +  «--4l?  +  a-  --  +  4.-^-+...., 

^0  =  Z  +  2ö*(rn  —  0  , 
so  ergiebt  sich  schliesslich 

*  =  ^s  +  ^  +  (w-l)z(*w  +  s  +  z  +  2)  +  |^e(x)f 

L'=ZW(%W  +  S  +  J5  +4)  +  S~£(x)  +  — (j(x)  . 

£  und  0  ändern  sich  im  betrachteten  Intervall  nur  unbedeutend. 
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m.  für  (TG): 


P 

wenn 


ß  +  % 


p 

gesetzt  wird;  die  Ca  sind  p.  565  gegeben.  Die  rechten  Seiten 
enthalten  sieben  Glieder,  von  denen  aber  die  beiden  letzten  un- 
merklich werden.  Ihrer  Einfachheit  wegen  würde  sich  beson- 
ders die  Potenzenformel  zu  ausgedehnteren  Temperaturberech- 
nungen empfehlen. 

Als  empirische  Gonstanten  gehen  in  die  Temperaturen  hier 
streng  genommen  nur  r0  und  0O  ein ;  für  r0  wurde  das  geome- 
trische Mittel  der  Hauptkrümmungsradien  des  BsssEi/schen  Erd- 
ellipsoids  für  Pulkowa  genommen, 

Log  r0  =  6,805359     (in  Metern). 

Für  0O  wurde,  da  die  GYLDta'sche  mittlere  Refraction  sich  auf 
+  9°3  C.  Lufttemperatur  bezieht,  der  Werth 

0O  =  272,85  +  9,3  =  282,45 

angesetzt.    Die  Gonstante  — ,  die  in  J  als  Factor  auftritt,  ist  im 

Grunde  von  den  Refractionsconstanten  abhängig,  da  die  Be- 
dingung J{vK)  =  \  liefern  würde 

—  (^o  —  *)  =  ^o  —  *  —  Z  • 

Dieser  theoretische  Werth  von  —  zeigt  aber  für  die  drei  Hypo- 

thesen  bedeutende  Abweichungen,  was  zu  erwarten  war;  denn 
die  rechte  Seite  wird  von  der  Ordnung  der  zweiten  Zenithcon- 
stanteZ',  die,  wenn  sie  nicht  einen  von  vornherein  vorgeschrie- 
benen Werth  besitzt,  in  verschiedenen  Anschlussformeln  sehr 
verschieden  ausfällt.   Man  findet 

(PG)  [0G)9  (TG) 

LogÄ     3,946733         3,920034         3,945482, 

während  der  von  Herrn  Bruns  angegebene  physikalische  Werth  ist 

Log/?  =  3,947260  . 
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Der  Bedeutung  von  h  zufolge  wird  man  so  grosse  Unsicherheiten 
wie  diese  nicht  zulassen  dürfen.  Hierzu  kommt,  dass  die  mit  den 
theoretischen  Werthen  gerechneten  Temperaturen  eine  bedeu- 
tend schlechtere  Uebereinstimmung  zeigen ,  als  wenn  man  für 
alle  drei  Hypothesen  denselben  physikalischen  Werth  zu  Grunde 
legt.  Im  letzteren  Falle  ist  die  Bedingung  J{  =  t  vernachlässigt, 
und  wenn  man  auch  auf  dieselbe  kein  besonderes  Gewicht  zu 
legen  hat,  so  wird  man  immerhin  die  so  erhaltenen  Tempera- 
turen nicht  als  das  strenge  Resultat  der  vorliegenden  Refrac- 
tionswerthe  ansehen  dürfen.    Daraus  ergiebt  sich  für  strenge 

h 
Anschlussversuche  die  Notwendigkeit,  die  Constante  —  inner- 

halb  ihrer  Genauigkeitsgrenzen  von  vornherein  als  Parameter  in 
die  Refractionsformel  einzuführen.  Während  also,  was  lediglich 
die  Darstellung  der  Refractionswerthe  anbelangt,  eine  Reihe  von 
Goincidenzstellen  in  der  Nähe  des  Horizontes  genügen,  wird 
man  um  der  späteren  Temperaturberechnung  willen  auch  für 

log  ^i0  und  — ,  oder  für  Z  und  Z'  vorgeschriebene  Werthe  an- 

setzen ;  nur  unter  dieser  Voraussetzung  wird  der  theoretische 
Werth  von  h  keine  besondere  Unsicherheit  in  den  Temperatur- 
verlauf bringen,  sondern  dieselbe  wird  von  dem  Gang  der 
Widersprüche  zwischen  Tafel  und  Formel  im  Horizont  abhängig 
sein. 

Zu  den  nun  folgenden  Täfelchen,  die  mit  dem  Argument 

y  =  4 die  Höhe  r  —  r0  und  die  Temperaturabnahme  0O  —  0 

für  den  theoretischen  wie  für  den  physikalischen  Werth  von  h 
geben,  ist  hiernach  nichts  weiter  zu  bemerken.  Die  Ueberein- 
stimmung der  Temperaturcurven  genügt,  wenn  für  h  der  phy- 
sikalische Werth  genommen  wird,  vollständig,  zumal  da  für 
grössere  Höhen  die  Meteorologie  über  kein  anderes  Mittel  verfügt; 
die  etwas  grössere  Abweichung,  die  (<2>G)3  zu  erkennen  giebt, 
beruht  auf  der  unendlichen  Höhe,  die  die  unvollständige  Kramp- 
sche  Function  voraussetzt,  während  zu  (PG)  und  (TG)  eine  At- 
mosphäre von  resp.  37  und  34  km  Höhe  gehört.  Dass  keine 
systematische  Unsicherheit  auftritt,  zeigt  die  mehrfache  Durch- 
schlingung  der  Gurven. 
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43 
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44 
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45 
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60,02 

56,95 

Das  Ergebniss  unserer  Versuche  berechtigt  somit  zu  der 
Behauptung,  dass  die  von  Herrn  Bruns  angegebene  umgekehrte 
Behandlung  des  Refractionsproblems  den  an  sie  zu  stellenden 
Ansprüchen  genügt;  aus  der  interpolatorischen  Darstellung  be- 
obachteter Refractionswerthe  folgt,  wenn  die  erwähnten  Vor- 
sichtsmaassregeln  (guter  Anschluss  im  Horizont,  sowie  in  den 
Werthen  von  log  /t0  und  h)  nicht  ausser  Acht  gelassen  werden, 
die  mittlere  Temperaturabnahme  in  freier  Luft  genauer  und  be- 
quemer als  durch  die  bisherigen  meteorologischen  Hülfsmittel. 
Zu  einer  wirklichen  Anwendung  des  Verfahrens  fehlt,  nachdem 
seine  Anwendbarkeit  an  reinen  Recbnungsbeispielen  gezeigt  ist, 
nur  noch  das  Material,  dessen  Beschaffung  hoffentlich  in  nicht  zu 
ferner  Zeit  von  einer  der  günstiger  gelegenen  Sternwarten  in 
ihren  Arbeitsplan  aufgenommen  wird. 


SITZUNG  VOM  6.  FEBRUAR  1893. 

P.  Stackel  in  Halle  a.  S.,  Zur  Theorie  des  Gauss' sehen  Kiiim- 
mungsmaasses.   Vorgelegt  von  Herrn  Lib. 

Nachdem  Gauss  gezeigt  hatte,  dass  das  Krümmungsmaass 
einer  Fläche  bei  ihren  Biegungen  unverändert  bleibt,  untersuchte 
Minding1),  unter  welchen  Bedingungen  zwei  gegebene  Flächen 
durch  Biegung  in  einander  übergeführt  werden  können,  und  er- 
kannte ,  dass  nur  für  die  Flächen  von  constantem  Krümmungs- 
maass der  GAUSs'sche  Satz  umgekehrt  werden  darf2].  Sind  viel- 
mehr zwei  Flächen  F  und  O  von  veränderlichem  Krümmungs- 
maass gegeben  und  gelingt  es  einem  Punkte  P  der  ersten  mit 
dem  Krümmungsmaasse  k  einen  Punkt  77  der  zweiten  zuzu- 
ordnen, dessen  Krümmungsmaass  ebenfalls  k  ist,  so  kann  man, 
sobald  nur  das  Krümmungsmaass  in  der  Nähe  von  Pund  77  stetig 
ist,  auch  die  Punkte  einer  gewissen  Umgebung  von  P  so  auf 


4)  Chellb's  Journal,  Bd.  49,  S.  370.  4888. 

2)  Es  dürfte  von  Interesse  sein,  folgende  Stelle  au9  Riemann's  Abhand- 
lang »Ueber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen«  an- 
zuführen :  »In  die  Auffassung  der  Flächen  mischt  sich  neben  den  inneren 
Maassverhältnissen,  bei  denen  nur  die  Länge  der  Wege  in  ihnen  in  Betracht 
kommt,  immer  auch  ihre  Lage  zu  ausser  ihnen  gelegenen  Punkten.  Man  kann 
aber  von  den  äusseren  Verhältnissen  abstrahiren,  indem  man  solche  Verän- 
derungen mit  ihnen  vornimmt,  bei  denen  die  Länge  der  Linien  in  ihnen  un- 
verändert bleibt,  d.  h.  sie  sich  beliebig —  ohne  Dehnung  —  gebogen  denkt, 
nnd  alle  so  aus  einander  entstehenden  Flächen  als  gleichartig  betrachtet. 
....  Nach  den  vorigen  Untersuchungen  werden  in  jedem  Punkte  die  inneren 
Maassverhältnisse  einer  zweifach  ausgedehnten  Grösse,  wenn  sich  das  Linien- 
element  durch  die  Quadratwurzel  aus  einem  Differentialausdruck  zweiten  Gra- 
des ausdrücken  lässt,  wie  dies  bei  den  Flächen  der  Fall  ist,  charakterisirt 
durch  das  Krümmungsmaass. « 

Math.-p1iys.  Cluse.  1803.  4  2 
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Punkte  der  Umgebung  von  77  beziehen,  dass  für  entsprechende 
Punkte  beider  Flächen  das  Krttmmungsmaass  dasselbe  ist.  Eine 
solche  Abbildung  wird  sogar  auf  unendlich  viele  Arten  möglich 
sein.  Herr  Professor  A.  Wangbrin  machte  mich  nun  darauf  auf- 
merksam, dass  für  specielle  nicht  auf  einander  abwickelbare 
Flächen  eine  Abbildung  dieser  Art  noch  nicht  untersucht  worden 
ist,  während  es  doch  wünschenswerth  wäre,  an  einem  einfachen 
Beispiele  darzuthun,  dass  bei  veränderlichem  Krttmmungsmaass 
der  GAUss'sche  Satz  nicht  umgekehrt  werden  darf.  Nun  gelingt 
es  zwar  leicht  Flächen  zu  finden,  die  in  entsprechenden  Punkten 
dasselbe  Krttmmungsmaass  besitzen,  jedoch  der  Beweis,  dass 
diese  Flächen  durch  Biegung  nicht  in  einander  übergeführt  wer- 
den können,  macht  erhebliche  Schwierigkeiten.  Diese  lassen 
sich  aber  bei  dem  Beispiele,  welches  hier  mitgetheilt  werden  soll, 
durch  ein  Verfahren  überwinden,  welches  auch  an  sich  von  Inter- 
esse sein  dürfte. 

Werden  bei  einer  Rotationsfläche  als  GAuss'sche  Coordi- 
naten  die  Bogenlänge  s  der  Meridiancurve  und  der  Winkel  q> 
zwischen  der  veränderlichen  und  einer  festen  Meridianebene 
gewählt,  so  ist  das  Quadrat  des  Linienelementes  der  Fläche: 

dSt  =  dst  +  ri(s)dg>\ 

während  bei  geeigneter  Wahl  des  Goordinatensystems  die  recht- 
winkligen Goordinaten  des  Punktes  (*,  q>)  durch: 


x  =  r  cos  <p  ,        y  =  r  sin  qp , 


-/v.-©* 


gegeben  werden.    Als  Ausdruck  für  das  Krttmmungsmaass  in 
diesem  Punkte  findet  man  : 

\   d*r 

k= -7-5-. 

r  ds 

Dieser  Rotationsfläche  soll  eine  zweite  Rotationsfläche  zu- 
geordnet werden,  deren  Punkte  ebenfalls  durch  die  Bogenlänge 
s  der  Meridiancurve  und  den  Winkel  (p  der  Meridianebene  be- 
stimmt seien.  Zwei  Punkte  dieser  Flächen  sollen  entsprechend 
heissen,  wenn  zu  ihnen  dasselbe  Werthsystem  (s,  <p)  gehört. 
Ist  das  Quadrat  des  Linienelementes  der  zweiten  Fläche: 
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so  wird  das  Krümmüngsmaass  im  Punkte  (s ,  q>)  gleich  k  sein, 
wenn 

ist.    Hieraus  folgt  durch  Integration : 

d  q  dr . 

ds        ^  ds 

und  nach  Division  mit  r*  durch  abermalige  Integration : 

wo  a  und  b  willkürliche  Constanten  bedeuten.    Mithin  besitzen 
die  oo*  Rotationsflächen : 


m 


x  =  /•  Ja  -\-  b  I  -j\  •  cos  cp , 
y=r\a-\-bf  «J|  •  sin  <p  , 


in  den  entsprechenden  Punkten  (s,  q>)  dasselbe  Krümmüngs- 
maass: 

r    d*1' 

und  es  ist  jetzt  zu  untersuchen ,  welche  dieser  Flächen  durch 
Biegung  in  einander  übergehen. 

Ist  das  Krümmüngsmaass  k  constant,  so  gehen  die  Flächen 
(F)  durch  Biegung  in  einander  über ,  und  man  erhält  die  be- 
kannten Schnaren  der  Rotationsflächen  von  negativem  bez.  posi- 
tivem Krümmüngsmaass.  Dieser  Fall  soll  daher  ausgeschlossen 
und  allgemein  untersucht  werden  ,  wann  zwei  Rotationsflächen 
von  variablem  Krümmüngsmaass  auf  einander  abwickelbar  sind. 
Die  zu  diesen  Flächen  gehörigen  Grössen  mögen  durch  die  Indi- 
ces  \  und  2  unterschieden  werden.    Es  sei 

dS?  =  ds?  +  rJ(s4)  </</>*, 

dS\  =  ds\  +  r\(st)dcp\. 

Sind  die  beiden  Flächen  auf  einander  abwickelbar,  so  muss  es 
möglich  sein,  eine  Substitution 
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*1  =  *f  («4  7   Vi)  7  <P%  =  <P%  (*|  >    9>l) 

zu  finden,  welche  dS\  genau  in  dSJ  überführt.  Die  Bedingungen 
hierfür  erhält  man  wohl  am  einfachsten  durch  folgende  Ueber- 
legung. 

Da  bei  jeder  Biegung  das  Krümmungsmaass  erhalten  bleibt, 
so  gehen  dabei  Linien  constanten  Erümmungsmaasses  in  eben 
solche  Linien  über.  Bei  Rotationsflächen  sind  nun  die  Parallel- 
kreise Linien  constanten  Erümmungsmaasses.  Folglich  geht  bei 
der  Biegung  einer  Rotationsfläche  in  eine  Rotationsfläche  jeder 
Theil  eines  Parallelkreises  wieder  in  einen  Theil  eines  Parallel- 
kreises über.  Ferner  gehen  bei  jeder  Biegung  orthogonale  Tra- 
jectorien  einer  Gurvenschaar  in  orthogonale  Trajectorien  der 
entsprechenden  Gurvenschaar  über.  Mithin  entsteht  bei  der 
Biegung  einer  Rotationsfläche  in  eine  Rotationsfläche  aus  jedem 
Meridian  wieder  ein  Meridian.  Da  nun  jede  Rotationsfläche  bei 
einer  Drehung  um  die  Rotationsaxe  in  sich  übergeht,  so  darf  man 
annehmen ,  dass  der  Meridian  g>K  =  0  bei  der  Biegung  in  den 
Meridian  cpt  =  0  übergeht,  und  man  darf  ferner  als  Anfangs- 
punkt der  Zählung  von  st  den  Punkt  wählen,  welcher  dem 
Punkte  qp4  =  0,  si  =  0  auf  der  ersten  Fläche  entspricht;  auch 
die  Richtung  der  Zählung  von  st  kann  man  so  wählen,  dass  po- 
sitivem sA  positives  st  entspricht.  Beachtet  man  jetzt,  dass  die 
Biegung  alle  Bogenlängen  unverändert  lässt ,  so  erkennt  man, 
dass  bei  diesen  Festsetzungen  im  Falle  der  Biegung 

sein  muss.  Also  ist  ds\=ds*.  Verbindet  man  dies  mit  rfS|=dSJ, 
so  folgt 

r\d<p\  =  r\d<p\ 

oder,  da  i\  und  i\  -als  positiv  angenommen,  und  <p{  und  <p%  in 
derselben  Richtung  gezählt  werden  dürfen : 

rld<pl  =  r%d<pt. 

• 

Diese  Gleichung  hat  eine  einfache  geometrische  Bedeutung; 
sie  besagt,  dass  die  Bogen  entsprechender  Parallelkreise  zwischen 
entsprechenden  Meridianen  gleich  sein  müssen.   Man  hat  jetzt: 

Es  ist  aber : 


Zur  Theorib  des  Gauss'schen  Krümmüngsmaasses.         167 

demnach : 

d«,  '  d(jp,      r,(*,)' 

mithin  ist  qpt  eine  Function  von  qp,  allein  und  weiter 

=  0, 


<*>«_ 


also  q>t  eine  lineare  Function  von  cp{.  Da  aber  dem  Werthe 
g>4  =  0  der  Werth  <pf  =  0  entspricht,  so  ist 

(2)  'A  =  C9>4> 

wo  c  eine  willkürliche  (positive)  Gonstante  bedeutet. 

Hiermit  ist  bewiesen ,  dass,  wenn  es  möglich  ist  dS\  durch 
eine  Substitution 

in  rfSj  überzuführen,  dies  stets  bei  geeigneter  Wahl  des  An- 
fangspunktes und  der  Richtung  der  Zählung  von  s4  und  rp% 
durch : 

*!  =  *4>  <Pl  =  C<Pi 

bewirkt  werden  kann.  Damit  aber  diese  Substitution  dS\  in 
dS*  verwandelt,  muss  —  dies  ist  nothwendig  und  hinreichend 
—  die  Gleichung : 

4 

1 1 tö  =  —  >\  (s) 

identisch  in  s  bestehen.  Mithin  werden  alle  Biegungsflachen  der 
Rotationsfläche  von  variablem  Krümmungsmaass : 

x  =  rK  cosr/),,  y  =  risin<pi,  z=  f   \ \  —  {Jfjäs,  , 
welche  wieder  Rotationsflächen  sind,  dargestellt  durch: 

*  =  7r4  cos  c<piyy=:- r4  sin  cePi ,   z  =f]/  1  -  ^(^ -)  äsl , 

wo  c  eine  willkürliche  Gonstante  bedeutet.  Diese  Schaar  von 
Biegungsflächen  ist  bereits  von  Minding  *)  angegeben,  aber  es  fehlt 


4)  Crellk's  Journal,  Bd.  48.  S.  367.  4838. 
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bei  ihm  der  Nachweis,  dass  es  keine  anderen  Rotationsflächen 
giebt,  welche  in  die  Flüche  für  c  =  4  verbiegbar  sind1). 

0.  Bonnet  hat  in  seiner  Abhandlung:  Sur  la  theorie  des 
surfaces  applicables  sur  une  surface  donnee,  Journal  de  l'ticole 
polytechnique  Gah.  42,  T.  XXV.  p.  20  (4  867)  die  Aufgabe  be- 
handelt, alle  Biegungsflächen  einer  Rotationsfläche  zu  finden,  bei 
denen  die  Krümmungslinien  aus  den  Krümmungslinien  der  Ro- 
tationsfläche, also  aus  deren  Parallelkreisen  und  Meridianen, 
hervorgehen.  Er  findet,  wie  von  vorn  herein  zu  erwarten  war, 
dass  diese  Biegungsflächen  nothwendig  wieder  Rotationsflächen 
sind  und  stellt  (S.  25)  ihre  Gleichungen  allgemein  auf.  Es  ist 
Bonnet  aber  entgangen ,  dass  diese  Biegungsflächen  wesentlich 
die  bereits  von  Minding  aufgestellten  sind,  was  sich  wohl  daraus 
erklärt ,  dass  die  Darstellung  dieser  Flächen  bei  ihm  eine  ganz 
andere  wie  bei  Minding  ist.  Dagegen  hat  Herr  G.  Darboux  in 
seinen  ausgezeichneten  Lecons  sur  la  throne  generale  des  sur- 
faces, T.  III.  S.  430  (4890)  als  Gonsequenz  seiner  allgemeinen 
Untersuchungen  über  die  Abwickelbarkeit  von  Flächen  auf  ein- 
ander die  Thatsache  hervorgehoben,  dass  die  Minding'  sehe  Schaar 
uns  giebt  »toutes  les  surfaces  de  revolution  qui  correspondent  a 
une  forme  donnee  de  Felement  lineairea.  Hier  kam  es  aber  dar- 
auf an,  diese  Thatsache  direct  und  mit  möglichst  einfachen  Mit- 
teln herzuleiten. 

Handelt  es  sich  jetzt  um  zwei  Flächen  der  Schaar  (F), 
so  ist: 


rl(s)  =  r(s)\aK  +  bif~y 
r%{i)^r[i)(a%  +  btf^y 


Die  beiden  Flächen  sind  daher  nur  dann  auf  einander  abwickel- 
bar, wenn 


4)  Es  ist  leicht,  auf  Grund  der  oben  angestellten  Ueberlegungen  auch 
die  weitere  Frage  zu  beantworten,  auf  wieviel  verschiedene  Arten  diese 
Abwickelung  möglich  ist  oder,  was  auf  dasselbe  herauskommt,  ob  die  gege- 
bene Rotationsfläche  ausser  der  Drehung  um  die  Axe  noch  andere  Trans- 
formalionen in  sich  gestattet. 
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ist.   Hieraus  folgt  durch  Differentiation : 


mithin  muss : 


b{  a4 

*       c         *       c 


oder,  was  dasselbe  ist  : 

a4  6S  —  aibA  =  Q 

sein.   VVlöÄft  man  also  aus  der  Schaar  der  oo*  Flächen  F,  dtc  o6cn 
definirt  wurden,  irgend  zwei  aus,  für  welche 

°i  ^*  —  a«  ^i  ^  ® 
is*,   50  sind  diese  beiden  Flächen  sicher  nicht  auf  einander  ab- 
wickelbar, während  sie  in  entsprechenden  Punkten  [s,  (p)  dasselbe 
Krümmungsmuass  besitzen. 

Wählt  man  im  Besonderen  a{  =  \ ,   bt  =  0  und  a,  =  0, 
bt  =  1  ,  so  gilt  dies  von  den  Flächen . 

(I)     x  =  r  cos  <p ,     y  =  r&m<p,     z  =  I  1/  \  —  l  —  j  ds 


und 


(II)  x  =  r  J  ^  cos  y  ,      ?/  =  r  y  —  sm  <p  , 


So 


«0  «0 

wo  man  jetzt  die  Function  r  (&-)  specialisiren  konnte ,  freilich  mit 
der  Beschränkung,  dass  das  KrUmmungsmaass  nicht  constant 
ausfallen  darf. 


A.  Wangerin  in  Halle  a.  S. ,  Zur  Theorie  des  Gauss1  sehen 
Krümmungsmaasses ;  Zusatz  zu  der  vorstehenden  Arbeit  des 
Herrn  P.  Stäckel. 

Der  vorstehenden  Untersuchung  des  Herrn  P.  Stäckel  er- 
laube ich  mir  noch  ein  anderes  sehr  einfaches  und,  wie  ich 
glaube,  instruetives  Beispiel  von  zwei  Flächen  hinzuzufügen,  die 
in  entsprechenden  Punkten  gleiches  Krttmmungsmaass  besitzen, 
ohne  auf  einander  abwickelbar  zu  sein.  Ich  bemerke  dazu,  dass 
ich  auf  dies  Beispiel  erst  geführt  bin ,  nachdem  ich  von  den  Re- 
sultaten des  Herrn  Stäckel  Kenntniss  erhalten  hatte. 

Ich  betrachte  einerseits  die  Schraubenfläche 

(i)  x  =  rcosq> ,    y  =  rsinqp,     z  =f(r)  -\-mq> , 

die  dadurch  entsteht,  dass  die  Curve  z=f{x)  der  xz- Ebene 
eine  Schraubenbewegung  um  die  s-Axe  ausführt,  andererseits 
die  Rotationsfläche 

(2)  £  =  QC08ip,     tj  =  q  sin  xjj  ,     C  =  F[q)  . 

Das  Krttmmungsmaass  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Fläche 

(<)  *» 

i*f(r)f{r)—  m* 


(3)  *,  = 


[m»  +  f«  +  r»/*(r)r  (»■)]• 

1 


d 


<+/»/»+ m 


1         V     '  '  v  "   v  '  '    r 


ir  dr  ' 

das  Krttmmungsmaass  in  einem  Punkte  der  Flache  (2)  dagegen 
hat  den  Werth 

(4)  _        1    ai+F'(Q)F(Q) 


2q  cIq 
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Die  beiden  Flächen  ordne  ich  einander  derart  zu ,  dass  einem 
Punkte  a  von  (4 )  derjenige  Punkt  a  von  (2)  entspricht,  dessen  Pa- 
rameter Qj  tp  den  Parametern  r,  cp  von  a  bezüglich  gleich  sind. 
Dann  ist,  damit  beide  Flächen  in  entsprechenden  Punkten  glei- 
ches Krümmungsmaass  haben,  erforderlich;  dass 

4  4 

(5)  i  _i_  ^  i\  0 1  \  .  m%  =  1  +  F'  W  *'  M  +  ° 

ist,  wo  c  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet. 

Die  Bedingung  (5)  nehme  ich  als  erfüllt  an;  die  Flächen  (4) 
und  (2)  haben  dann  in  entsprechenden  Punkten  gleiches  Krüm- 
mungsmaass; dass  sie  trotzdem,  falls  ihr  Krümmungsmaass  nicht 
etwa  constant  ist,  nicht  auf  einander  abwickelbar  sind,  ergiebt 
sich  aus  folgender  Ueberlegung.  Einem  Bogen  a  ß  eines  Paral- 
lelkreises von  (2)  entspricht  ein  Bogen  ab  einer  auf  (4)  liegen- 
den Schraubenlinie.  Das  Yerhältniss  der  Längen  beider  Bo- 
gen ist: 

wenn  r  der  Radius  des  in  Rede  stehenden  Parallelkreises  ist. 
Beide  Bogen  können  daher,  da  m>0  ist,  nie  gleich  sein.  An- 
dererseits müssten,  wenn  eine  Abwickelung  beider  Flächen  auf 
einander  möglich  sein  sollte,  gerade  diese  Bogen  auf  einander 
fallen ,  da  ja  bei  der  Abwickelung  Linien  mit  gleichem  Krüm- 
mungsmaass auf  einander  fallen  müssen.  Daraus  folgt,  dass  die 
Flächen  (4)  und  (2)  nicht  auf  einander  abwickelbar  sind,  trotz- 
dem sie  in  entsprechenden  Punkten  gleiches  Krümmungsmaass 
besitzen. 

Was  die  zwischen  den  Functionen  f  und  F  bestehende  Be- 
dingungsgleichung (5)  betrifft,  so  kann  man  durch  geeignete 
Wahl  der  darin  auftretenden  Constante  c  stets  bewirken,  dass 
einer  gegebenen  Function  f(r)  ein  reeller  Werth  von  F[r)  ent- 
spricht und  umgekehrt.  Welche  Theile  von  (4 )  und  (2)  einander 
entsprechen,  kann  in  jedem  besonderen  Falle  leicht  ermittelt 
werden. 

Hiernach  haben  wir  folgendes  Resultat  gewonnen :  Ist  eine 
beliebige  Rotationsfläche  gegeben ,  so  kann  man  stets  (und  zwar  im 
Allgemeinen  auf  unendlich  viele  Arten)  eine  Schraubenfläche  so 
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bestimmen,  dass  gewisse  Theile  beider  Flächen  in  entsprechenden 
Punkten  gleiches  Krümmungsmaass  haben ,  ohne  auf  einander  ab- 
wickelbar zu  sein ;  und  umgekehrt  kann  man  zu  jeder  gegebenen 
Schraubenfläche  Rotationsflächen  bestimmen,  die  der  obigen  For- 
derung genügen,  l 

Ein  besonders  einfaches  Beispiel  erhält  man,  wenn  man 

/»  =  <),  c  =  0 

setzt.  Fläche  (4)  ist  dann  die  windschiefe  Schraubenfläche. 
(2)  die  durch  Rotation  der  logarithmischen  Linie 

f  =  dz  m  log  £ 

um  die  C-Axe  entstehende  Rotationsfläche.  —  Wenn  die  Ro- 
tationsfläche ein  Rotationsparaboloid  ist ,  ist  die  zugehörige 
Schraubenfläche  für  c  =  0  ebenfalls  durch  elementare  Functio- 
nen ausdrückbar. 

Dass  das  oben  ausgesprochene  Resultat  sich  unmittelbar 
dahin  erweitern  lässt,  dass  an  Stelle  der  Rotationsfläche  (2)  die 
Schraubenfläche 

£  =  ßCosi//,  r)  =  Qs'mip,  C  =  F(q)  +  n  •  ifj 

tritt,  bedarf  keiner  weiteren  Erörterung. 

Halle  a.  S.,  2.  Februar  4893. 


R.  Schumann,  Die  Polhöhe  der  Leipziger  Sternwarte. 

Der  älteste  Werth  für  die  Polhöhe  der  jetzigen  Leipziger 
Sternwarte  wurde  erhalten  durch  eine  geodätische  Ueber- 
tragung,  und  zwar  lag  dabei  die  Polhöhe  der  alten  Sternwarte 
auf  der  Pleissenburg  zu  Grunde.  Sämmtüche  in  Leipzig  aus- 
geführten und  bis  zum  Jahre  4823  bekannt  gewordenen  Pol- 
höhenbestimmungen findet  man  zusammengestellt  in:  »Möbius' 
gesammelte  Werke,  herausgegeben  auf  Veranlassung  der  könig- 
lich Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften«  (Bd.  IV,  her- 
ausgegeben von  W.  Scheibner,  Seite  463  u.  f.);  nochmals  kurz 
angegeben  und  bis  zum  Jahre  \  849  fortgesetzt  wurde  dieses  Ver- 
zeichniss  durch  E.  Bruhns,  in  seiner  »Geschichte  und  Beschrei- 
bung der  Leipziger  Sternwarte«,  Seite  45  u.  f. 

Aus  den  letzten  Beobachtungen  von  Möbius  und  d'Arrest 

findet  Bruhns  als  wahrscheinlichsten  Werth  für  die  Polhöhe  der 

Pleissenburg : 

54°  20'  20'/5 

nnd  daraus  mit  Hülfe  trigonometrischer  Messungen  für  die  Pol- 
höhe der  Mitte  der  grossen  Kuppel  der  neuen  Sternwarte  »bis 
auf  weitere  Bestimmungen«: 

5<°  20'  9?8. 

Die  ersten  Bestimmungen  auf  der  neuen  Sternwarte  wurden 
durch  Bruhns  selbst  vorgenommen  und  veröffentlicht  in  der 
Gratulationsschrift:  »Die  geographischen  Constanten  der  Univer- 
sitätssternwarte zu  Leipzig«  (Seite  7  u.  f.). 

In  dieser  Publication  erwähnt  er  zunächst  eine  Reihe  von 
46  Beobachtungen  des  Sternes  rj  Urs.  maj.  im  \.  Vertical  am 
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RxMSDEN'schen  Passageninstrument,  ausgeführt  4  862  April  5  bis 

August  5.   Das  Resultat: 

54°  20'  6'.'6 

war  indessen  nicht  als  ein  definitives  anzusehen,  da  dieReduction 
der  Beobachtungen  Schwankungen  des  Instruments  im  Azimuth 
erkennen  Hess ,  und  da  ferner  eine  nachträgliche  Untersuchung 
ergab,  dass  einer  der  beiden  Instrumentpfeiler  geborsten  war. 
Weiter  sind  an  Polhöhenbestimmungen  zu  erwähnen: 

4)  1863  Febr.  4  2  — März  5,  4864  Mai  4— Juni  42,  4865 
März  49  —  22:  Messungen  der  Zenitbdistanzen  von  Nord-  und 
Südsternen  in  der  Nähe  des  Meridians,  am  1 3  zölligen  Universal- 
instrument der  Sächsischen  Gradmessung;  Beobachter  und  Rech- 
ner: Bruhns; 

2)  4864  Juli  3  —  47:  Beobachtungen  des  Sternes  »; ?  Urs.  maj. 
im  1 .  Vertical.  Instrument,  Beobachter  wie  bei  1 . ; 

3)  während  der  Jahre  4  866  und  4  867 :  Beobachtungen  am 
Meridiankreise;  Beobachter  und  Rechner:  Engelmann; 

4)  4  866  Mai  24  — Juni  27:  Beobachtungen  des  Sternes  tj  Urs. 
maj.  im  4.  Vertical  am  Passageninstrumente  von  Utzschneider 
und  Liebherr;  Beobachter:  Bhuhns,  Rechner:  Hklhert; 

5)  4867  Febr.  24  —Mai  25:  Beobachtung  von  4  4  dem  Zenith 
nahen  Sternen  im  4.  Vertical;  Instrument  wie  bei  4.;  Beobachter 
und  Rechner:  Helmert; 

6)  4  867  Juni  24 — Sept.  3:  Beobachtung  des  Sternes  rj  Urs. 
maj.  im  4.  Vertical  am  gebrochenen  Passageninstrument  von 
Pistor  und  Martins;  Beobachter  und  Rechner:  Helmert; 

7)  4  868  Juli  22  —  October  27:  Messung  der  Zenithdistanzen 
von  Polaris  und  9  Südsternen  in  der  Nähe  des  Meridians  am 
4  0zölligen  Universalinstrument  der  Sächsischen  Gradmessung; 
Beobachter:  Helmert,  Bearbeiter:  Albrecht;  Beobachtungsort: 
Pleissenburg,  Pfeiler  B ; 

8)  4869  Januar  43— September  30;  4870  Juni  4  4— Juli  25: 
Beobachtungen  von  a  Persei,  i  und  rj  Urs.  maj.  im  4.  Vertical 
am  Passageninstrument  von  Ramsdbn;  Beobachter  und  Rechner: 
Leppig. 

Nach  dieser  Bestimmung  trat  eine  längere  Pause  ein.  Offen- 
bar sah  E.  Bruhns  den  erlangten  Werth  als  ausreichend  sicher 
an.   Die  Einwürfe,  die  sich  indessen  gegen  die  Bestimmungen 
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bis  4870  erheben  Hessen,  waren  die  Veranlassung  zu  der  fol- 
genden Reihe : 

9)  4  885  April  4  6  —  4  886  April  2 :  Messungen  der  Zenith- 
distanzen  von  Süd-  und  Nordsternen  in  der  Nähe  des  Meridians 
am  WANSGHAFp'schen  Universalinstrument;  Beobachter  und  Rech- 
ner: ScHNAODBR. 

Sämmtliche  neun  Reihen  lagen  fertig  reducirt  vor  und  zwar 
waren  die  erforderlichen  Sternörter  entnommen  worden  bei 
Nr.  7  und  9  dem  Fundamentalcatalog  der  Astronomischen  Ge- 
sellschaft, bei  den  übrigen  dem  betreffenden  Berliner  Jahrbuch, 
mit  Ausnahme  von  acht  Sternen  der  5.  Reihe,  bei  welchen  der 
British  Association  Catalog,  der  Armagh-  und  der  Radcliffe- 
catalog  benutzt  wurden.  Bisweilen  erhielten  diese  Oerter  wieder 
Gorrectionen  nach  neueren  Bestimmungen,  so  dass  in  dieser 
Hinsicht  das  gesammte  Material  ungleichmassig  behandelt  er- 
scheint. 

Um  nun  diese  neun  Reihen  nach  Möglichkeit  auszunutzen 
und  unter  einander  vergleichbar  zu  machen,  wurden  von  mir  auf 
den  Vorschlag  des  jetzigen  Directors  der  Leipziger  Sternwarte, 
des  Herrn  Prof.  Bruns,  die  Reihen  4 — 6  und  8,  soweit  es  anging, 
auf  den  Fundamental-Gatalog  reducirt;  die  Resultate  dieser  Neu- 
reduction  sind  in  den  weiterhin  folgenden  Abschnitten  mit- 
getheilt.  Die  Reihe  Nr.  7,  als  definitiv  bearbeitet  und  bereits 
publicirt,  ist  dabei  ganz  unverändert  geblieben;  bei  den  übrigen 
wurde,  mit  Ausnahme  von  Reihe  9,  weitgehende  Rücksicht  auf 
die  Behandlung  genommen,  die  der  betreffende  Beobachter  (oder 
auch  Berechner)  den  Beobachtungen  hat  angedeihen  lassen; 
einerseits  war  bei  den  früheren  Bearbeitern  eine  vollständigere 
Kenntniss  aller  Nebenumstände  vorauszusetzen,  andererseits 
waren  bei  den  älteren  Reihen  die  Originalzahlen  nebst  den  da- 
zugehörigen Bemerkungen  theils  nicht  mehr  vorhanden,  theils 
auch  nicht  mehr  mit  voller  Sicherheit  zu  interpretiren.  Die  Ver- 
antwortlichkeit für  die  Richtigkeit  der  Rechnungen,  die  nicht 
vom  Verfasser  dieser  Arbeit  herrühren,  bleibt  daher  dem  da- 
maligen Rechner  überlassen. 

Ein  wesentlicher  Beitrag  zur  Beurtheilung  der  4.,  5.,  6., 
8.  Reihe  besteht  in  einer  Anzahl  von  handschriftlich  vorliegenden 
Bemerkungen,  die  Herr  Prof.  Hblmert  im  Jahre  4884,  zum  Theil 
nach  dem  Gedächtniss,  zusammengestellt  hat.  Ein  Theil  davon, 
ebenso  wie  die  sonstigen  schriftlichen  oder  mündlichen  Angaben, 
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die  noch  zu  erlangen  waren,  ist  im  Folgenden  mit  nur  unwesent- 
lichen Aenderungen  benutzt  worden. 

Bei  der  \ .,  2.,  3.,  7.  Reihe  kann  schon  aus  dem  Grunde  von 
einer  erschöpfenden  Wiedergabe  der  Beobachtungen  abgesehen 
werden,  da  dieselben  bereits  veröffentlicht  sind;  desgleichen  bei 
den  Reihen  4,  5,  6,  8,  weil  diese,  wie  auch  die  2.,  als  Beobach- 
tungen im  4.  Vertical,  in  dem  zu  diesem  Zwecke  bestimmten 
Südzimmer  der  Sternwarte  angestellt  worden  sind,  und  dieses 
Südzimmer  zu  Beobachtungen,  die  während  3 — 4  Stunden  eine 
unveränderte  Aufstellung  des  Instrumentes  verlangen,  schlechter- 
dings ungeeignet  ist;  so  war  unter  Anderem  nach  Herrn  Prof. 
Hblmert's  Erinnerung  kein  Schutz  der  Pfeiler  gegen  die  Sonnen- 
strahlen vorhanden,  obgleich  die  Sonne  durch  drei  Fenster  von 
4  m  Höhe  und  \  m  Breite  von  SO.,  S.  und  SW.  her,  ausser  im 
Hochsommer,  stundenlang  auf  die  Pfeiler  scheinen  konnte.  Ausser- 
dem besteht  in  diesem,  mit  ziemlich  flachem  Dache  versehenen 
Zimmer  eine  tägliche  Temperaturschwankung,  die  der  äusseren 
mindestens  gleichkommt.  Zweifellos  ist  merauf  mit  die  Ver- 
änderlichkeit des  Azimuths  der  Südzimmerinstrumente,  sowohl 
von  Tag  zu  Tag,  als  auch  wahrend  der  Beobachtung  selbst  zu- 
rückzuführen. Dazu  kommt  noch,  dass  bei  den  Beobachtungen 
im  4 .  Vertical  die  Zeitangaben  von  einer  minderwerthigen  Uhr 
(Sryffert)  abhingen,  und  dass  es  ferner  damals  üblich  war,  diese 
Uhr,  auch  an  längeren  Beobachtungsabenden,  nur  einmal  vermit- 
telst einer  Taschenuhr  mit  der  Normaluhr  (Fraunhofer),  bisweilen 
noch  mit  Tiedb  336,  zu  vergleichen  und  den  Gang  und  Stand 
dieser  beiden  wieder  mit  Hülfe  der  von  Kngelmann  aus  directen 
Zeitbestimmungen  für  jeden  Sonnabend  interpolirten  Uhrcorrec- 
tionen  zu  ermitteln.  Die  Beobachter  selbst  hatten  Grund  zu  ver- 
muthen,  dass  die  zur  Reduction  benutzten  durchschnittlichen 
GUnge  nicht  ausreichend  mit  den  während  der  Beobachtungen 
selbst  bestehenden  übereingestimmt  haben. 

Von  den  noch  nicht  veröffentlichten  Reihen  wird,  des  In- 
teresses wegen,  welches  sie  bietet,  nur  die  Wiedergabe  der 
neunten  vollständig  erfolgen. 

Reihe  Nr.  1, 

Die  erforderlichen  Angaben  über  das  Instrument  und  seine 
Untersuchung,  über  Methode  und  Berechnung  der  Beobachtungen 
findet  man  in  der  oben  genannten  Gratulationsschrift  von  Bruhns. 
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Die  Positionen  der  benutzten  Sterne  sind  sämmtlich  im  F.d. 
enthalten ;  um  die  Beobachtungen  auf  diesen  zu  reduciren,  wurde 
hier,  wie  weiterhin  immer  in  ähnlichen  Fällen,  folgendes  Ver- 
fahren eingeschlagen:  aus  dem  F.  G.  wurden  mittlere  Oerter  für 
die  beiden  die  Beobachtungsepoche  einschliessenden  Jahresan- 
fänge berechnet  und  mit  den  zugehörigen  Angaben  des  betreffen- 
den Cataloges  verglichen ;  aus  den  sich  ergebenden  Unterschieden 
(=  dd)  wurden  durch  geradlinige  Interpolation  Correctionen  für 
die  Beobachtungszeiten  selbst  hergeleitet. 

Die  für  die  vorliegende  Reihe  notwendigen  Grössen  dö, 
im  Sinne  F.  C.  —  Berl.  Jahrb.  verstanden,  sind: 


4  863.0 

1864.0 

1865.0 

4  866.0 

a  Urs.  min.     . 

dd  =  +  0'/03 

+  0'.'02 

+  o:'o2 

+  0'.'02 

d  Urs.  min. 

+  1.47 

+  1.19 

+  1.24 

+  1.23 

ß  Urs.  min.     . 

— 

+  1.65 

+  4.69 

— 

a  Bootis  .    .    . 

—  4.25 

—  1 .25 

—  1.28 

— 

a  Coronae  .    . 



—  1.33 

—  1.36 

— 

a  Tauri  .    .    . 

—  1.30 

—  1.32 

— 

— 

ß  Orionis    .    . 

—  0.33 

—  0.34 

— 

— 

a  Orionis    .    . 

+  0.04 

+  0.06 

— 

— 

a  Can.  maj.    . 

—  1.67 

—  1.79 

— 

— 

a  Can.  min.    . 

—  0.65 

—  0.68 

— 

— 

ß  Gemin. 

—  0.11 

—  0.10 

— 

— 

a  Serp.  .    .    . 

—  1.25 

—  1.26 

— 

— 

a  Oph.    .    .    . 

—  1.53 

—  1.55 

— 

— 

a  Lyrae  .    . 

—  0.73 

—  0.72 

— 

— 

Die  Beobachtungen  von  a  Urs.  min.  in  der  (westlichen)  Digression 
erfordern  auch  die  Rectascensionsunterschiede  (=rfa);  man  er- 
hält in  analoger  Weise  wie  bei  der  Declination : 


a  Urs.  min.     .    rfa  =  +  0!501    +  0?526  |  +  0?551  .  +  0*571 


Wie  bei  Bruhns,  so  sind  auch  hier  die  Beobachtungen  in 
nur  einer  Lage  des  Instrumentes  unterdrückt  worden ;  aus  den 
übrigen  erhält  man  (nach  Verbesserung  mehrerer  augenfälliger 
Druckfehler  auf  Seite  17,  18  und  21  jener  Gratulationsschrift) 
folgende  Werthe  für  die  Polhöhe  </>  des  Standortes : 
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a  Urs.  min.  0.  G. 
4  863  Febr.  44    q>  =  54°  20'  5'.'48 


47 

5.68 

48 

7.07 

22 

4.80 

4864  Juni      6 

4.77 

8 

7.47 

y  =  54°20'5'.'88 
a  Urs.  min.  U.  G. 


4  863  Febr.  4  3 

6'.'54 

22 

4.04 

1864  Mai       4 

6.70 

42 

6.36 

Juni      7 

8.36 

8 

8.04 

1865  März  49 

6.86 

6'.'69 

a  Urs.  min.  Digr. 

4  863  Febr.  4  2  5'.'75 

4865  März  49  7.27 

24  5.46 

22  4.99 


5'.'79 

<JUrs. 

min. 

U.  C. 

4  863  Febr.  4  7 

6!'4  9 

48 

6.46 

20 

6.80 

•24 

6.92 

M»rz     5 

6.48 

4865  Mürz  24 

5.16 

22 

6.45 
6'/35 

. 

/»Urs. 

min. 

O.G. 

4864  Mai     42 

6'.'4  0 

Juni      7 

7.4  7 

42 

6.10 

6'.'46 
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a  Bootis 

4863  Febr.  22    cp  =  51°  20'  5776 

4  864  Mai       4  6.54 

42  5.47 


5784 

a  Coronae 

4864  Mai       4 

6780 

42 

5.77 

Juni      7 

3.86 

42 

5.64 

5752 

a  Tauri 

4863  Febr.  20 

274  7 

22 

7.02 

März     5 

6.09 

5709 

ß  Orionis 

4  863  Febr.  22 

4739 

März     5 

4.93 

4766 

a  Orionis 

4  863  Febr.  20 

7749 

24 

5.90 

22 

6.4  4 

März     5 

4.77 

5799 

a  Lyrae 

4863  Febr.  24 

7762 

März     4 

7.42 

7737 

Nur  einmal  beobachtet  sind  folgende  Sterne : 

4863  Febr.  20  ß  Gemin.     cp  =  54°  20'  5749 

24  a  Gan.  maj.  6.98 

24  a  Can.  nrin.  7.93 

24  a  Serp.  .        6.53 

24  «Oph.  5.90 

6754 

Malli.-phji.  Clwe«.  18W.  4  8 
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Hit  diesen  Zahlen  gestaltet  sich  nach  Bruhns  die  weitere 
Rechnung  zur  Ableitung  eines  Endresultates  wie  folgt : 

9,  =  54°20'  Gew. 

Nordsterne :   a  Urs.  min .  6?1 2  4  7 

<J  Urs.  min.  6.35  7 

ß  Urs.  min.  6.46  3 

Südsterne:     ß  Gemin.  5.49  \ 

a  Gan.  maj.  6.98  4 

a  Gan.  min.  7.93  4 

a  Serp.  6.53  4 

et  Oph.  5.90  4 

a  Tanri  5.09  3 

/?  Orionis  4.66  2 

er  Orionis  5.99  4 

a  Bootis  5.84  3 

a  Goronae  5.52  4 

aLyrae  7.37^  2 

Mittel  nach  Gewicht  aus  Nordsternen:  6'.'27  27 

aus  Südsternen :  5.88  23 


im  Mittel:      6'/ 09         50 

Polhohe  <Z>  des  Gentrums  der  Sternwarte 

O>  =  +  54°20'6'.'00. 

(Nebenbei  möge  hier  bemerkt  werden,  dass  der  Kürze  wegen, 
wie  eben,  so  auch  fernerhin  bedeuten  sollen : 

(p  =  die  Polhöhe  des  Standortes, 

O  ==  die  Polhöhe  des  Centrums  der  Sternwarte.) 

Um  den  Einfluss  der  Biegung  zu  untersuchen,  oder  um 
letztere  besser  zu  eliminiren,  könnte  man  die  Mittelbildung  etwa 
folgendermassen  vornehmen  : 

Der  Unterschied  zwischen  der  grössten  und  der  kleinsten 
der  nach  Norden  gemessenen  Zenithdistanzen  beträgt  4  8°  40', 
das  Mittel  aller  34°  40';  nach  Süden  sind  die  entsprechenden 
Grössen  67°  50'  und  38°  50',  diese  beiden  werden  aber,  wenn 
man  die  Beobachtungen  der  3  Sterne  a  Lyrae,  a  Canis  majoris 
und  /*  Orionis  weglässt:  22°  40'  und  35°  50',  nahern  sich  also 
merklich  den  entsprechenden,  für  Nord  giltigen  Zahlen.  Ohne- 
hin ist  die  Beobachtung  dieser  3  Sterne  unsicherer  wegen  ihrer 
Zenith-,  resp.  Horizontnahe,  wie  sich  spater  ergeben  wird. 
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Nimmt  man  dann  die  Werthe  der  Polhöhe  ans  den  beiden 
Culminationen  und  der  Digression  des  Polsternes  als  gleich- 
berechtigt und  als  für  eine  mittlere  Zenithdistanz  gültig  an,  so 
erhält  man  durch  einfaches  Mittelnehmen: 

aus  den  Sttdslernen:    cp  =  54°  20'  5'/99  ±  0732, 
»      »   Nordsternen:  <p  =  &\    20   6.34  ±  0.44, 

welche  beiden  Zahlen  noch  etwas  näher  zusammen  liegen,  als 
die  entsprechenden  früheren ;  aus  ihnen  würde  als  Polhöhe,  in 
naher  Uebereinstimmung  mit  dem  eben  gefundenen  Werthe  her- 
vorgehen : 

<D  =  54°  20;  6706. 

Nach  alledem  scheint  der  Einfluss  der  Biegung  nur  ein 
geringer  zu  sein. 

Dass  die  Reduction  auf  den  F.  C.  die  Uebereinstimmung 
der  Beobachtungen  untereinander  gebessert  hat,  erhellt  aus  Fol- 
gendem. Zunächst  findet  man  als  mittleren  Fehler  einer  Stern- 
breite, ohne  Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  Beobachtungen: 

nachBRUHNs:      ±0795, 
nach  dem  F.  C:  ±0.89. 

Der  Grund  für  den  geringen  Unterschied  liegt  hauptsächlich 
in  den  grossen  Abweichungen ,  welche  in  beiden  Fällen  die  Be- 
obachtungen der  3  Sterne  a  Lyrae,  a  Canis  majoris  und  ß  Orionis 
verursachen ;  unterdrückt  man  dieselben  auch  hier  wieder,  so 
kommt  als  mittlerer  Fehler: 

nach  Bruhns:       ±  0786, 
nach  dem  F.  C:  ±  0.57. 

Eine  Untersuchung  der  Beobachtungen  auf  periodische  Fehler 
der  Kreistheilung  ergab  zu  vernachlässigende  Beträge  für  die- 
selben. 

Reihe  Nr.  2. 

Wegen  näherer  Angaben  über  das  Instrument  und  die  Be- 
obachtungen ist  wiederum  auf  die  mehrfach  erwähnte  Gratula- 
tionsschrift zu  verweisen. 

Für  die  Neureduction  kann  man  sich  damit  begnügen,  die 
Gorrection  der  Declination  von  r\  Urs.  maj.  für  die  Epoche  der 
Beobachtung  zu  ermitteln;  man  findet  dd  =  —  0721 ;  dies  liefert: 

r/)  =  54o20'  5734  ±0742 

43» 
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und  nach  Anbringung  von  +  0'/33  als  Reduction  von  dem  ge- 
meinsamen Parallel  der  Südzimmerpfeiler  auf  den  des  Centrums 
der  Sternwarte : 

<p  =  5*°20'5:'67. 


Reihe  Nr.  3. 

Unter  seinen:  »Beobachtungen  am  Meridiankreise  der  Leip- 
ziger Sternwarte  ((führt  Engelmann  auch  eine  Polhöhenbestimmung 
auf  (Seite  42  u.  f.);  über  das  erlangte  Resultat  sagt  er  (Seite  46): 
»Man  darf  annehmen,  dass  das  Mittel  der  hier  aufgeführten  Werthe 
von  q>,  nämlich : 

<D=5*°20'  6706, 

schon  der  Wahrheit  recht  nahe  kommen  und  namentlich  von 
Biegung  grösstenteils  befreit  sein  \\erde. « 

Die  Biegung  ist  allerdings  nur  in  einer  mehr  summarischen 
Weise  durch  zweckmässige  Anordnung  der  Beobachtungen  zu 
eliminiren  gesucht  worden,  da  definitive  Biegungscoöfficienten 
nicht  bekannt  waren.  Da  die  Zenithdistanzen  sich  über  einen 
Bogen  von  etwa  4  70°  vertheilen,  so  dürften  diese  Meridiankreis- 
beobachtungen  erneuter  Beachtung  werth  sein;  unter  den  56 
namentlich  aufgeführten,  zahlreich  beobachteten  Sternen  gehören 
53  dem  F.  C.  an,  die  3  übrigen  e  Bootis,  1 879  1 2-Y-Catalog  und 
79  Draconis  sind  bei  der  Neureduction  weggeblieben.  Das  Re- 
sultat selber  beruht  auf  mehr  als  2000  Beobachtungen. 

Berücksichtigt  man,  dass  Engelmann  die  AuwEBs'schen  Cor- 
rectionen  für  die  Sterne  des  Berliner  Jahrbuchs  hach  Nr.  1 550 
der  Astronomischen  Nachrichten  bereits  angebracht  hat,  so  er- 
geben sich  für  die  in  Rede  stehenden  53  Sterne  folgende  Reduc- 
tionen  auf  den  F.  G.  Diese  Grössen  gelten  für  1 867.0,  welcher 
Zeitpunkt  der  Mitte  der  Beobachtungsepoche  entspricht. 

a  Andromedae  —  0''40 

y  Pegasi  —  0.39 

a  Cassiopejae  +  0.33 

a  Ursae  minoris  +  0.05 

a  Arietis  —  0.80 

a  Ceti  —  0.31 

a  Persei  +  0.35 

a  Tauri  —  0.90 


a  Aurigae 
ß  Orionis 

—  0'/35 

—  0.53 

ß  Tauri 
a  Orionis 

—  0.02 

—  0.64 

a  Ganis  majoris 
a  Geminorum 

—  IM 

—  \A\ 

a  Ganis  minoris 

—  0.33 

ß  Geminorum 

-  0.20 
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a  Hydrae 

a  Leonis 

a  Ursae  majoris 

ß  Leonis 

y  Ursae  majoris 

a  Virginis 

rj  Ursae  majoris 

a  Bootis 

a4  Librae 

ß  Ursae  minoris 

a  Goronae 

a  Serpentis 

a  Scorpii 

cc  Herculis 

a  Ophiucbi 

y  Draconis 

d  Ursae  minoris 

a  Lyrae 

y  Aquilae 


—  0'.'66 

—  0.63 
+  0.60 

—  0.76 
+  0.12 

—  0.54 
+  0.43 

—  0.70 

—  1.02 
+  1.20 

—  0.67 

—  1.45 

—  0.69 

—  0.84 

—  4.33 
+  0.28 
+  0.62 

—  0.06 

—  0.82 


et  Aquilae 

—  0I'64 

ß  Aquilae 

—  0.44 

a*  Capricorni 

—  0.84 

a  Cygni 

—  0.48 

ol  Cephei 

+  0.99 

ß  Cephei 

+  4.25 

a  Aquarii 

—  4.44 

ol  Piscis  australis 

;  —  4.29 

a  Pegasi 

—  0.94 

jti  Herculis 

—  0.35 

ß  Lyrae 

+  0.43 

r*  Aquilae 

—  4.44 

32  Vulpeculae 

—  0.92 

5  cygai 

—  0.22 

e  Ursae  minoris 

—  0.4  9 

l  Ursae  minoris 

—  0.08 

41  Cephei 

+  4.20 

t  Cephei 

+  0.30 

Durch  Anbringung  dieser  Reductionen  ergiebt  sich,  genau 
nach  Engelmann's  Vorgange,  folgende  Tabelle: 


B.W 


a  Andromedae  . 
y  Pegasi.    .    .    . 
a  Cassiopae    .    . 
a  Ursae  minoris  O 
»  U 

u  Arietis 
a  Ceti.   .    . 
«  Persei .    . 
a  Tauri  .    . 
a  Aurigae  . 
ß  Orionis    . 
ß  Tauri  .    . 
et  Orionis   . 
et  Canis  majoris 
a  Geminorum 
a  Canis  minoris 
ß  Geminorum 
a  Hydrae   .    . 


C. 
C. 


6'.'99 
7.02 
7.64 
7.94 
7.22 
6.88 
6.55 
6.75 
6.93 
6.93 
7.26 
7.43 
6.93 
6.84 
6.56 
6.67 
6.96 
6.89 


4'/20 
3.80 
5.26 
5.94 
5.67 
3.67 
3.20 
4.22 
4.62 
4.09 
3.75 
3.84 
2.99 
3.28 
3.70 
3.04 
3.83 
3.65 


4'/26 
4.10 
4.37 
5.54 
4.82 
4.47 
4.57 


6?22 
5.82 
6.66 
8.28 
7.65 
6.94 
6.76 
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B.W. 


a  Leonis 

a  Ursae  majoris  0.  C. 

»  U.  C. 

ß  Leonis 

y  Ursae  majoris  0.  C. 

U.  C. 

a  Virgin  is 

rj  Ursae  majoris  0.  C. 

»  U.  C. 

a  Bootis 

a'Librae 

ß  Ursae  minoris    .    . 

a  Goronae 

a  Serpentis  .... 

a  Scorpii 

a  Herculis 

a  Ophiuchi  .... 
y  Draconis  .... 
d  Ursae  minoris  0.  C. 

»  U.  C. 

a  Lyrae 

y  Aquilae 

«         »       

ß%    '    

a  Capricorni .... 

et  Cygni 

a  Gephei 

ß        •        

a  Aquarii 

a  Piscis  australis  .    . 

ö  Pegasi 


677a 
IM 
8.36 
6.97 
7.24 
7.04 
6.45 
7.09 
6.33 
7.25 
6.86 
7.37 
6.84 
7.22 
8.58 
7.15 
7.47 
7.49 
7.90 
7.25 
7.62 
6.55 
6.64 
6.57 
6.33 
6.89 
7.59 
7.22 
6.55 
7.89 
6.88 


3769 
4.69 
7.30 
3.49 
4.70 
8.54 
2.71 
4.92 
8.24 
3.94 
3.40 
5.42 
4.09 
3.52 
4.22 
3.46 
3.50 
4.64 
5.98 
5.24 
4.31 
3.43 
2.95 
3.30 
3.62 
5.4  4 
4.89 
4.46 
3.45 

3.25 


3'.'34 
4.40 
6.64 

4.06 
7.44 
5.00 
4.82 
6.76 
5.09 
5.26 
4.92 
5.43 
4.64 
4.87 
4.73 
4.79 
4.90 
4.94 

4.62 
4.33 
4.36 
4.77 
4.73 
4.48 
4.34 
4.76 
4.60 

4.22 


9'/83 


8.52 
6.04 
7.24 
7.50 
6.83 
6.44 
7.57 
6.95 
6.50 
7.64 
7.45 
6.33 
8.05 
8.53 

6.96 
6.69 
6.28 
6.74 
4.87 
6.26 
6.24 

5.46 
6.4  4 
6.62 


Hierin  sind  durch  die  Buchstaben  A  undB  die  beiden  Kreise, 
durch  O  und  W  die  beiden  Lagen  des  Klemmarmes  der  Axe  ge- 
kennzeichnet. 

Die  Uebereinstimmung  innerhalb  der  einzelnen  Rubriken 
ist  nach  der  Reduction  auf  den  F.  G.  eine  wesentlich  bessere  als 
vorher,  da  der  mittlere  Betrag  der  Abweichungen  vom  jedes- 
maligen Mittel  von  =b  0'/6  auf  dr  074  sinkt. 

Aus  der  Verbindung  der  directen  und  reflectirten  Beobach- 
tungen folgt  nachstehendes  Tableau : 
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A.W 


B.  0. 


A.  0. 


B.W. 


a  Andromedae 

y  Pegasi  .    . 

a  Arietis  .    . 

a  Bootis   .    . 

et  Coronae    . 

a  Herculis    . 

a  Ophiuchi  . 

a  Lyrae    .    . 

fi  Herculis    . 

ß  Lyrae    .    . 

u  Aquilae 
32  Vulpeculae 

t  Gygni    .    . 

Polaris  0.  C. 
>       U.  C. 

d  Ursae  minoris  0.  C. 
»  Ü.C. 

ß  Ursae  minoris 

a  Gephei  .    . 

ß       »       •    . 

€  Ursae  minoris 

X  Ursae  minoris 
14  Gephei  .    . 

i  Gephei  .    . 

Wie  bei  Engklm 


5790 
6.ÖW 
5.74 
5.53 

8.49 


5.94 

6.47 
7.04 
6.31 
7.88 

6.79 
6.46 
6.71 

6.80 


574  6 

5.41 
5.40 
4.59 
5.23 
5.63 
5.30 


5.63 
5.52 

6.42 
6.03 


4765 

4.83 
3.88 
5.44 
4.81 

4.78 
5.20 
6.77 

4.97 

5.03 
5.34 
5.02 
5.38 

6.70 
5.65 
5.39 

6.37 
6.40 


ann7  so  sind  auch  hier  die  Beobachtungen 
gewisser  Sterne  in  der  unteren  Gulmination  unterdrückt  worden. 
Die  Bedeutung  der  Zahlen  in  der  folgenden  Zusammen- 
stellung geht  aus  den  Ueb  er  Schriften  hervor;  die  Zahlen  selbst 
sind  durch  einfaches  Mittelbilden  aus  den  beiden  vorhergehenden 
Tafeln  entstanden ;  die  Buchstaben  D  und  R  bezeichnen  die  di- 
recten  und  reflectirten  Beobachtungen. 


A.W. 


B.  o. 


A.  0. 


B.W. 


südl.  Sterne  D. 
nördl.     »       D. 

südl.       r>       R. 
nördl.     »      R. 

Mittel  D. 
Mittel  R. 

D.  +  R. 
3 


6795 

3767 

4757 

7.41 

5.13 

4.68 

6.28 

5.16 

5.01 

6.81 

5.75 

5.78 

7.48 

4.40 

4.62 

6.54 

5.45 

5.39 

6.86 

4.92 

5.00 

6'.'44 
7.52 


6,98 


6.98 
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Daraus  endlich  ergiebt  sich  für  Kreis  A:  <jp  =  5'/93,  für 
Kreis  B:  r/)  =  5'/95,  also  folgt,  da  die  Polhöhe  des  Meridiankreises 
mit  der  des  Sternwartencentrums  identisch  ist  : 

<Z>  =  54°20'  5'.'94. 

Reihen  Nr.  4  and  5. 

Im  Jahre  1 866  führte  Bruhns  eine  der  Reihe  Nr.  2  ganz  ana- 
loge aus,  und  zwar  benutzte  er  dazu  ein  Passageninstrument  von 
Utzschnbider  und  Libbherr.  Da  dasselbe  auch  Herrn  Professor 
Helhert  bei  seiner  im  darauffolgenden  Jahre  unternommenen, 
ausgedehnteren  Breitenbestimmung  (Reihe  Nr.  5)  gedient  hat,  so 
mögen  hier  die  nothwendigsten  Angaben  folgen. 

Das  Instrument  besitzt  ein  gerades,  centrisches  Fernrohr, 
die  Objectivöffnung  beträgt  67  mm,  die  Brennweite  81  cm,  die 
Vergrösserung  war  120fach,  das  damals  vorhandene  Fadennetz 
bestand  aus  5  Gruppen  von  je  5  Fäden,  die  Abstände  vom  Hittel- 
faden waren  von  früheren  Beobachtungen  her  bekannt.  Das  In- 
strument selbst  war  im  Südzimmer  zwischen  zwei  gemauerten 
Pfeilern  aufgestellt. 

Den  Werth  eines  Niveautheils  nahm  Herr  Professor  Hblmert 
für  die  Reduction  der  beiden  Reihen  zu  V/65  an;  na#h  deren 
Beendigung  fand  Engelmann  den  Werth  4768  zb  0'.'05,  was  keinen 
Anlass  zu  Aenderungen  gab. 

Zunächst  möge  die  Reihe  Nr.  4  erledigt  werden. 

Der  Stand  der  SEYFFBRT'schen  Uhr  ist,  wie  immer,  für  jeden 
Abend  durch  einmalige  Vergleichung  mit  der  Normaluhr  erhallen 
worden ;  als  Uhrgang  wurde  der  Mittelwerth  aus  der  Zeit  1 866 
Mai  24  bis  Juni  27  mit  +  4008 :  37  in  Rechnung  gestellt. 

Die  BRiHNs'schen  Beobachtungen  beziehen  sich  wiederum 
nur  auf  den  einen  Stern  rj  Urs.  maj.;  die  Grössen  cp  —  <5,  die 
sich  für  die  einzelnen  Tage,  nach  Reduction  auf  den  F.  G.  er- 
geben, sind: 


L  ■ 

Gewicht  nach  der 

4866       q>  = 

=  51°  80' 

Anzahl  der  Fädenpaare 

Mai  21 

r:\  3 

4 

Juni    8 

6.26 

5 

9 

5.25 

5 

20 

5.37 

5 

24 

4.84 

5 

23 

4.92 

5 

25 

4.29 

4 

27 

4.67 

• 

5 
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Herr  Professor  Helmbrt  hat  nun  hier,  wie  auch  später  immer, 
in  doppelter  Weise  Gewichte  für  die  Tagesresultate  gebildet: 
einmal  nahm  er  die  Gewichte  gleich  der  Anzahl  der  Paare  an, 
die  sich  aus  den  Antritten  an  dieselben  Faden  in  Ost  und  West 
bilden  Hessen;  diese  Gewichte  wurden  entsprechend  erhöht, 
wenn  einzelne  Fäden  bei  einer  Reihe  übrig  blieben.  Für  die 
Xeureduction  sind  diese  Gewichte,  die  mit  der  Anzahl  der  Fäden 
bis  85  gehen  können,  in  Anbetracht  der  5  Fädengruppen  auf  die 
Zahlen  4 — 5  abgerundet  worden.  Zuweilen  aber  bildete  er  Ge- 
wichte nach  den  mittleren  Abweichungen  der  aus  diesen  Paaren 
folgenden  Grössen  <p — d  von  ihrem  Mittel werthe;  für  denselben 
Stern  unterscheiden  sich  diese  Abweichungen  und  damit  die 
daraus  folgenden  Gewichte  an  den  verschiedenen  Beobachtungs- 
tagen nur  wenig  von  einander.  Zufällige  gute  Uebereinstimmung 
bei  wenigen  Fäden  liefert  allerdings  in  einigen  Fällen  ein  grösse- 
res Gewicht;  dem  Resultate  ist  indessen  aus  anderen  Gründen 
weniger  Vertrauen  zu  schenken.  Bei  der  Neureduction  blieb 
diese  zweite  Art  von  Gewichten  unbeachtet. 

Im  vorliegenden  Falle  giebt  die  Mittelbildung  ohne  Gewichte: 

Mittelbildung  mit  Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  Fädenpaare  da- 
gegen 

9>  =  +  51°20'  5'.'32. 

In  den  Tagesresultaten  der  BRUHNs'schen  Reihe  spricht  sich 
in  ziemlich  auffälliger  Weise  ein  Gang  aus;  möglicherweise  liegt 
der  Grund  in  dem  Einfluss  von  Pfeilerschwankungen  täglicher 
Periode,  die,  bei  der  nach  und  nach  von  \  0h  bis  7h  Abends  vor- 
rückenden Beobachtungszeit,  durch  vorausgegangene  Bestrah- 
lung der  Pfeiler  in  immer  anderer  Weise  auf  die  Beobachtungen 
einwirken  würden.  Aus  diesem  Grunde  ist  von  einer  Berück- 
sichtigung der  Gewichte  abgesehen  und  das  einfache  Mittel 
benutzt  worden;  man  erhält  das  mit  dem  der  zweiten  Reihe 
identische  Resultat: 

©  =  +  54°  20'  5:'67. 

Eine  Vorstellung  über  das  Verhalten  der  Instrumentalfehler 
erhält  man  aus  dieser  Reihe  nicht,  da  Azimuthund  Neigung  mehr- 
mals geändert  wurden ;  wohl  aber  erhält  man  eine  solche  bei 
der  nun  zu  erörternden  Reihe  Nr.  5. 
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Diese  Reihe  ist  an  30  Tagen  in  der  Zeit  von  4867  Febr.  24 
bis  Mai  25  ausgeführt  worden;  die  4  4  beobachteten  Sterne  sind: 
a  Persei,  46  und  57  Aurigae,  B.  A.  C.  2379,  3083,  3949,  4556, 
24  Lyncis,  Radcliffe-Catalog  2458,  rj  Urs.  maj.,  43  Bootis;  die 
damals  zur  Verfügung  stehenden  Oerter  entstammen  theils  direct 
dem  Berliner  Jahrbuch,  dem  Radcl.-Cat. ,  dem  B.  A.  C,  dem 
Armagh-Gat.,  theils  sind  an  diese  Catalogpositionen  wieder  Cor- 
rectionen  angebracht  worden.  Diese  Catalogpositionen  beruhen 
auf  Messungen,  die  etwa  zwei  Jahrzehnte  vor  der  Beobachtungs- 
epoche der  Reihe  Nr.  5  angestellt  wurden;  jene  der  Neureduction 
dagegen  auf  solchen,  deren  Epochen  sich  nur  um  wenige  Jahre 
davon  unterscheiden. 

Die  zur  Bestimmung  der  Polhöhe  verwendeten  neuen  Decli- 
nationen,  reducirt  auf  4867.0,  enthält  die  folgende,  nach  Sternen 
und  Gatalogen  geordnete  Tabelle : 


1867.0 

F.  C. 

Br.  A. 

Grdm. 

Pulk. 

«  Persei     .    . 

d  =  +  49°  23' 

5'/96 

5'.'83 

6'/05 

■i 

46  Aurigae    . 

+  49   24 

6.59 

6.75 

— 

6726 

57        » 

+  48   55 

— 

33.69 

— 

33.90 

2379  B.  A.  C. 

+  49    44 

— 

— 

— 

53.28 

24  Lyncis  .    . 

+  49   28 

— 

48.42 

48.29 

48.57 

3949  B.  A.C. 

+  54    24 

— 

— 

— 

48.64 

rj  Urs.  maj.    . 

+  49    58 

40.79 

40.44 

40.80 

■ — 

43  Bootis  .    . 

+  50      5 

— 

45.83 

46.04 

44.84 

Darin  bedeutet  F.  C.  wie  früher  den  Fundamentalcatalog, 
Br.  A.  den  Sterne  atalog  in:  »Neue  Reduction  der  BiuDLEY'schen 
Beobachtungen  ....  von  A.  Aiwbrs«;  Grdm.:  den  Sterncatalog 
in:  »Die  Declinationen  der  bei  der  Gradmessung  zu  Breiten- 
bestimmungen benutzten  Fixsterne,  von  C.  Bruhns«  (3.  Anhang 
zum  Bericht  über  die  3.  allgemeine  Conferenz  der  Europäischen 
Gradmessung i ;  Pulk.:  den  Sterncatalog  in:  » Observation  de 
Poulcova,  publikes  par  Otto  Struvb.  Vol.  VIII«.  Nur  für  die  drei 
Sterne  2458  Radcl.,  3083  und  4556  B.  A.  C.  waren  keine,  den 
obigen  äquivalenten  Declinationen  aufzufinden. 

Die  aus  den  HELMKrr'schen  Beobachtungen  folgenden  Grössen 
q>  —  ö  findet  man  für  alle  4  4  Sterne  in  der  nächsten  nach  Datum 
und  Sternen  geordneten  Tabelle: 
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4  867  a  Persei 

Febr.  24  +4°  56'  59!'40  4 

März  43  57     4.39  4 

82  0.47  5 

4867  46Aurigae 

Febr.  24  +4°  58'  58'/48  4 

März     2  59     0.24  5 

4  867  5  Aurigae 

Febr.  24  +2°  24' 3 4 '.'20  2 

März     2  32.30  5 

4867  2379  B.  A.C. 

Febr.  24  +  4°  38' 43'.'42  2 

Mürz     2  43.64  2 

4867  24  Lyncis 

Febr.  24  +4°54'47'.'48  5 

März     2  48.09  5 

4867  3083  B. A.C. 

März  25  —  0°    0'  58V80  4 

29  4      0.08  2 

30  0   59.57  2 
34  59.39  2 

4  867  2458Badcliffe 

März  28  +  0°40'  57'/45  3 

29  57.05  3 

34  57.63  2 

April  47  56.94  3 

48  57.56  4 

4867  3949  B.  A.C. 

April  47  —0°    4'  43'/43  2 

48  43.75  2 

20  43.95  2 

24  43.53  2 

Mai       4  42.46  4 

6  42.07  2 

7  42.48  4 

8  42.04  2 


190 


• 

R.  Schümann, 

1867 

rj  Urs. 

maj. 

April  4 8 
24 

+  1°24' 

25'/55 
24.78 

3 
5 

Mai       4 

25.04 

5 

6 

24.97 

5 

7 

25.84 

5 

8 

24.96 

5 

40 

25.54 

5 

18 

24.78 

0 

25 

24.64 

5 

1867 

1 3  Bootis 

April  18 
21 

+  4°  44' 

50765 
50.26 

i 
5 

Mai       1 

50.49 

0 

6 

50.50 

5 

7 

50.85 

5 

10 

51.08 

5 

18 

50.50 

5 

25 

50.54 

4 

1867 

4556  B 

A.  C. 

April  18 
21 

—  0°    3' 

'  26759 
26.85 

2 
2 

Mai       1 

26.59 

4 

6 

26.59 

2 

7 

25.95 

2 

10 

26.51 

1 

18 

26.70 

1 

Die  beigefügten  Zahlen  bedeuten  Gewichte  je  nach  den 
Paaren  correspondirender  Fäden;  die  tp  —  <$  gelten  für  1867.0. 

Aus  der  Verbindung  beider  Tabellen  gehen,  je  nachdem 
man  die  Gewichte  berücksichtigt  oder  nicht,  die  folgenden  beiden 
nach  Sternen  und  Catalogen  geordneten  Polhöhen tabellen  hervor: 


F.  C. 

Br.  A. 

Grdm. 

Pulk. 

a  Persei     .... 

54°  20'  6744 

6728 

6750 

_^ 

46  Aurigae    .    .    . 

6.03 

6.49 

— 

5770 

57  Aurigae    .    .    . 

— 

5.68 

— 

5.89 

2379  B.  A.C.    .    . 

— 

— 

— 

6.66 

24  Lyncis  .... 

— 

5.90 

6.07 

6.35 

3949  B.  A.C.    .    . 

— 

— 



5.64 

t]  Ursae  majoris    . 

5.89 

5.54 

5.90 

— 

4  3  Bootis  .... 

— 

6.38 

6.59 

5.42 
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F.  C. 

Br.  A. 

Grdm. 

Pulk. 

a  Persei    .... 

51°  20'  6738 

6725 

tf'47 

___ 

46  Aurigae    .    .    . 

5.93 

6.09 



5760 

57  Aurigae    .    .    . 

— 

5.44 



5.65 

2379  B. A.C.     .    . 

— 

— 



6.66 

21  Lyncis  .... 

— 

5.90 

6.07 

6.35 

3949  B.  A.C.    .    . 

— 

— 



5.73 

vt  Ursae  majoris 

5.91 

5.66 

5.92 

— 

13  Bootis  .... 

— 

6.38 

6.59 

5.42 

Wegen  beträchtlicher  systematischer  Unterschiede  der  Re- 
sultate der  verschiedenen  Abende  (man  vergleiche  die  Beobach- 
tungen von  46  und  57  Aurigae,  2379  B.  A.  C,  21  Lyncis  von 
Febr.  21  und  von  März  2 ,  oder  das  Verhalten  der  q>  —  d  von 
3949  B.  A.  C),  sowie  wegen  des  verschwindenden  Einflusses 
der  Gewichte  sollen  diese  vernachlässigt  und  weiterhin  nur  die 
zweite  der  beiden  letzten  Tabellen  beibehalten  werden. 

Unter  Berücksichtigung  der  zu  jedem  Sterne  gehörigen  An- 
zahl von  Beobachtungsabenden  erhält  man  folgende  Catalog- 
breiten : 


F.  C. 

Br.  A. 

Grdm. 

Pulk. 

V  — 

51°  20'  6701 

5795 

6725 

5774 

rb  0.17 
±0.63 

db  0.11 
±  0.56 

=fc  0.11 
±  0.53 

dz  0.15 
±  0.71 

Die  1.  Zeile  giebt  die  Polhöhe  selbst,  die  3.  die  mittlere  Un- 
sicherheit eines  Abendresultates  und  die  2.  die  daraus  folgende 
mittlere  Unsicherheit  der  Catalogbreite. 

Wegen  der  nahen  Uebereinstimmung  des  Mittels  der  aus 
den  drei  letzten  Catalogen  folgenden  Polhöhen  mit  jenen  desF.C, 
die  bei  dessen  Eigenschaft  als  ausgeglichener  Catalog  zu  erwarten 
war,  kann  das  Princip,  bei  derNeureduction  nur  F.  C.-Positionen 
anzuwenden,  auch  hier  durchgeführt  werden,  ohne  dem  Vor- 
wurfe, die  BsuuRT'sche  Reihe  nicht  erschöpfend  genug  ausge- 
nutzt zu  haben,  einen  wesentlichen  Anhalt  zu  geben.  Als  Re- 
sultat der  Reihe  Nr.  5  darf  hiernach  angesehen  werden : 

y  =  +51°20'6701 
und  damit 

<Z>  =  +  51°20'  6734. 
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Für  die  drei,  zur  Breitenbestimmung  nicht  verwendbaren 
Sterne  ergeben  sich  aus  den  beobachteten  cp  —  ö  die  folgenden 
auf  4 867.0  reducirten  Declinationen : 

4867.2  3083B.A.C.     <$==  +  54°24'    5'/47  ±  0'.'26 

1867.3  2458  Radcliffe  d  =  +  51      9     8.74  ±  0.44 
4867.3    4556B.A.C.     <J  =  +  54    23   32.55  ±0.44 

Es  erübrigt  nun  nur  noch,  über  das  Verhalten  der  Instru- 
mentalfehler zu  berichten,  und  dies  kann,  mit  einigen  geringen 
Aenderungen,  in  Herrn  Professor  Helmbrt's  eigenen  Worten 
geschehen: 

»Die  Libelle  musste  abgehoben  werden  während  der  Be- 
obachtungen, bei  diesen  hatte  die  Axe  also  andere  Auflagerung 
als  beim  Nivelliren.  Directe  Versuche  zeigten,  dass  innerhalb 
der  benutzten  Stellen  die  Axe  sehr  regelmässig  war.  Um  aber 
constanten  Fehlern  nach  Möglichkeit  vorzubeugen,  wurde  bei 
jeder  Kreislage  in  zwei,  die  Verticale  nahe  einschliessenden 
Stellungen  des  Fernrohrs  nivellirt. 

Als  Zapfenungleichheit  wurde  nach  älteren  Bestimmungen 
angenommen : 

Ä  — r  =  —  4P44  , 

wo  R  und  r  die  Radien  der  als  Kreise  gedachten  Zapfenquer- 
schnitte sind ;  R  gehört  dem  Zapfenende  an,  welches  den  Nonius 
trägt.  Die  Nivellements  begründen  diese  Annahme  in  doppelter 
Weise :  einmal  lassen  sich  je  zwei  benachbarte  Nivellements  in  ver- 
schiedenen Kreislagen  verbinden,  sodann  aber  das  Mittel  sämmt- 
licher  Nivellements  der  Nordlage  mit  dem  der  Südlage  an  einem 
Tage.  Jener  Werth  ist  frei  von  aller  Veränderlichkeit  des  In- 
strumentes durch  längere  Zwischenzeit;  nicht  so  der  zweite, 
jedoch  wird  im  Mittel  aus  vielen  Nivellements  der  Fehler  ver- 
schwinden. 

Nach  der  ersten  Methode  erhält  man: 

4  (R  —  r)  =  —  5F580  ±  0P080  (24  Tagesresultate), 

nach  der  zweiten : 

4  (R  —  r)  =  —  5P682  dr  0?075  (4  4  Tagesresultate), 

im  Mittel: 

4  (R—r)  =  —  5?634  zb  0?056 , 

also  genau  den  angewandten  Werth. 
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Nebenbei  ergiebt  sich  als  mittlerer  Nivellementsfehler  nach 
der  ersten  Methode  (einschliesslich  der  Neigungsänderungen 
wahrend  des  Umlegens):  =h  0'.'33,  nach  der  zweiten  Methode 
(einschliesslich  der  mittleren  Neigungsänderungen  in  3  Stunden): 
±  0''56,  somit  die  ungefähre  mittlere  Neigungsänderung  in 
3  Stunden  selbst  zu:  ±  0'.'45  =  ±  0?3,  bei  32maligem  Auf- 
setzen der  Libelle  in  dieser  Zeit;  man  kann  also  mit  der  verti- 
calen  Stabilität  der  Axe  zufrieden  sein. 

Die  horizontale  Stabilität  oder  die  des  Azimuthes  ist  nicht 
sehr  schön,  wie  die  Uebersicht  (vgl.  weiter  unten)  zeigt,  wohl 
aber  ist  der  Gollimationsfehler  sehr  Consta nt  gewesen. 

Die  Gewissheit,  dass  die  Fadendistanzen  die  richtigen  waren, 
erlangte  man  dadurch,  dass  die  zusammengehörigen  Einzelfaden 
beider  Lagen  zu  Endwerthen  gruppirt  wurden.  Es  fand  sich 
dabei  immer  nahezu  derselbe  mittlere  Fehler  des  Resultates,  wie 
bei  der  in  der  vorhergehenden  Berechnung  ausgeführten  Methode 
(Reduction  der  einzelnen  Antritte  in  jeder  Lage  erst  auf  den  Me- 
ridian und  dann  auf  den  Mittelfaden).  Es  wird  daher  auch  bei 
den  Zenithsternen  grössere  Unsicherheit  nicht  zu  erwarten  sein. 

Insofern  das  Fernrohr  ein  gerades  und  ein  Ocularprisma 
nicht  vorhanden  war,  blieb  dem  Beobachter  nichts  anderes  übrig 
als  sich  auf  den  Boden  fast  horizontal  hinzulegen,  um  beobachten 
zu  können.  Gewöhnlich  lag  er  in  der  Richtung  W — 0  (Kopf  W); 
ausnahmsweise  fand  eine  zweite  Lage  0 — W  statt,  um  eine  et- 
waige Verschiedenheit  der  persönlichen  Gleichung  zu  entdecken, 
was  aber  nicht  gelungen  ist.« 

Die  im  Vorhergehenden  erwähnte  HsLHERT'äche  Uebersicht 
enthält,  ausser  den  resultirenden  Polhöhen  oder  Declinationen, 
mittlere  Fehler  dieser  Grössen,  des  Nivellements,  der  Durch- 
gänge, zwei  Arten  von  Gewichten,  halbe  Summe  und  halbe 
Differenz  der  Neigungsglieder,  die  Grössen  c  ±  k  sin  z ,  endlich 
c  und  k  selbst;  sie  vollständig  mitzutheilen ,  würde  zu  weit 
führen;  auszugsweise  mögen,  zur  Rechtfertigung  der  Behaup- 
tungen über  Stabilität  desAzimuths  undderCollimalion  zunächst 
die  Reihen  dieser  beiden  Instrumentalfehler  folgen  und  zwar  für 
diejenigen  Tage,  an  denen  entweder  Sterne  in  beiden  Lagen  des 
Instruments  und  in  jeder  Hälfte  des  Verticals  oder  an  denen 
wenigstens,  wenn  in  jeder  Hälfte  des  Verticals  immer  nur  eine 
Lage  des  Instruments  zur  Anwendung  kam,  Sterne  von  so  ver- 
schiedenen Zenithdistanzen  beobachtet  wurden,  dass  aus  den 
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verschiedenen  c  ±  k  sin  z  sich  c  und  k  mit  genügender  Sicher- 
heit bestimmen  Hessen. 


4  867 

Stern 

c  -f-  k  •  sin  z 

c  —  fc'Sins 

c 

k 

Febr.  24  |  «  Persei 

—  4  0'.'89 

__ 

_ 

__ 

46  Aurigae 

— 

+  0782 

— 

— 

57        » 

— 

+  4.04 

—  5708 

—  2574 

2379  B.A.C. 

• 

+  0.29 

— 

— 

24  Lyncis 

— 

+  4.09 

— 

— 

M»rz  29 

3083  B.A.C. 

—    3.35 

— 

—  3.05 

—    9.4 

2458  Radcl. 

— 

—  2.63 

— 

— 

Mttrz  34 

3083  B.A.C. 

— 

—  2.64 

— 

— 

2458  Radcl. 

—    5.02 



—  3.24 

—  48.2 

April  4  7 

2458  Radcl. 

— - 

—  3.84 

— 

— 

3949  B.A.C. 

—    2.79 

— 

—  3.24 

+  43.6 

April 4 8    2458  B. A.C. 

— 

—  2.74 

— 

— 

3949       » 

—    3.43 



— 

— 

t]  Urs.  maj. 

— 

—  2.34 

—  2.92 

—    4.9 

43  Bootis 

— 

—  2.74 

— 

— 

4556  B.A.C. 

— 

—  2.83 

— 

— 

April  24 

3949  B.A.C. 

— 

—  4.46 

— 

— 

rj  Urs.  maj. 

—  4  0.80 

— 

— 

— 

4  3  Bootis 

—  44.42 

— 

—  2.66 

—  45.3 

4556  B.A.C. 

—    5.47 

— 

— 

— 

Mai      4 

3949  B.A.C. 

— 

—  4.83 

— 

— 

rj  Urs.  maj. 

—    8.64 

— 

— 

— 

4  3  Bootis 

—    8.72 

— 

—  3.42 

—  28.8 

4556  B.A.C. 

—    4.36 

— 

— 

— 

Mai      6 

3949  B.A.C. 

— 

—  4.04 

— 

— 

rj  Urs.  maj. 

—    9.87 

— 

— 

— 

43  Bootis 

—    9.83 

— 

—  2.99 

—  35.9 

4556  B.A.C. 

—    4.69 

— 

^— 

— 

Mai      7    3949  B. A.C. 

— 

—  4.88 

— 

— 

rj  Urs.  maj. 

—     9.60 

— 

— 

— 

43  Bootis 

—    9.29 

— 

—  3.48 

—  32.4 

4556  B.A.C. 

—     4.42 

— 

— 

— 

Mai      8  '  3949  B. A.C. 

— 

—  0.93 

— 

— 

1  t?  Urs.  maj. 

—  4  4.80 

— 

—  2.50 

—  47.7 

Mai    40 

rj  Urs.  maj. 

— 

—  3.06 

— 

— 

43  Bootis 

— 

—  2.84 

—  2.20 

+    4.4 

4556  B.A.C. 

— 

—  2.28 

— 

— 

Mai     48 

i7  Urs.  maj. 

— 

|   —0.32 

— 

— 

43  Bootis 

■   ■  ■  * 

1   —0.24 

—  3.59 

—  47.4 

i  4556  B.A.C. 

— 

j   -3.44 

— 

— 
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Diese  Grössen  beruhen  noch  auf  den  damals  bekannten 
Rectascensionen;  die  Neureduction  würde  auch  fttr  diese  Coordi- 
nate  durchgeführt  worden  sein,  wenn  zugleich  bessere  Uhrstände 
und  -gonge,  deren  Unsicherheit  stärker  eingeht,  als  die  der  Rect- 
ascension,  hätten  beschafft  werden  können. 

Notwendigerweise  bleibt  die  Bestimmung  des  Azimuths 
aus  Sternen,  welche  so  nahe  am  Zenith  durch  den  1 .  Vertical 
gehen,  eine  unsichere;  die  hier  auftretende  Variabilität  scheint 
indessen,  um  nur  aus  der  Unsicherheit  der  Fadenantritte  sich 
erklären  zu  lassen,  zu  beträchtlich,  namentlich  wenn  man  obige 
Reihe  neben  die  jener  Azimuthe  hält,  welche  aus  den  Strüve- 
schen  Beobachtungen  von  zenithnahen  Sternen  im  1 .  Verticale 
abgeleitet  sind  (Observations  de  Poulcova  Vol.  VIII,  p.  [4 91] . . .); 
weiter  ist  es  bei  derartigen  Schwankungen  von  Tag  zu  Tag 
wahrscheinlich,  dass  auch  während  der  Beobachtungen  selbst 
Aenderungen  des  Azimuths  stattgefunden  haben : 

»Die  Variation  von  k  während  der  Beobachtung  eines  Sternes 
in  beiden  Lagen  ist  unzweifelhaft  mit  Ursache,  dass  die  Beobach- 
tungen desselben  Sternes  an  verschiedenen  Abenden  weniger 
gut  unter  einander  übereinstimmen,  als  der  mittlere  Fehler  der 
Uebereinstimmung  der  Fäden  und  des  Nivellements  zusammen 
erwarten  lassen.  Jedoch  ist  der  Unterschied  beider  mittlerer 
Fehlerberechnungen  im  Allgemeinen  geringfügig  und  nur  bei 
3949  B.A.G.  bedeutender,  obgleich  dies  gerade  ein  Zenithstern  ist, 
bei  welchem  die  Variation  von  k  wenig  ausmacht;  es  sind  so- 
nach noch  andere  Ursachen  da.« 

Auffallend  bleibt  die  Constanz  der  Neigung,  die  aus  der 
bereits  mitgetheilten  Untersuchung  der  Zapfenungleichheit  ge- 
nugsam erhellt. 

Ein  systematischer  Unterschied  zwischen  Beobachtungen 
mit  verschiedenen  Kreislagenfolgen  scheint  nicht  vorhanden  ge- 
wesen zu  sein;  für  die  einzelnen  Sterne  lautet  die  Differenz  im 
Sinne  NO,  SVV  —  SO,  NW : 


LaPers.      —  1'.'46 

46Aur.      +1.73 

57Aur.  +4.10 
2379  B.  A.C. +  0.52 

21  Lyncis  +  0.61 
3083  B.A.C.  +  0.04 

M»Ur-phji.  GlftMe.  1898.  4  4 


2458Radcl.   +  0'.'45 

3949  B.  A.C.  —  1.22 

rj  U.  maj.  —  0.02 

13  Bootis    —  0.17 

4556  B.  A.C.  +  0.10 
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Zur  Illustration  obiger  Bemerkungen  diene  die  folgende 
Tabelle,  welche  aus  der  schon  erwähnten  Uebersicht  durch  Um- 
ordnung  erhalten  und  durch  mehrere  Golumnen  erweitert  wor- 
den ist.  Neben  dem  Namen  des  Sterns  enthält  die  Columne  II 
unter  Z.  D.  die  Zenithdistanz  (bei  den  drei  ersten  Sternen  nörd- 
lich), Columne  HI  unter  Z.  d.  A.  Zahl  der  Abende,  Columne  IV 
unter  Z.  Z.  die  mittlere  Zwischenzeit  zwischen  dem  ersten  und 
letzten  Fadenantritt  des  Abends,  Columne  V  unter  Z.  d.  F.  die 
Zahl  der  benutzten  Fädenpaare,  Columne  VI  unter  i.  m.  F.  den 
inneren,  d.  h.  den  aus  der  Uebereinstimmung  der  Antritte  er- 
rechneten m.  F. ,  Columne  VII  unter  m.  F.  F.  den  m.  F.  eines 
Antritts,  endlich  Columne  VIII  unter  m.  F.  A.  den  m.  F.  eines 
Abendresultats. 


Stern 

Z.  D. 

Z.d.  A. 

Z.  Z. 

Z.d.  F. 

i.m.F. 

m.  F.  F. 

m.  F.  A. 

4556  B.  A.  C. 
3949       » 
3083       » 

4°30' 
4   55 
4   55 

7 
8 
4 

42m 
48 

47 

7 
9 
8 

±  0'/23 
0.4  9 
0.24 

±2!0 
4.4 
4.5 

±  o:;26 

±0.76 
±0.45 

2458  Radcl. 
4  3  Bootis 
rj  Urs.  maj. 
2379  B. A.C. 
24  Lyncis 
a  Persei 
46  Aurigae 
57 


» 


2°  35' 
10  45 


44 
42 
43 
43 
43 
45 


45 
20 
45 
30 
40 
5 


5 
8 
9 
2 

2 
3 

2 
2 


4M4m 

46 

0.49 

4.4 

2  25 

23 

0.48 

0.6 

2  30 

24 

0.4  9 

0.6 

2  44 

40 

0.44 

4.4 

2  53 

24 

0.48 

0.4 

2  55 

7 

0.33 

0.5 

2  54 

23 

0.34 

0.7 

3  44 

47 

0.25 

0.5 

0'/27 
0.24 
0.40 


0.84 


Zu  Rubrik  6  ist  zu  bemerken ,  dass  die  Helm  ERT'schen  Be- 
obachtungen im  4 .  Vertical  mit  den  5  Sternen  a  Persei,  46  und 
57  Aurigae,  2379  B.A.C.  und  24  Lyncis  begannen,  dass  also  bei 
den  kleineren  Werthen  für  den  inneren  mittleren  Fehler  der 
übrigen  Sterne  jedenfalls  die  grössere  Uebung  des  Beobachters 
in  Betracht  zu  ziehen  ist.  Im  Allgemeinen  wird  aus  dieser  Zu- 
sammenstellung ersichtlich,  wie  für  die  dem  Zenith  nächsten 
Sterne,  allerdings  bei  kürzerer  Inanspruchnahme  der  Uhr,  aber 
trotz  der  wachsenden  Unsicherheit  der  Fädenantritte  und  trotz 
der  abnehmenden  Anzahl  von  Paaren  combinirbarer  Fäden  die 
innere  Genauigkeit  der  Resultate  zunimmt. 
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Die  Widersprüche  zwischen  den  Werthen  der  Rubriken 
6  und  8  beweisen  deutlich  das  Bestehen  bedeutender  systema- 
tischer Abendunterschiede. 


Reihe  Nr.  6. 

Die  Reihe  Nr.  6  ist  kurze  Zeit  nach  Schluss  der  vorigen 
Reihe  von  Herrn  Professor  Helmert  unternommen  worden ;  von 
1867  Juni  21  bis  September  3  wurden  an  9  Abenden  Durch- 
gänge des  Sternes  rj  Urs.  maj.  durch  den  1 .  Vertical  beobachtet 
und  zwar  an  einem  gebrochenen,  umlegbaren  Passageninstrument 
von  Pistor  und  Martins. 

»Der  Standort  war  der  Ostpfeiler  des  Südzimmers  und  lag 
genau  in  einem  Parallel  mit  den  Instrumenten  der  übrigen  Ver- 
ticalbeobachtungen.  Das  Fadennetz  bestand  aus  1 1  festen  und 
einem  beweglichen  Faden  mit  Mikrometerschraube ;  die  Faden- 
distanzen, von  früher  her  bekannt,  waren  nahezu  ganzzahlige 
Vielfache  von  1'7",  d.  h.  dem  Werthe  einer  Schraubenrevolution. 
Zwischen  den  Durchgangen  durch  die  festen  Faden  wurden 
solche  durch  den  beweglichen  beobachtet  und  zwar,  da  die 
Schraube  etwas  verbogen  war,  immer  bei  derselben  Ablesung 
der  Trommel.  Die  Schraube  wurde  dabei  immer  nach  dem 
Sterne  zu  bewegt,  sodass  bei  Beobachtungen  in  NO  —  SW  und 
in  SO — NW  der  todte  Gang  ohne  Einfluss  ist. 

Das  feste  Fadennetz  war  mit  der  Schraube  ausgemessen 
worden  und  es  ergab  sich,  unter  der  Annahme,  dass  die  an- 
gewandten Fadendistanzen  noch  richtig  waren,  als  Werth  einer 

Revolution :  ' 

1'  7'.'4  2  ±  O'.'l  0 . 

Die  Beobachtungen  zeigten  nachträglich,  dass  die  festen  Faden 
noch  nahezu  die  angenommenen  Entfernungen  hatten. 

Die  angewandte  Vergrösserung  war  hundertfach,  das  Bild 
des  Sternes  nicht  völlig  scharf,  sondern  etwas  geschwänzt,  und 
zwar  in  einer  zu  den  Faden  fast  senkrechten  Richtung.  Es  wer- 
den also  alle  Durchgänge  in  gleicher  Beziehung  fehlerhaft  be- 
obachtet; das  Mittel  aus  zwei  zusammengehörigen  Lagen  wird 
demnach  fehlerfrei  sein. 

Indem  sowohl  in  SO— NW  als  in  NO  — SW  beobachtet 
wurde,  eliminirt  sich  im  Mittel  aus  diesen  beiden  Bestimmungen 

44» 
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jeder  Rest  persönlicher  Gleichung;  die  Bewegungsrichtung  des 
Sternes  ersieht  man  aus  folgendem  Täfelchen : 

SO  von  unten  links  nach  oben  rechts  \  . 


NW  »    u.        r.  »     o.      1. 

NO    »    o.        r.  *      u.      1. 

SW   »    o.        1.  »      u.      r. 


} 


Bei  I  eliminirt  sich ,  wie  hei  II ,  die  persönliche  -Gleichung, 
dadurch  entstehend,  dass  der  Stern  von  oben  oder  unten  kommt; 
im  Mittel  aus  I  und  II  die,  dass  derselbe  von  rechts  oder  links 
kommend  gesehen  wird. 

Als  Werth  eines  Scalentheils  der  Libelle  wurde  zunächst 
nach  einer  Bestimmung  aus  dem  Jahre  1866  benutzt:  V/78;  da- 
gegen fand  Engelmann  am  6.  September  4867  (also  3  Tage  nach 
Beendigung  der  etwa  über  21  Monat  ausgedehnten  Reihe)  den 
Werth  1  '.'50  =b  0703,  welcher' Werth  der  Reduction  zu  Grunde 
gelegt  wurde. 

Das  vorliegende  Instrument  ist  so  eingerichtet,  dass  man 
während  des  Umlegens  die  Libelle  hängen  lassen  kann,  wie  auch 
während  der  Beobachtungen  selbst.  Man  beobachtet  somit  an 
der  Libelle  unmittelbar  die  Neigung  für  die  Stellung,  welche  das 
Instrument  bei  den  Beobachtungen  des  Sternes  innehatte.  Die 
hierbei  gemachten  Nivellements  gestatten  die  Bestimmung  der 
Zapfendicke  für,  streng  genommen,  2  Stellungen  des  Femrohres, 
die  um  ca.  20°  von  einander  abweichen.  Man  erhält  auf  ähn- 
liche Weise  wie  hei  der  vorigen  Reihe : 

für  SO— NW :  2 .  (Kreisende—  Nichtkreisende)  =  —  0?48  ±  0P4  6 

»NO— SW:8.(        »        —  »  )  =  —  4.92zb0.09, 

welche  Werthe  bei  der  Reduction  der  Beobachtungen  benutzt 
wurden.  Die  Genauigkeit  eines  Tagesnivellements  incl.  Neigungs- 
änderung in  Stt  wird  durch  den  mittleren  Fehler  dr  0?31 ,  die  mitt- 
lere Veränderlichkeit  der  Neigung  selbst  durch  ±  0?22  =  ±  0'/33 
ausgedrückt;  in  verticaler  Richtung  hat  also  das  Instrument 
sichere  Aufstellung.« 

Die  Uhrcorrectionen  wurden  in  derselben  Weise,  wie  bei 
der  vorigen  Reihe,  ermittelt. 

lieber  die  Tagesresultate  der  6.  Reihe,  so  wie  dieselben 
sich  nach  der  Neureduction  ergeben,  erhält  man  Aufschluss  aus 
folgender  Tafel: 
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Kreis 

9>  =  5*°20'      j 

cq=  fcsin* 

k 

Juni  24 

S— N 

4797  ±  0'/32 

3 

7 

—    6'.'54 

—  20" 

22 

N— S 

4.99  ±0.4  4 

5 

9 

—  44.35 

—  20 

25 

» 

6.42  ±0.43 

4 

9 

—  43.82 

—  47 

26 

» 

4.89  ±  0.22 

5 

8 

—  44.54 

—  21 

27 

» 

6.29  ±  0.24 

5 

9 

-  45.92 

—  28 

Juli    23 

8  — N 

5.63  ±  0.09 

4 

46 

—    9.70 

—    4 

Aug.  44 

n 

5.50  ±0.48 

5 

43 

—  44.94 

+    8 

45 

» 

5.70  ±  0.09 

5 

9 

—  43.58 

+  16 

Sept.    3 

« 

5.56  ±  0.28 

5 

40 

—  28.76 

+  94 

Die  Bedeutung  der  Golumnen  4,  2,  3,  6  ist  ohne  Weiteres 
klar;  die  4.  resp.  5.  Columne  enthalten  Gewichte  nach  innerer 
Uebereinstimmung  und  Luftzustand  resp.  nach  Anzahl  der  Fäden 
oder  Gruppen;  die  in  der  letzten  Columne  enthaltenen  Grössen  k 
bedeuten  Azimuthe  des  Instrumentes  unter  der  Annahme ,  dass 
wahrend  der  ganzen  Reihe  der  Collimationsfehler  c  nahezu  gleich 
40"  und  dass  k  am  24.  und  22.  Juni  nahezu  gleich  gross  war; 
die  Azimuthe  der  drei  darauffolgenden  Tage  dürften  diese  An- 
nahme einigermassen  rechtfertigen. 

Bildet  man  das  einfache  Mittel  aus  den  Tagesresultaten,  so 
erhalt  man  5755,  berücksichtigt  man  die  Gruppengewichte,  so 
erhalt  man  5756,  berücksichtigt  man  die  Gewichte  nach  innerer 
Uebereinstimmung  und  Luftzustand,  so  erhalt  man  5757.  Be- 
achtet man  endlich,  was  oben  neben  dem  Aussehen  der  Bilder 
über  die  Bewegungsrichtung  der  Sterne  gesagt  wurde,  und  mit- 
telt  die  zu  SO— NW  und  zu  NO— SW  gehörigen  Werthe,  so  ent- 
stehen die  Zahlen : 

SO— NW  =  5747 
NO— SW  =  5.65 

Mittel       =  5756  ±1)74  9 , 
also:  Ö>  =  54°20'  5789. 


Reihe  Nr.  7. 

Bei  Reihe  Nr.  7  handelt  es  sich  um  eine  bereits  publicirte 
und  auf  den  F.  G.  reducirte  Messungsreihe;  man  findet  diese 
selbst  nebst  ausführlichen  Angaben  über  ihre  Veranlassung,  so- 
wie eine  Discussion  der  einzelnen  Resultate  zur  Ableitung  eines 
Endwerthes  in  der  III.  Abtheilung  der  Astr.-Geod.  Arbeiten  für 
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die  Europäische  Gradmessung  im  Kgr.  Sachsen ;  ausgeführt  im 
Auftrage  des  Kgl.  Sachs.  Ministeriums  der  Finanzen  von  Herrn 
Professor  Albrecht;  III.  Abtheilung,  X.  Abschnitt  (Seite  190  u.  f.). 
Die  daselbst  mitgetheilte  Polhöhenbestimmung  auf  der 
Pleissenburg  wurde  in  der  Zeit  4868  October  45—23  an  einem 
zehnzölligen  Universalinstrument  von  Pistor  und  Martins  mit 
47mm  Objectiv-Oeffnung  und  504mm  Brennweite  durch  Herrn 
Professor  Helmert  ausgeführt,  indem  in  3  Kreisständen  die  Zenith- 
distanzen  von  Polaris  und  9  Südsternen  (mit  Declinationen  von 
3°  bis  30°)  gemessen  wurden.  Als  Polhöhe  des  Beobachtungs- 
pfeilers B  der  Pleissenburg  ergiebt  sich  der  Werth: 

v  =  51o20'  45'/54. 

Die  Reduction  auf  das  Centrum  der  Sternwarte  beträgt 
—  4 0C'4 4  nach  Messungen,  welche  von  der  Kgl.  Preussischen 
Landes-Aufnahme  ausgeführt  wurden  und  deren  Resultate  in 
einem  der  Leipziger  Sternwarte  handschriftlich  übermittelten: 
»Abriss  der  Station  Leipzig«  vorliegen.    Diese  Reduction  liefert: 

Ö>  =  54°20'  5'.'4  0. 

Diese  Reihe  steht  in  schroffem  Widerspruche  mit  den  übri- 
gen Bestimmungen ;  der  Vollständigkeit  halber  war  sie  jedoch 
mit  aufzuführen.  Die  Ursache  des  Widerspruches  dürfte  wesent- 
lich in  dem  benutzten  Instrument  liegen. 

Reihe  Nr.  8. 

Zu  der  ziemlich  ausgedehnten  Reihe  Nr.  8,  beobachtet  in  den 
Jahren  1870  und  74,  ist  nur  ein  altes,  vom  Grafen  Brühl  im 
Jahre  4803  der  Sternwarte  geschenktes  Passageninstrument  von 
Ramsden  benutzt  worden.  Die  Beobachtungen  bestehen  in  Durch- 
gängen der  drei  Jahrbuchsterne  u  Persei,  i  und  rj  Urs.  maj.  durch 
den  1.  Vertical  und  zwar  sind  diese  an  5,  10  und  23  Abenden 
beobachtet  worden. 

Der  Beobachter  und  Rechner,  Herr  Leppig,  giebt  über  das 
Instrument  folgende  Notizen : 

»Das  Instrument  war  aufgestellt  zwischen  zwei  gemauerten 
Pfeilern  im  Südzimmer  der  Sternwarte.  Das  Objectiv  hat  70oam 
Durchmesser  bei  1 07cm  Brennweite.  Zu  dem  Instrument  ge- 
hören 2  Oculare,  welche  (nach  Mobil s)  eine  40-  und  73malige 
Vergrösserung  geben.  Bei  den  Beobachtungen  ist  fast  immer  die 


Die  Polhöhe  dem  Leipziger  Sternwarte.  201 

schwache  Vergrösserung  angewandt  worden,  weil  man  dann  das 
Fadennetz  ganz  benutzen  konnte.  Ein  Uehelstand  entsteht  da* 
durch ,  dass  das  Ocular  nicht  verschiebbar  ist ;  man  muss  des- 
halb bei  Pointirung  an  den  äussersten  Fäden  seitwärts  sehen, 
wodurch  leicht  eine  etwas  ungenaue  Auffassung  des  Antrittes 
der  Sterne  entsteht,  auch  ist  das  Bild  dort  nicht  gut.  Die  Licht- 
starke des  Fernrohrs  lässt  nichts  zu  wünschen  übrig,  da  man 
z.  B.  rj  Urs.  maj.  bei  leidlich  guter  Luft  zu  jeder  Tageszeit  sehen 
kann. 

Des  Fadennetz  besteht  aus  einem  Horizontal*  und  9  Verti- 
calftden,  welche  in  Gruppen  von  4 ,  4 ,  5,  4 ,  4  eingetheilt  sind;  die 
Distanzen  der  Fäden  vom  Mittelfaden  sind  aus  den  Beobach- 
tungen selbst  abgeleitet  worden. 

Das  angewandte  Niveau  ist  ein  Hängeniveau;  da  dessen 
Röhre  aber  freiliegt,  ändert  sich  infolge  der  Temperaturänderung 
im  Laufe  eines  Abends  die  Blasenlänge  ganz  merklich.  Ein 
Niveautheil  ist  nach  älteren  und  neueren  Bestimmungen  zu  27440 
angenommen  worden.« 

Die  Unsicherheit  dieses  Werthes  ist  nicht  angegeben,  kn 
Jahre  4885  fand  Herr  Dr.  Hahn  für  den  Wertb  eines  Scalen- 
theiles  an  dem  grossen  Niveauprüfer  der  Leipziger  Sternwarte : 
2l'54dz0'/04. 

Als  Beobachtungsuhr  diente  wiederum  die  SBYFFBRT'sche 
Pendeluhr,  die  vermittels  einer  Taschenuhr  einmal  am  Abend 
mit  der  Normaluhr  verglichen  wurde.  Der  Uhrgang  blieb  un- 
berücksichtigt; dem  noch  vorhandenen  Uhrbuche  gemäss  er- 
reichte der  durchschnittliche  stündliche  Gang  nach  den  wöchent- 
lichen Uhrvergleichungen  bisweilen  den  Betragvon  0?2,  wodurch 
Polhöhenfehler  im  Betrage  von  075  entstehen  können.  Indessen 
ist  der  Gang  von  Seyffert  in  jener  Zeit  ein  unregelmässiger  ge- 
wesen und  es  dürften  im  Mittel  aus  den  Resultaten  der  34,  über 
einen  Zeitraum  von  4  8  Monaten  vertheilten  Beobachtungsabende 
die  durch  seine  Vernachlässigung  entstandenen  Fehler  sich  einiger- 
maassen  compensiren. 

Da  das  Fernrohr  ein  gerades  ist,  musste  bei  der  Beobachtung 
das  Niveau  abgehoben  werden ;  die  Neigung  ist  demzufolge  kurz 
vor  und  nach  jedem  Durchgang  bestimmt  worden.  Messungen 
über  Ungleichheit  oder  über  Gestalt  der  Rothgusszapfen  finden 
sich  nicht  vor;  es  ist  sehr  wahrscheinlich,  dass  bei  den  Zapfen- 
querschnitten sich  infolge  der  langjährigen  Benutzung  Abwei- 
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drangen  von  der  Kreisgestalt  gebildet  haben,  die  dann  not- 
wendigerweise die  Ungenauigkeit  der  Beobachtung  mit  ver- 
grössern. 

Die  Originalzahlen  der  Nivellements  sind  nicht  mehr  vor- 
handen ;  die  im  Berechnungsbache  angeführten  Neigungsglieder 
lassen,  den  verschiedenen  Lagen  des  Instrumentes  entsprechend 
gruppirt,  nichts  erkennen,  was  auf  eine  merkliche  Zapfenungleich- 
heit schliessen  Hesse. 

Es  kann  leider  nicht  entschieden  werden,  ob  die  Umkehr 
der  Vorzeichen  bei  einigen  der  Neigungsglieder,  die  Bhuhns  für 
4  Abende  im  Berechnungsbuche  angedeutet  hat,  wirklicher  Fehler 
wegen  oder  nur  probeweise  vorgenommen  worden  ist;  die  Re- 
sultate dieser  4  Abende,  dem  am  meisten  beobachteten  Sterne 
rj  Urs.  maj.  angehörend,  sind  hier  weggeblieben. 

Die  Neigung  selbst  hat  sich  während  der  ganzen  Zeit  recht 
gut  gehalten ;  bedenkliche  Schwankungen  ergeben  sich  im  Colli- 
mationsfehler  und,  wie  bei  allen  im  Südzimmer  beobachteten 
Reihen,  im  Azimuth  des RAMSDEit'schen  Instrumentes;  die  ersteren 
lassen  keinen  Zweifel,  dass  die  Verbindung  der  einzelnen  Theile 
dieses  alten  Iostrumentes  untereinander  keine  feste  mehr  ge- 
wesen ist. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  diese  eben  erwähnten  Uebel- 
stände  zusammen  mit  den  früher  aufgeführten  Eigenschaften  des 
Südzimmers  die  Unsicherheit  der  Beobachtungen  erhöhen  müssen; 
auf  sie  ist  auch  der  Unterschied  zurückzuführen,  welcher  besteht 
zwischen  der  mittleren  Unsicherheit,  die  nach  der  Ueberein- 
stimmung  der  aus  combinirbaren  Fädenpaaren  folgenden  Pol- 
höhen sich  ergiebt,  mit  jener,  die  den  Abendresultaten  vermöge 
ihrer  Abweichungen  vom  Endresultat  zukommt ;  für  die  erstere 
erhält  man  aus  den  einzelnen  Sternen : 

a  Pers.  i  Urs.  maj.  ij  Urs.  maj. 

=b  0720  ±  0722  ±  0724 

für  die  letzteren : 

±0.65  dz  0.61  ±0.45. 

Dabei  ist  die  Anzahl  der  Abende: 

5  40  19 

und  die  Zeitdauer  von  Mittelfaden  zu  Mittelfaden  der  beiden  Lagen  : 

2h  60m  3h  45m  2h  20m. 
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Die  grössere  Unsicherheit  bei  den  ersten  beiden  Sternen, 
die  eine  grössere  Zenithdistanz  besitzen  als  t]  Urs.  maj.,  ist  wohl 
in  der  Hauptsache  der  Vernachlässigung  der  Uhrgänge  zuzu- 
schreiben. 

Die  Abendresultate  selbst  der  LßPPiG'schen  Reihe  sind: 


a  Persei 

tj  Urs. 

maj. 

1869  Jan.  13  (p 

=  51° 

20'  6766 

1 869  März  28  y 

=  51° 

20' 5777 

14 

5.24 

April  3 

6.22 

18 

6.74 

11 

6.18 

25 

5.24 

14 

5.83 

31 

6.05 

22 

28 

5.85 
5.56 

i  Urs. 

maj. 

Mai     1 

5.01 

1 869  Febr.  5 

4.95 

Juli     1 

4.90 

6 

5.37 

12 

5.28 

26 

5.26 

13 

5.56 

27 

6.33 

22 

5.92 

März    1 

6.57 

23 

4.58 

3 

5.97 

28 

6.30 

17 

6.28 

Sept.  5 

5.07 

29 

6.57 

9 

5.43 

30 

5.32 

30 

5.72 

31 

6.49 

1 870  Juni  1 4 
16 
25 

5.78 
5.69 
5.96 

Ordnet  und  raittelt  man  diese  Grössen  für  die  einzelnen 
Sterne  mich  der  Reihenfolge  der  Kreistagen,  so  erhält  man: 


a  Persei     |  t  Urs.  maj. 

r]  Urs.  maj. 

N,  S 
S,  N 

6774 
5.80 

1 
4 

6'.'39 
5.62 

4 
6 

5765 
5.59 

+  0.06 

6 
13 

Diff. : 

+  0.94 

+  0.77 

Diesen  Differenzen  ist  trotz  der  übereinstimmenden  Vor- 
zeichen deswegen  weniger  Werth  beizulegen,  weil  ihr  absoluter 
Betrag  mit  der  daneben  geschriebenen  wachsenden  Anzahl  der 
Messungen  abnimmt.  Indessen  ist  die  Möglichkeit  dargeboten, 
einen  doch  wohl  angedeuteten  systematischen  Unterschied  zwi- 
schen den  beiden  verschiedenen  Kreislagenfolgen  zu  eliminiren. 
Aus  N,S  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  Abende: 
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<p  =  54°  20'  6V02 :  aus  S ,  N  ebenso  7  =  54°  20'  5'.'63 :  das  Mittel 
ist  5782  and  aus  demselben  folgt: 

0>  =  +  54°  20'  6'.'45. 

Reihe  Nr.  9. 

Die  Reihe  Nr.  9  ist  die  erste,  welche  mit  dem  Waxschaff- 
schen  Universalinstrumente  der  Leipziger  Sternwarte  angestellt 
wurde;  einige  Notizen  über  das  Instrument  sind  schon  früher  in 
den  Jahresberichten  der  Sternwarte  mitgetheilt  worden.  Viertel- 
jahrsschrift der  Astr.  Ges.  für  4  885  und  86. 

An  dem  Instrumente  sind  nacheinander  folgende  Beobachter 
thätig  gewesen : 

Herr  Dr.  Peter  4  885  während  kurzer  Zeit  zu  Niveau-  und 
Mikroskopuntersuchungen ; 

Herr  Scbxaudbr  4  885/86  zu  mehrfachen  InstrumeAtalunter- 
suchangen,  als  Vorbereitung  für  die  darauffolgende  Neubestim- 
mung der  Polhöhe; 

der  Verfasser  der  vorliegenden  Arbeit,  4890  zu  gewissen 
Controlmessungen  an  einer  Mire  nach  vorhergegangenen  Instru- 
mentaluntersuchungen . 

Letzterer  wurde  ausserdem  mit  der  Discussion  des  bis 
1890  October  24  angesammelten  Beobachtungsmaterials  beauf- 
tragt und  die  Resultate  derselben  enthält  der  vorliegende  Ab- 
schnitt ;  das  Instrument  selbst  kam  zu  dieser  Zeit  in  die  Hände 
des  Herrn  Dr.  Hayn.  Zunächst  folgen  kurz  die  zum  Verständ- 
nis» des  Weiteren  uneriässlichen  Notizen  über  das  Instrument. 

In  der  Gonstruction  weicht  es  wenig  von  der  anderer  Pistor- 
und  MARTiNs'scher  Universalinstrumente  ab.  Das  Fernrohr  ist 
ein  gerades,  excentrisches ;  es  besitzt  eine  Oeffnung  von  55m,n, 
eine  Brennweite  von  58cm  und  eine  58fache  Vergrösserung.  Das 
Fadennetz  besteht  aus  4  verticalen  und  2  horizontalen  Fäden, 
die  Distanz  der  letzteren  von  einander  beträgt  etwa  45"  (die  ver- 
schiedene Dicke  beider  Fäden  macht  einen  Auffassungsunter- 
schied bei  Durchgängen  wahrscheinlich)*  Der  Kreis  hat  34cm 
Durchmesser  und  ist  von  5'  zu  5'  getheilt. 

Die  mit  etwa  20facher  Vergrösserung  versehenen  Höhen- 
kreismikroskope haben  je  2  Paare  Doppelfäden ,  deren  Mitten 
etwa3JRev.  auseinanderstehen;  ihre  Trommeln  sind  in  60Theile 
getheilt  und  eine  Revolution  ist  gleich  2'. 
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Die  Mikroskop-Alhidade  reitet  auf  der  Axe;  die  Neigung  der 
Mikroskopenebene  gegen  den  Horizont  ist  durch  eine  Feinschraube» 
corrigirbar,  ihre  Lage  wird  durch  das  Höhenniveau  controlirt. 

Hervorzuheben  ist  die  Einrichtung  einer  Gentralbeleuchtung; 
eine  einzige  Petroleumlampe,  über  dem  Instrumente  angebracht, 
sendet,  vermittels  eines  Systems  von  Prismen,  Spiegeln  und  Lin- 
sen, Licht  nach  allen  Bedarfsstellen,  mit  Ausnahme  der  Mikro- 
skope des  Horizontalkreises. 

Die  Lampe  steht  auf  einer  Metallplatte,  deren  untere  Fläche 
noch  4  8cm  über  dem  obersten  Punkte  des  Höhenkreises  sich 
befindet;  durch  ein  System  verticaler  und  horizontaler  eiserner 
Hohlstäbe  ist  sie  an  der  Umlege  Vorrichtung  befestigt,  ihre  Wärme- 
strahlung wird  durch  ein  cylindrisches  Eisenblech  abgeschwächt. 
Den  Einfluss  dieser  Beleuchtungsart  auf  die  Messung  von  Zenith- 
distanzen  zu  ergründen,  ist  der  Zweck  einer  Specialuntersuchung  , 
durch  Herrn  Schnauder  gewesen. 

Seine  Aufstellung  fand  das  Instrument  im  Südhäuschen  auf 
einem  gemauerten  Pfeiler,  dessen  Platte  sich  etwa  4m  über  der 
Diele  befand ;  die  Breite  und  Tiefe  des  Beobachtungsraumes  be- 
trägt etwa  3m,  die  Höhe  2*40;  der  4™4  0  breite  Spalt  ist  durch 
zwei  Klappen  verschliessbar.  Zum  Südhäuschen  gehört  eine  Mire; 
in  südwestlicher  Richtung  war  auf  einem  I^SO  hohen,  starken 
Holzpfahl  eine  verticale  Neusilberplatte  mit  einer  kreisförmigen 
Durchbohrung  angebracht.  Die  Entfernung  der  Mire  ermittelte 
Herr  Schnauder  durch  Ausmessung  einer  30cm  langen  Scala  mit 
Hilfe  des  Instrumentes  selbst  zu:  39?34  ±  0?04.  — 

Von  Instrumentaluntersuchungen  sei  zunächst  die  der  Mikro- 
skope erwähnt;  sie  geschah  in  der  üblichen  Weise.  Die  mehr- 
fach wiederholten  Messungen  stimmen  gut  unter  sich  und  mit 
denen  des  Herrn  Dr.  Peter  im  Jahre  4884  überein.  Zur  Beur- 
theilung  der  Schraubenfehler  sei  ein  Auszug  aus  der  von  Herrn 
Schnauder  abgeleiteten  Correctionstabelle  mitgetheilt: 


Trommel 

I.  Mikr.  11. 

Trommel 

1.  Mikr.  II. 

0» 

+  0?1 3  —  0?04 

30P 

—  0P4  3+0P04 

5 

+  0.44  +0.40 

35 

—  0.4  4  —0.4  0 

40 

+  0.06  +  0.49 

40 

—  0.06  —  0.49 

45 

—  0.04  +  0.23 

45 

+  0.04  —  0.23 

20 

—  0.07  +  0.20 

50 

+  0.07  —  0.20 

25 

—  0.44  +0.43 

55 

+  0.44  —0.43 

30 

—  0.43  +  0.04 

60 

+  0.43  —  0.04 
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Hiernach  wurden  die  periodischen  Fehler  zu  eliminiren 
gesucht ;  die  fortschreitenden  blieben  wegen  ihrer  Kleinheit  un- 
berücksichtigt;  die  zu  Grunde  liegenden  Messungen  sind  vor  Be- 
ginn und  während  der  ersten  Hälfte  der  ScHNAUDER'schen  Be- 
obachtungsreihe angestellt  worden  und  die  erhaltenen  Resultate 
wurden  als  gültig  für  die  ganze  Reihe  angesehen. 

Im  Sommer  4890,  vor  Beginn  der  Gontrolmessungen ,  sind 
vom  Verfasser  wiederum  beide  Mikroskope  untersucht  worden; 
die  Amplitude  des  periodischen  Ganges  hatte  sich  bei  Mikr.  I 
bedeutend  vergrössert,  während  sie  bei  II  eher  etwas  kleiner 
geworden  war.  Als  Gorrectionstabelle  (im  Auszug  gegeben) 
wurde  verwendet  für  die  Revolution  0.0  —  4.0: 


Trommel 

I.  Mikr.  II. 

Trommel 

I.  Mikr.  II. 

0P 

—  0?4       0P0 

30p 

+  0P2  +  0?2 

5 

+  0.4        0.0 

35 

0.0  +  0.2 

40 

+  0.2  +  0.4 

40 

—  0.4  +0.4 

45 

+  0.3  +  0.2 

45 

—  0.2  +  0.4 

20 

+  0.3  +  0.2 

50 

—  0.2       0.0 

25 

+  0.3  +  0.2 

55 

—  0.4       0.0 

30 

+  0.2  +  0.2 

60 

0.0       0.0 

Der  in  Rechnung  gezogene  fortschreitende  Gang  betrug  bei 
beiden  Mikroskopen  +  0?4  =  +  0"2  für  jede  Revolution.  — 

Das  erste  dem  Instrumente  beigegebene  Höhenniveau  erwies 
sich  nach  den  Untersuchungen  des  Herrn  Dr.  Peter  als  unbrauch- 
bar; ein  zweites  unterwarf  Herr  Schnauder  am  Niveauprüfer  der 
Sternwarte  in  Bezug  auf  Gestalt  und  Scalenwerth,  in  Bezug  auf 
letzteren  allein  am  Instrumente  selbst,  eingehenden  Unter- 
suchungen ;  das  Niveau  verblieb  dabei  in  seiner  Fassung. 

Die  Ausgleichung  der  Niveauprüfermessungen  geschah  nach 
der  folgenden,  von  Herrn  Prof.  Bruns  herrührenden  Methode: 

Man  denke  sich  durch  die  Axe  des  Niveaus  einen  verticalen 
Längsschnitt  gelegt,  nehme  die  Schnittlinie  desselben  mit  dem 
äusseren  Gylinder  als  Abscissenaxe,  ein  durch  dieselbe  gehendes 
Loth  als  Ordinatenaxe ;  dann  möge  die  obere  Schnittcurve  der 
inneren  Grenzfläche  des  Niveaus  darstellbar  sein  in  der  Form : 

y  =  %  +  aix  +  a^xi  +  a8crs  +  a4ac4  H , 

wobei  x  und  y  Coordinaten,  die  a  Constanten  bedeuten. 
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l 


Setzt  man  dann  für  die  Blasenenden  x  =  m  +  •=■ ,  resp 

l 
x'  =  m  —  — ,  unter  /  die  Blasenlange  verstanden,  und : 

♦„„_  y'—y 


so  ergiebt  sich: 

gp==a4+2a,  .wi  +  3o,.m*  +  a8 


flC  — x 

P 


{-  4  o4  •  m8  +  a4  •  m  l*  + 


daraus  folgt,  wenn  man  alle  Grössen,  die  einer  anderen  Blasen- 
stellung zugehören,  mit  dem  Index  1  versieht : 

r /• «  mW w 

Die  Eenntniss  der  bei  der  Ent Wickelung  herausfallenden 
Grössen  a0  und  at  ist  nicht  von  Interesse,  da  es  sich  hier  um  die 
Gestalt  der  Gurve,  nicht  um  deren  Lage  handelt. 

Demgemäss  sind  die  Wanderungen  der  Blase  angesetzt  wor- 
den in  der  Form : 

Für  die  drei  Coöfficienten  ergaben  sich  folgende  Zahlen- 
werthe : 


Zahl 

der 

Temp. 

C|S=2as 

c2  =  3a3 

C8  =  Ö4 

Sätze 

1 885  März  25 

3 

+    3?3C. 

1'/856    +  070049         O'/OOOOOO 

26 

4 

+    3.6 

1.814 

+         47 

—               3 

28 

9 

+    4.0 

1.808 

+         24 

+             40 

April    2 

9 

+    7.1 

1.898 

+         32                       0 

1 886  April  1 9 

8 

+  10.2 

1.783 

+         19    +             22 

22 

9 

+  10.5 

1.897 

+         31  ,  —             58 

23 

9 

+  10.2 

1.788 

+         31  !  —             31 

24 

10 

+  10.9 

1.798 

+         41  i  —             30 

25 

10 

+  11.1 

1.760 

+         32 

—               4 

Giebt  man  den  beiden  ersten  Messungen  wegen  der  ge- 
ringeren Anzahl  der  Satze  halbes  Gewicht,  so  erhält  man  die 
Mittelwerthe : 

Cl=2as=       17821  ±07018 

cs  =  3a8  =  +  0.00322      ±  0.00038 
c,=    a4  =  —  0.0000078  ±0.00001 12; 
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demnach  istc,  zu  vernachlässigen  und  die  Curvengleichung  wird: 

y  =  a0  +  a4  •  x  -+-  01'94  0  .  x%  -+-  0'/004  07  -  acs . 

Rechnet  man  nun,  mit  plausiblen  Annahmen  über  Glas- 
dicke, Scalenlänge,  Fehler  des  Scalennullpünktes  und  mit  dem 
Parswerth  17821  dieselben  Coöfficienten  a0 ...  as  unter  der  An- 
nahme einer  Kreisgestalt,  so  erhält  man  für  a3  einen  ver- 
schwindenden Betrag ;  das  Glied  07001  07  •  xz ,  dessen  Coöfficient 
sich  um  £  seines  Werthes  sicher  ergiebt,  beweist  darnach  eine 
merkliche  Abweichung  von  der  Ereisgcstalt.  c4=2«,  ist  der 
Scalenparswerth  für  den  Anfang  der  Scala,  ist  aber  nicht  zur 
Reduction  der  Beobachtungen  am  Instrument  verwandt  worden, 
da  das  Niveau  durch  seine  Befestigung  am  Instrument  Span- 
nungen erlitten  haben  dürfte. 

Das  Niveau  liegt  nämlich  in  einer  oben  aufgeschnittenen 
Messingröhre  und  wird  durch  2  Federn  von  oben  gegen  4  Stütz- 
punkte gedrückt ;  an  den  Enden  der  Röhre  befindet  sich  je  ein 
Ansatz  mit  Schrauben  zur  Befestigung  der  Fassung  am  Instru- 
ment. Die  Parsbestimmungen  an  letzterem  ergaben  Werthe,  die 
im  Allgemeinen  kleiner  sind,  als  die  am  Niveauprüfer;  die  an 
einem  Tage  sich  ergebenden  stimmen  gut  zusammen,  Resultate 
von  verschiedenen  Tagen  zeigen  dagegen  bisweilen  ganz  bedeu- 
tende Unterschiede. 

Der  Parswerth  ist  deshalb  unmittelbar  vor  und  nach  jeder 
Tagesreihe  am  Instrument  gemessen  und  das  Resultat  als  für  den 
betreffenden  Tag  gültig  angesehen  worden. 

Diese  Tagesresultate  sind  an  einer  späteren  Stelle  mit- 
getheilt. 

Vor  Beginn  der  Gontrolmessungen  im  Jahre  4890  war  die 
Libelle  aus  ihrer  Fassung  genommen  worden,  um  Theiistriche 
und  Bezifferung,  sowie  die  lahm  gewordenen  II altefedern  zu  er- 
neuern; mehrere  nachherige  Untersuchungen  am  Niveauprttfer 
können  nur  die  Vermuthung  von  Verspannungen  bestätigen. 
Indem  die  Prüferschraube  immer  sorgfältig  gleichviel  weiter 
gedreht  wurde,  und  zwar  Juli  22  um  0T10,  Juli  23  um  0103, 
(1 r  =  1 22797)  stellten  sich  für  die  verschiedenen  Scalenablesun- 
gen  folgende  Werthe  heraus: 
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4890  Juli** 

4890  Juli  13 

4  890  Juli  28 

Blasen- 

Blase  n- 

Blasen- 

mitle     |  Wanderung 

mitte     1  Wanderung 

I      mitte     I  Wanderung 

40?8      1      5P72 

___ 

___ 

43P8 

1P47 

34.6 

6.29 

41P0 

1P82 

42.0 

1.60 

28.4 

6.33 

39.5            4.72 

39.3 

1.70 

22.2 

6.25 

37.6     1      2.05 

37.5     :       1.85 

16.0 

6.41 

35.9 

1.90 

35.5     i      1.77 

9.8 

5.80 

33.5 

1.85 

33.6 

1.80 

— 

— 

31.6            1.87 

31.6 

1.95 

— 

— 

29.6     !       2.00 

29.7     ,       1.80 

— 

— 

27.7            1.75 

27.8     :       1.80 

— 

— 

25.9 

1.90 

26.0           1.77 

— 

— 

23.9 

1.85 

24.0 

1.87 

— 

— 

22.1 

1.80 

22.2 

1.82 

— 

_ __ 

20.2 

1.92 

20.3 

1.72 

— 

— 

18.2 

1.90 

18.3 

1.92 

— 

— 

16.3 

1.95 

16.3 

1.97 

- — 

— 

14.4     |       1.95 

14.3 

1.87 

— 

— — 

12.5            1.72 

12.6 

1.67 

— 

— 

10.7 

1.90 

10.7 

1.70 

—              — 

8.9 

1.62 

8.9           1.65 

— 

— 

— —   * 

7.4 

1.25 

Die  Blasenlängen  waren  bei  diesen  drei  Reihen  resp. 

10P1,     11?5,     44P6. 

Während  froher  die  Parswerthe  mit  der  Theilung  wuchsen, 
nehmen  sie  hier  gegen  beide  Enden  hin  zu. 

Bildet  man  aus  obigen  44  Beträgen  für  die  Wanderungen 
1 1  Normalwerthe,  setzt  dieselben,  bei  einer  gemeinsamen  Blasen- 
länge von  41  PO,  an,  wie  froher  geschehen,  so  ergeben  sich  nach 
der  M.  d.  kl.  Q. : 

c,=       4P849        ±:0P042 
c,=+ 0.0008      ±0.0015 
c,  =  —  0.000022  d=  0.000015. 

Diese  Goöfficienten  sind  nicht  unmittelbar  mit  denen  des 
Herrn  Schnauder  vergleichbar,  da  er  sofort  die  Blasenwanderungen 
in  Parswerth,  ausgedrückt  in  Bogensecunden,  umgesetzt  hat. 

Die  übrigbleibenden  Reste  bei  der  Darstellung  der  1 4  Nor- 
malwerthe zeigt  folgendes  Täfelchen. 
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Blasen- 
mitte 

R.- 

-B. 

Blasen- 
mitte 

R.  — B. 

44P9 

+  0P45 

24?7 

+  0F03 

38.8 

— 

6 

48.2 

-     40 

34.9 

— 

4 

45.2 

—     43 

31.6 

— 

3 

44.4 

+       2 

28.4 

— 

4 

8.7 

+     48 

24.9 

— 

4 

Sie  zeigen,  dass  bei  Pars  45 — 5  eine  Unstetigkeitsstelle  sich 
befindet  und  dass  am  Anfang  und  am  Ende  der  Scala  dieser 
Libelle  die  Reihe  der  Wanderungen  nicht  durch  eine  so  einfache 
Form  für  [<p'  —  <p) :  [tri  —  m)  darstellbar  ist.  Auf  Grund  dieser 
Messungen  sind  die  Theile  der  Scale  0*  —  5*  und  43*  —  50* 
durch  Ueberstreichen  mit  schwarzer  Farbe  von  der  Benutzung 
ausgeschlossen  worden. 

Aus  ct  folgt  übrigens:  4»  =  47994  ±  0'.'045;  Parsbestim- 
mungen  am  Instrument,  angestellt  vor  und  nach  den  Messungen 
der  Mirenzenithdistanz,  ergaben  wiederum  kleinere  Werthe;  es 
findet  sich: 


4  890  Aug.     8 

4*  =  47890 

4890 

Sept 

.45 

4*  =  4794  9 

46 

4.876 

46 

4.74  4 

24 

4.986 

47 

4.898 

Sept.    7 

4.943 

48 

4.915 

40 

4.780 

49 

4.868 

41 

4.944 

20 

4.925 

42 

4.894 

Oct. 

47 

4.904 

43 

4.772 

von  da  an  ist  das  Mittel:  4*  =  47879  ±  07047  benutzt  worden. 

Herr  Schnauder  fand  : 

am  Niveauprttfer 47824  ±07048, 

am  Instrument  im  Mittel  aus  425  Einzelbestimmungen:  17527 

(kleinster  Werth  17228,  grösster  Werth  47953), 

während  vom  Yerfertiger  der  Libelle  angegeben  worden  ist :  2703  4 . 

Wegen  der  Verschiedenheit  dieser  Werthe  war  es  nöthig, 
auf  das  Neigungsglied  zu  achten.  Vorwegnehmend  mag  hier 
bemerkt  werden,  dass  eine  Niveauparsverbesserung  in  das 
ScHNAUDER'sche  Endresultat  mit  dem  Factor  — 0.47  eingehen 
würde,  dass  aber  ein  Vergleich  der  taglichen  Neigungsglieder, 
die  zwischen  —  4?75  und  +  4?58  schwanken,  mit  den  nach  der 
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letzten  Ausgleichung  übrig  bleibenden  Polhöhenresten  keinen 
Zusammenhang  erkennen  liess;  man  findet  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate : 

Verbesserung  =  +  0P0003  ±  ÖF0684; 

es  kann  somit  bei  dem  angewandten  Verfahren  sein  Bewenden 
haben.  — 

Der  Höhenkreis  ist  von  der  gewöhnlichen  Construction; 
seine  6  Speichen,  deren  Verlängerungen  in  den  Punkten  0°,  60°. . 
auf  die  Theilung  .treffen ,  gehen  an  der  horizontalen  Axe  zu- 
sammen in  einen  kurzen  Messingcylinder,  der  durch  6,  mit  der 
Axe  parallel  liegende  Schrauben  an  ein  mit  dieser  fest  verbun- 
denes Stück  angepresst  wird. 

Um  die  Neigung  des  Kreises  gegen  die  Horizontalaxe  zu 
bestimmen ,  hat  Herr  Sghnauder  Runbestimmungen  in  äqui- 
distanten  Zenithdistanzen  vorgenommen;  dieselben  Hessen  nichts 
mit  Sicherheit  erkennen ,  was  auf  eine  merkliche  Abweichung 
von  der  richtigen  Lage  schliessen  Hesse. 

Die  Excentricität  wurde  als  eliminirt  erachtet  durch  die 
Ablesung  an  beiden  Mikroskopen.  Für  Stand  I  ist  ihr  Betrag 
beiläufig  durch  Herrn  Sghnauder  bestimmt  worden ;  man  findet 
in  der  BRÜNNow'schen  Bezeichnung: 

0  =  79°  8',  -  =  4'.'5. 

r 

Bei  Standwechsel  hat  sie  sich  zwar  geändert,  wie  zu  er- 
warten war  und  wie  die  nach  Ablesungen  geordneten  Mikroskop- 
distanzen zeigen,  sie  blieb  jedoch  immer  von  derselben  Ordnung. 

Infolge  des  Verhaltens  der  Biegung  in  den  3  Kreisständen 
während  der  ScHxxuDER'schen  Polhöhenbestimmung  wurde  im 
Winter  4891/92  eine  Untersuchung  der  Theilungsfehler  vorge- 
nommen. Das  Nähere  hierüber  findet  sich  in  »H.  Bruns,  Unter- 
suchung einer  WANSCHAFF'schen  Theilung«,  Astr.  Nachr.  Bd.  130, , 
Nr.  3098.    Aus  dieser  Arbeit  ist  hier  die  Correctionsformel 

—  1'/425  sin  Zu  +  0'.'707  cos  2u 

benutzt  worden,  in  der  u  die  Ablesung  des  betreffenden  Durch- 
messers bedeutet. 

Uebrigens  hatten  Runbestimmungen  aus  benachbarten  Inter- 
vallen schon  früher  Strichfehler  bis  zu  1"  wahrscheinlich  gemacht. 

Math.-phyt».  Classe.  1893.  4  5 
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Die  Reduction  aller  Beobachtungen  am  WANSCHAFF'schen  In- 
strument war  schon  einmal  durch  Herrn  Schnaudkr,  ein  zweites 
Mal  mit  einigen  Modificationen  durch  den  Verfasser,  immer  aber 
ohne  Rücksicht  auf  Theilungsfehler  beendet  worden ;  ein  Versuch 
zeigte  bald,  dass  ihre  Berücksichtigung  Verbesserungen  mit  sich 
brachte  und  demgemäss  wurden  sie,  nach  der  obigen  Formel, 
nachträglich  in  Rechnung  gezogen.  — 

Um  den  Einfluss  der  dem  Instrumente  eigenthüm liehen 
Centralbeleuchtung  zu  erfahren,  ist  an  einem  Tage  die  Zenith- 
distanz  des  Polarsterns  und  an  25  Tagen  die  <der  Mire  gemessen 
worden,  sowohl  unter  Anwendung  dieser  Centralbeleuchtung, 
als  bei  diffusem  Tageslicht;  ein  einfacher  Beobachtungssatz  be- 
stand dabei  aus  Folgendem : 

F.  W.  Einstellung  auf  die  Mire  am  oberen  Faden 
»  *  0     »      »      »    unteren     » 

F.  0.  »  »     »      9      »    oberen      » 

»  »  »     »      »      »    unteren     » 

und  Wiederholung  in  der  umgekehrten  Kreislagenfolge;  ein 
solcher  Satz  wurde  dann  erst  bei  Tageslicht,  zweimal  hinter- 
einander bei  Beleuchtung  und  dann  nochmals  bei  Tageslicht 
ausgeführt,  oder  umgekehrt. 

Die  resultirenden  Zenithdistanzen  mit  und  ohne  Lampe 
[zm  und  z0)  findet  man  in  folgender  Zusammenstellung: 


Zenithpunkt 

Object 

*0 

*m 

Gewicht 

4885 

Juni   28 

420° 

a  Urs.  min. 

38°  39'  54^84 

5  4 '.'4  8 

2 

Sept.  20 

240 

Marke 

94    30   40.54 

40.47 

1 

24 

9 

» 

44.00 

44.30 

i 

24 

9 

9 

42.00 

44.05 

26 

9 

9 

39.72 

39.38 

29 

9 

9 

39.78 

39.50 

Oct.    4  4 

9 

» 

39.40 

39.40 

14 

9 

9 

39.74 

39.59 

46 

9 

9 

40.51 

40.44 

Nov.  46 

9 

9 

38.58 

38.25 

4 

20 

9 

9 

37.64 

37.59 

23 

9 

9 

36.45 

37.49 

29 

9 

9 

38.42 

38.28 
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Zenithpuokt 

Object 

*o 

*m 

Gewicht 

1886 

Febr.   3 

240° 

Marke 

94°30'37'.'07 

37'.'09 

5 

» 

» 

36.89 

36.50 

9 

» 

» 

34.08 

34.41 

40 

j> 

» 

34.14 

34.37 

44 

j» 

» 

32.89 

33.09 

46 

» 

» 

27.72 

27.46 

20 

* 

» 

24.27 

24.34 

25 

J» 

» 

23.38 

23.74 

26 

» 

0 

23.52 

23.45 

März  28 

» 

9 

25.38 

25.56 

April    8 

0° 

» 

27.92 

26.79 

8 

» 

» 

26.90 

26.90 

12 

» 

» 

26.55 

26.56 

Herr  Schnaddbr  fand  im  Mittel: 

*m  —  *o  =  —  0?095  ±  0'/082 

und  als  mittleren  Fehler  einer  Distanzdifferenz,  wie  sie  aus 
einem  vollständigen  Beobachtungssatze  hervorgeht:  ±  0742. 

Aus  der  Kleinheit  und  Unsicherheit  von  zm  —  z0  wurde 
geschlossen,  dass  derEinfluss  der  Centralbeleuchtung  auf  Zenith- 
distanzen  überhaupt  unmerklich  sei.  — 

Zur  Polhöhenbestimmung  selbst  hat  Herr  Schnauder  in  der 
Zeit  von  4885  April  46  bis  4886  April  2  an  34  Abenden  Circum- 
meridianhöhen  von  4  4  Polsternen  in  oberer  oder  unterer  Cul- 
mination  und  von  34  Südsternen  gemessen. 

Die  42  Sterne  sind  im  Berliner  Jahrbuch  enthalten ;  die 
benutzten  scheinbaren  Oerter  giebt  folgende  Tafel. 


Datum     i 
and  Stern  I 


a 


4885 

April  46 

a  Urs.  min. 
I  Leonis 
X  Leonis 
«  Urs.  min. 

April  4  9 

80  Hev.Cam. 
I  Leonis 


4b4  6«M2!69 
40  48  44.48 
4  0  59      6.93 

i   46    42.70 


40 
10 


47 
43 


4.52 

44.38 


+  88°  44  '4tf.'96 
+  44  8  59.22 
-(-  7  57  48.60 
+  88  44   42.94 


+  83 
+  41 


8  40.4  6 
8  59.43 


April  49 

%  Leonis 
a  Urs.  min. 
v  Leonis 
ß  Virgin is 
a  Urs.  min. 

Mai  49 

8  Virginis 
43  He?.  Ceph. 


4  0*59«»  6?78 

4    46    43.63 

4  4   34       5.53 

44   44    44.24 

4    46    4  8.64 


+    7° 
+  88 
—   0 

+   * 
+  88 


57 
44 
44 
24 
44 


42  56 
0  53 


29.06 
4  4.27 

45# 


+  44   84 
+  85  38 


43'.'75 
42.44 
84.42 
32.87 
42.4  0 


82.69 
42.59 
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Datum 
und  Stern 


<f 


Datum 
und  Stern 


a 


Mai  23 

a  Serpentis 
Gr.  750 
y  Herculis 
Gr.  750 
x  Ophiuchi 
e  Urs.  min. 
a  Ophiuchi 
d  Urs.  min. 
72  Ophiuchi 

Mai  24 

n  Bootis  pr. 
a  Urs.  min. 
t1  Serpen  lis 
a  Urs.  min. 
Gr.  750 
y  Herculis 
Gr.  750 
49  Herculis 
e  Urs.  min. 

Mai  28 

a  Urs.  min. 
t  Virginis 
«  Urs.  min. 
71  Bootis  pr. 
«  Urs.  min. 
t1  Serpentis 
Gr.  750 
c  Serpentis 
Gr.  750 
y  Herculis 

Mai  29 

«  Urs.  min. 
t  Virginis 
a  Urs.  min. 
n  Bootis  pr. 

Juni  3 

8  Serpentis 
Gr.  750 
y  Herculis 
Gr.  750 
49  Herculis 
e  Urs.  min. 

Juni  5 

a  Urs.  min. 
t  Virginis 


5h38m38?64 
4     0    42.43 


4 
13 


46 
0 

r,2 

57 

29 

9 

4 


35 
16 
20 
16 

0 
4  6 

0 
46 
57 


1    46 

3 

4 

4 
4 


55 
46 
35 
16 
20 

0 
45 

0 
46 


45 
0 

46 
0 

46 

57 


46 

55 


53.4  4 
42.13 
4  5.89 
53.28 
38.4  4 
37.95 
56.46 


24.48 
31.08 
29.65 
31.14 
42.4  6 
53.15 
42.47 
53.44 
53.25 


34.44 
49.85 
34.43 
21.47 
34.44 
29.67 
42.47 
7.4S 
42.47 
53.4  8 


4    46  35.27 

3  55  49.85 

4  16  35.30 
4  35  24.47 


7.50 
43.09 
53.22 
43.09 
53.20 
53.20 


40.58 
49.82 


+  85 
4-19 
+  85 
+  9 
+  82 
+  42 
+  86 

+    9 


+  46 
+  88 
+  15 
+  88 
+  85 
+  19 
+  85 
+  45 
+  82 


47' 

44 

25 

44 

33 

43 

38 

36 

32 


54 
41 
49 
44 
44 
25 
44 
40 
43 


17'.'22 
54.56 
27.83 
54.56 
19.51 
32.71 
43.77 
38.16 
58.44 


41.14 
33.34 
59.76 
33.33 
54.24 
28.04 
54.24 
7.26 
32.02 


+  88 

41 

32.57 

+    2 

5 

59.72 

+  88 

41 

32.57 

+  46 

54 

44.78 

+  88 

44 

32.57 

+  45 

50 

0.65 

+  85 

44 

52.95 

+    4 

49 

29.34 

+  85 

44 

52.95 

+  49 

25 

28.88 

+  88 

44 

32.43 

+    * 

5 

59.81 

+  88 

44 

32.42 

+  16 

54 

44.94 

+    * 

49 

29.99 

+  85 

44 

54.40 

+  49 

25 

29.90 

+  85 

44 

54.39 

+  15 

40 

9.00 

+  82 

43 

36.23 

+  88  41    34.54 
+   26     0.44 


Juni  5 

«  Urs.  min. 
n  Bootis  pr. 
a  Urs.  min. 
t1  Serpentis 
Gr.  750 
e  Serpentis 
Gr.  750 
y  Herculis 
Gr.  750 
49  Herculis 
8  Urs.  min. 

Juni  46 

n  Bootis  pr. 
a  Urs.  min. 
il  Serpentis 
Gr.  750 

Juni  49 

a  Urs.  min. 
il  Serpentis 
Gr.  750 
s  Serpentis 
Gr.  750 
y  Herculis 
Gr.  750 
49  Herculis 
e  Urs.  min. 

Juni  24 

Gr.  750 
e  Serpentis 
Gr.  750 
y  Herculis 
Gr.  750 
49  Herculis 
£  Urs.  min. 
«  Ophiuchi 
$  Urs.  min. 

Juli  7 

e  Serpentis 
Gr.  750 
y  Herculis 
Gr.  750 
49  Herculis 
f.  Urs.  min. 


4h4  6n>40!60 
4  4  35    24.45 


4 
4  5 

4 
45 

4 
46 

4 
46 
16 


1 
15 

4 
45 

4 
46 

4 
46 
16 


4 
15 

4 
16 

4 
16 
16 
17 
18 


15 
4 

16 
4 

46 

46 


46 
20 

0 
45 

0 
46 

0 
46 
57 


46 
20 

0 
45 

0 
46 

0 
46 
57 


0 
45 

0 
46 

0 
46 
57 
29 

9 


45 
0 

46 
0 

46 

57 


40.62 
29.68 
43.2." 
7.54 
43.25 
53.23 
43.25 
53.23 
53.20 


4  4  35  24.39 

4  46  50.62 

4  5  20  29.65 

4  0  44.90 


53.09 
29.64 
45.32 
7.52 
45.32 
53.26 
45.32 
53.30 
52.64 


46.22 
7.27 
46.22 
53.26 
46.22 
53.34 
52.33 
38.47 
39.03 


7.43 
48.94 
53.4  8 
48.95 
53.29 
54.22 


+  88°44' 
+  16  54 
+  88 
+  45 
+  85 

+    4 
+  85 

+  19 

+  85 

+  45 

+  82 


44 
50 
44 
49 
44 
25 
44 
40 
43 


34754 
43.06 
34.54 

2.05 
50.S8 
30.38 
50.87 
30.50 
50.87 

9.60 
36.82 


+  40  54  44.75 

+  88   44  30.56 

+  15  50  3.88 

+  85  44  48.03 


+  88 
+  45 
+  85 

+  4 
+  85 

+  49 

+  85 

+  45 
+  82 


+  85 

+  4 
+  85 
+  49 
+  85 
+  45 
+  82 
+  42 
+  86 


+  4 
+  85 
+  49 
+  85 
+  45 
+  82 


44 
50 
44 
49 
44 
25 
44 
40 
43 


30.37 
4.35 
47.37 
32.4  0 
47.37 
33.30 
47.37 
42.30 
44.20 


44 
49 
44 
25 
44 
40 
43 
38 
36 


49 
44 
25 
44 
40 
43 


46.4  0 
32.70 
46.09 
34.28 
46.09 
4  3.26 
42.90 
49.95 
48.40 


34.48 
43.63 
36.59 
43.63 
4  5.54 
46.44 
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Datum 

d 

Datum 

(f 

und  Stern 

0 

und  Stern 

CK 

Juli  49 

Sept.  5 

y  Herculis 

16t>4  6"53?08 

+  19c 

'sft'ss'fto 

X  Urs.  min. 

1 9^39*1 3!63 

+  88°57'47'.'19 

Gr.  750 

4 

0 

51.94 

+  85 

4  4  42.06 

24  Vulpec. 

20 

41 

54.77 

+  24   19  28.70 

49  Herculis 

16 

46 

53.21 

+  45 

40  47.40 

X  Urs.  min. 

19 

39 

13.61 

+  88  57  47.19 

e  Urs.  min. 

46 

57 

49.84 

-(-82 

43  49.10 

a  Delphini 

20 

34 

20.84 

+  15  30  50.36 

a  Ophiuchi 

47 

29 

38.47 

+  42 

38  54.20 

76  Draconis 
a  Equulei 

20 
21 

50 
40 

59.28 
7.68 

+  82  6  44.88 
+    4   46  46.64 

Juli  94 

1  Hev.  Drac. 

9 

20 

31.08 

+  84    49  37.48 

24  Volpecolae 

20 

41 

54.90 

+  24 

19  18.22 

b  Pegasi 

21 

38 

35.54 

+   9  24    48.08 

X  Urs.  min. 

49 

39 

48.05 

+  88 

57   33.86 

Sept.  16 
51  Hev.  Ceph. 

a  Delphin  i 
76  Draconis 

20 
20 

34 
54 

20.84 
1.33 

+  45 

+  82 

30  42.59 
6  25.99 

6 

46 

27.04 

+  87  42  57.47 

l 

y  Aquilae 

19 

40 

50.20 

+  40  20  25.94 

August  4 

X  Urs.  min. 

19 

39 

1.21 

+  88  57  49.46 

24  Vulpec. 

20 

44 

54.60 

+  24  49   30.48 

x  Ophiuchi 

46 

52 

15.89 

+  9 

33  30.26 

X  Urs.  min. 

19 

39 

1.20 

+  88  57  49.47 

e  Urs.  min. 

46 

57 

47.59 

+  82 

13  52.04 

a  Delphini 

20 

34 

20.71 

+  45  30  54.60 

a  Ophiuchi 

47 

29 

38.34 

+  42 

38  56.34 

76  Draconis 

20 

50 

58.10 

+  82     6  45.4  0 

(f  Urs.  min. 

48 

9 

31.26 

+  86 

37     0.03 

67  Ophiuchi 

47 

54 

55.99 

+    2 

56  32.16 

Oct.  14 

51  Her.  Ceph. 

6 

46 

8.52 

+  87 

48     5.28 

24  Vulpec. 
X  Urs.  min. 

20 
19 

44 
38 

54.09 
24.35 

+  24  49  34.95 
+  88  57  52.86 

August  5 

a  Delphini 

20 

34 

20.27 

+  4  5  80  53.05 

51  Her.  Ceph.   6 

46 

8.90 

+  87 

43     4.98 

76  Draconis 

20 

50 

54.13 

+  82     6  54.40 

y  Aquilae 

49 

40 

50.59 

+  40 

20  24.44 

Nov.  16 

X  Urs.  min. 

49 

39 

40.97 

+  88  57  38.70 

e  Pegasi 

21 

38 

34.67 

+   9  24    49.90 

24  Vulpec. 

20 

44 

54.98 

+  24 

4  9  22.69 

4  Hev.Drac. 

9 

20 

41.39 

+  81    49  21.77 

X  Urs.  min. 

49 

39 

40.96 

+  88 

57  38.74 

d-  Pegasi 

22 

4 

26.52 

+   5  38  22.10 

a  Delphini 

20 

34 

20.94 

+  45 

30   45.32 

30Hev.Cam. 

10 

46 

58.20 

+  83     7  56.65 

76  Draconis 

20 

54 

1.25 

+  82 

6  31.38 

C  Pegasi 

22 

35 

46.39 

+  10  14  18.80 

a  Equulei 

24 

40 

7.66 

+    * 

46  43.07 

Br.  4  508 

10 

50 

42.79 

+  78  22  33.38 

August  4  6 

Nov.  47 

a  Delphini 

20 

34 

20.95 

+  45 

30  47.36 

«  Equulei 

21 

40 

6.72 

+    4  46  46.93 

76  Draconis 

20 

54 

0.78 

+  82 

6  35.16 

4  Hev.Drac. 

9 

20 

41.56 

+  81    49  21.83 

a  Equulei 

24 

40 

7.74 

+   4 

46  44.56 

b  Pegasi 

21 

38 

34.66 

+   9  21    19.84 

1  Hev.  Drac. 

9 

20 

29.72 

+  84 

49  44.11 

1  Hev.Drac. 

9 

20 

41.56 

+  81    49  21.83 

c  Pegasi 

24 

88 

35.52 

+   9 

21    15.40 

&  Pegasi 
30Hev.Cam. 

22 
10 

4 
46 

26.54 
58.39 

+  5  38  22.05 
+  83     7   56.55 

Sept.  2 

Nov.  4  8 

54  Her.  Ceph. 

6 

46 

20.18 

+  87 

12  59.04 

76  Draconis 

20 

50 

48.20 

+  82     6  53.50 

MO  Herculis 

48 

40 

45.20 

+  20 

26  36.29 

«  Equulei 

21 

40 

6.70 

+    4    46   46.85 

X  Urs.  min. 

49 

39 

4  7.29 

+  88 

57  46.47 

4  Hev.Drac. 

9 

20 

44.72 

+  81    49  21.82 

ta  Aquilae 

19 

42 

27.83 

+  44 

23  42.48 

e  Pegasi 

21 

38 

34.64 

+    9  24    19.77 

54  Act.  Ceph. 

6 

46 

20.20 

+  87 

12  59.04 

1  Hev.Drac. 

9 

20 

44.72 

+  81    49  21.82 

y  Aquilae 

49 

40 

50.39 

+  40 

20  24.87 

&  Pegasi 

22 

4 

26.49 

+    5   38  21.99 

X  Urs.  min. 

49 

39 

4  7.25 

+  88 

57   46.48 

30Hev.Cam. 

10 

46 

58.59 

+  83     7   56.44 

24  VuJpec. 

20 

41 

54.80 

+  24 

19  28.24 

(  Pegasi 

22 

35 

46.36 

+  10  14  18.72 

X  Urs.  min. 

49 

39 

4  7.22 

+  88 

57  46.49 

Br.  4508 

10 

50 

43.00 

+  78  22  33.06 

a  Delphini 

20 

34 

20.86 

+  45 

30   49.98 

a  Pegasi 

22 

59 

4.90 

+  14   35  39.36 
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Datum 

<f 

Datum 

afM 

i 

<f 

und  Stern 

a 

und  Stern 

c 

Nov.  49 

März  30 

76  Draconis 

20»>50n>48!05 

+  82c 

*  6'53'.'45 

o  Virginis 

44»>59ni25!74 

+   9°24' 

47749 

a  Equulei 

24 

40 

6.69 

+    4 

46 

46.77 

a  Urs.  min. 

4 

46 

34.24 

+  88  42 

5.36 

4  Hev.Drac. 

9 

20 

44.88 

+  84 

49 

24.75 

8  Pegasi 

21 

38 

34.63 

+  9 

24 

49.74 

April  4 

4  Hev.Drac. 

9 

20 

44.88 

+  84 

49 

24.75 

X  Urs.  min. 

49 

37 

44.23 

+  88  57 

48.4  7 

t>  Pegasi 

22 

4 

26.48 

+   5 

38 

24.94 

ß  Cancri 

8 

40 

20.82 

+    9  34 

56.4  3 

30Hev.Cam. 

40 

46 

58.78 

+  83 

7 

56.32 

X  Urs.  min. 

49 

37 

44.25 

+  88  57 

4  8.4  7 

C  Pegasi 

22 

35 

46.35 

+  40 

44 

48.67 

cf  Cancri 
76  Draconis 

8 
20 

38 
50 

4  3.33 
44.66 

+  48  34 
+  82     6 

4  0.66 
20.59 

Nov.  20 

#  Hydrae 

9 

8 

27.4  4 

+   2  47 

25.34 

76  Draconis 
a  Equulei 
4  Hev.Drac. 

20 

24 

9 

50 
40 
20 

47.89 

6.67 

42.08 

+  82 

+   * 
+  84 

6 
46 
49 

53.40 
46.70 
24.72 

4  Hev.Drac. 
/  Leonis 
£Urs.  min. 
a  Leonis 
a  Urs.  min. 

9 
40 

4 
44 

4 

20 
43 
46 
8 
46 

49.42 
4  7.35 

30.78 
4  6.93 
30.77 

+  84    49 
+  44      8 
+  88  42 
+  46     2 
+  88  42 

49.69 
44.66 

4.72 
58.99 

4.74 

4  886 

v  Leonis 

44 

34 

8.34 

—   0  44 

52.00 

März  25 

A              •!     «* 

<f  Cancri 
76  Draconis 
£  Hydrae 
4  Hev.Drac 

8 

20 

9 

9 

38 

50 

8 

20 

48.44 
43.78 
27.23 
49.80 

+  48 
+  82 

+  2 
+  84 

34 

6 

47 

49 

4  0.30 
24.84 
25.30 
48.4  6 

April  2 

ß  Cancri 
X  Urs.  min. 
(f  Cancri 
76  Draconis 
&  Hydrae 

8 
49 

8 
20 

9 

40 
37 
38 
50 
8 

20.84 
42.50 
4  3.32 
44.80 
27.42 

+   9  34 

+  88  57 
+  48  34 

+  82     6 

+   2  47 

56.4  5 
48.08 
4  0.72 
20.40 
25.32 

März  30 

4  Hev.Drac. 

9 

20 

48.99 

+  84    49 

49.90 

l  Leonis 

40 

43 

4  7.37 

+  H 

8 

44.54 

1  Leonis 

40 

43 

47.34 

+  44     8 

44.74 

a  Urs.  min. 

4 

46 

34.22 

+  88 

42 

5.37 

a  Urs.  min. 

4 

46 

30.63 

+  88  42 

4.37 

#  Leonis 

44 

8 

46.94 

+  46 

2 

58.82 

S-  Leonis 

44 

8 

46.93 

+  46     2 

59.07 

a  Urs.  min. 

4 

46 

34.22 

+  88 

42 

5.37 

a  Urs.  min. 

4 

46 

30.63 

+  88  42 

4.36 

v  Leonis 

44 

34 

8.34 

—   0 

44 

52.00 

v  Leonis 

44 

34 

8.33 

—   0  44 

52.04 

a  Urs.  min. 

4 

46 

84.24 

+  88 

42 

5.36 

a  Urs.  min. 

4 

46 

80.63 

+  88  42 

4.35 

Mit  Ausnahme  einiger  weniger  Falle,  in  denen  2  Südsterne 
einander  sehr  nahe  folgen,  fand  regelmässige  Abwechselung 
zwischen  beiden  Sternarten  statt.  Die  Zenithdistanzen  der  Süd- 
sterne liegen  zwischen  30°  30'  und  50°  45',  die  der  Nordsterne 
zwischen  27°  0' und  48°  55',  während  die  entsprechenden  Mittel- 
werthe  sind:  39°  35'  und  40°  40',  nahe  genug  mit  der  Zenith- 
distanz  des  Poles :  38°  40'  übereinstimmend.  Durch  diese  Sym- 
metrie wurde  bezweckt,  den  Einfluss  der  Biegung  undRefraction, 
sowie  die  Aenderungen  der  letzteren  im  Laufe  der  Beobachtung 
herabzudrücken. 

In  sehr  wenigen  Ausnahmetellen  überschreiten  die  Stunden- 
winkel der  Südsterne  40  Zeitminuten,  die  Pointirungen  wurden 
nach  Möglichkeit  symmetrisch  zum  Meridian  vertheilt.  Bei  Nord- 
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Sternen  ist  das  letztere  meist  auch  der  Fall,  ausser  bei  den  dem 
Pole  sehr  nahen  Sternen.  Die  Südsterne  liess  der  Beobachter 
den  Faden  passiren ,  was  bei  geklemmtem  Höhenkreis  stets  in 
der  Mitte  des  Gesichtsfeldes  geschah  unter  Anwendung  der  Azi- 
muthalfeinbewegung ;  nach  einiger  Cebung  gelang  es  zu  er- 
reichen, dass  der  Durchgang  zwischen  den  beiden  inneren  Ver- 
ticalfäden  eintrat  bei  völlig  unbewegtem  Instrumente.  Bei 
Polsternen  ausserhalb  des  Meridians  geschah  es  ebenso;  waren 
sie  demselben  sehr  nahe ,  so  ist  der  Faden  auf  den  Stern  ge- 
schraubt und  der  Moment  der  Biseotion  registrirt  worden«  Zur 
Pointirung  wurde  immer  erst  der  obere,  dann  der  untere  Hori- 
zontalfaden (mit  3  Ausnahmen)  benutzt;  die  Faden  wurden  ver- 
mittels der  Höhenfeinschraube  dem  Sterne  nahe  gebracht,  die 
letzte  Drehung  geschah  im  Uhrzeigersinne.  Dies  wurde,  nach  dem 
Drehen  des  Instrumentes  um  480°  im  Azimuth,  in  der  anderen 
Lage  wiederholt,  sodass  an  den  beiden  Fäden  je  eine  Zenith- 
distanz,  mit  Elimination  des  Nullpunktes,  erhalten  wurde. 

Nach  dem  Durchgange  des  Sternes  erfolgte  die  Ablesung 
der  Mikroskope  und  die  Notirung  des  Standes  der  Niveaublase. 
Vermöge  der  Ablesung  zweier  Theilstriche  in  jedem  Mikroskope 
Jiess  sich  der  Run  aus  den  Sternbeobachtungen  selbst  ableiten ; 
es  ergaben  sich  an  jedem  Abende  2  Mittelwerthe,  je  nachdem 
das  Fernrohr  dem  Kreise  folgte  oder  voranging.  Dabei  wurden 
als  Werthe  für  die  beiden  Doppelfadendistanzen  die  aus  den 
Schraubenuntersuchungen  hervorgegangenen  benutzt. 

Zur  Angabe  des  Luftdruckes  diente  das  Stationsbarometer, 
zur  Temperaturablesung  ein  Thermometer,  das  an  einem  Gestell 
östlich  dicht  neben  dem  Südhäuschen  angebracht  und  bei  jeder 
Ablesung  herabgelassen  wurde;  seine  Kugel  befand  sich  3?4 
über  dem  Erdboden.  Der  Luftdruck  wurde  vor  Beginn  und  nach 
Schluss  jeder  Tagesreihe,  bisweilen  auch  dazwischen,  die  Tem- 
peratur fast  nach  jedem  Sterne  abgelesen;  1885  Nov.  20  unter- 
blieb die  Schlussablesung  des  Barometers,  und  der  Luftdruck 
wurde  deshalb  für  die  kurze  Beobachtungsdauer  als  constant 
angenommen. 

Die  Refraction  ist  die  BESSEL'sche ;  die  folgende  Tafel  ent- 
hält die  zu  ihrer  Berechnung  nöthigen  Angaben  in  der  Reihen- 
folge: Datum,  Uhrzeit,  inneres  Thermometer,  Barometer,  äusseres 
Thermometer. 
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1885 
April  4  6 


April  4  9 


Mai    49 


Mai    28 


Mai    24 


Mai    28 


Mai    29 


9h  4-| in 

40       0 

40  28 

41  22 
4  4    52 


10 
40 
10 
10 
11 
12 
12 

12 
12 
43 
13 

15 
15 
45 
46 
46 
47 
17 
17 
18 
18 

14 
14 
14 
15 
16 
46 
16 
17 
17 

43 
43 
44 
44 
45 
16 
16 


0 

5 

20 

42 

11 

4 

8 

30 
45 
20 
25 

18 
26 
38 
46 
50 
42 
45 
42 
10 
15 

10 
20 
57 
20 
2 
17 
46 
10 
15 

30 
35 
16 
56 

20 

8 

25 


13  28 
43    48 

14  23 
4  4  48 
14   50 


+    8?9 


+    8.5 
4-40.4 


4-    9.8 
+  10.9 


+  10.9 
+  12.1 


+  12.0 


+  11.9 
+  12.9 


+  12.3 
+#16.4 


+  16.0 
+  18.1 


+  4  7.8 


748.40 


748.95 


759.85 


760.00 


752.00 


752.00 


753.60 


753.85 


753.75 


755.25 


755.60 


756.10 


756.05 


753.40 


754.00 


+  10?9 
+  10.2 
+    9.3 


+  10.9 
+  4  0.5 
+  9.2 
+  7.8 
+    7.7 


+ 
+ 


7.0 
6.9 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

+ 
+ 


6.9 
6.7 
6.8 
5.9 
5.5 

5.3 
5.9 


+  9.7 

+  9.5 

+  9.0 

+  7.9 

+  7.2 

+  7.9 

+  7.7 


+  4  8.4 
+  47.2 
+  16.6 
+  16.25 

+  15.5 
+  15.4 

+  20.3 
+  20.4 
+  48.4 

+  4  7.9 


4  885 
Juni    3 


Juni    5 


Juni  46 


Juni  19 


Juni  24 


15h    0*" 

15  20 

16  7 

16  38 

17  5 
17   40 


43 

20 

43 

37 

13 

55 

44 

45 

44 

35 

14 

55 

15 

43 

15 

22 

16 

6 

16 

46 

16 

86 

17 

6 

17 

10 

14 
14 
14 
15 
15 
45 
15 

14 
14 
14 
15 
15 
15 
16 
16 
17 
17 

15 
15 
15 
15 
16 
16 
16 
47 
47 
48 
18 


18 
30 
45 
10 
21 
43 
46 

30 
36 
52 

12 

45 

56 

9 

38 

7 

40 

43 

28 

40 

52 

5 

37 

49 

40 

48 

3 

5 


+  14?7 


+  44.4 


+  47.6 


+  16.8 


+  18.4 


+  18.1 


+  17.7 


+  17.1 


+  17.8 


+  4  7.3 


757.35 


757.4  5 


+  4  3?0 
+  42.3 
+  4  2.0 
+  4  4.25 
+  44.0 


753.40 


753.20 


+  20.2 
+  20.8 
+  20.0 
+  4  8.7 
+  18.0 
+  18.4 
+  47.7 
+  17.0 
+  17.0 
+  16.5 
+  16.0 


752.35 


752.70 


+  13.25 
+  12.8 
+  12.4 
+  12.3 
+  12.7 


749.65 


+  15.0 
+  14.4 
+  13.8 
+  13.2 
+  4  3.0 
+  12.8 
+  12.7 
+  12.6 


749.40 


754.80 


754.60 


+  18.8 
+  18.4 
+  18.2 
+  18.2 
+  17.7 
+  17.8 
+  17.3 
+  17.0 
+  17.4 


^ 
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1885 
Juli     7 

15fc35m 

15   39 

46     5 

16   38 

47      5 

47     9 

Juli    19 

16     2 

16     6 

• 

46   38 

17      8 

17   48 

47    49 

18   18 

18   24 

Juli   21 

19   58 

20      4 

20   42 

20   55 

20   58 

Aug.    4 

16   35 
16   40 

46  55 

17    16 

17    30 

17    47 

48   42 

48    45 

Aug.    5 

19   15 
49   48 

49   32 

20      2 

20   41 

24      0 

24    47 

24    20 

Aug.  4  6 

20  22 
20   28 

20   55 

24      9 

24    26 

24    40 

24    50 

21    52 

Sept.  2 

18     3 
48     7 

48  30 

+  49?7 


+  19.3 
+  21.1 


+  20.4 
+  48.9 


757.55 


+  48.8 
+  49.5 


+  49.0 
+  49.0 


+  48.8 
+  4  7.0 


757.70 


753.60 


754.25 


762.90 


763.35 


754.45 


754.55 


752.80 


752.95 


757.45 


+  46.7756.80 


+  4  4.9 


756.25 


+  19?4 
+  4  8.8 
+  4  8.4 
+  48.6 


+  20.0 
+  18.2 
+  17.3 
+  17.2 
+  16.7 
+  16.6 


+  14.2 
+  4  0.9 
+  40.9 


+  49.95 
+  4  9.8 
+  19.2 
+  18.7 
+  17.8 
+  17.4 


+  15.8 
+  15.7 
+  45.3 
+  14.65 
+  14.6 
+  44.4 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


8.4 

8.4 
7.9 
7.7 
7.6 
8.0 


+  4  4.9 
+  41.4 


1885 
Sept.  2 


Sept.  5 


Sept.1 6 


Oct.  4  4 


Nov.  4  6 


Nov.47 


18b47m 


19 
19 
19 
20 
20 
20 


0 
32 
48 

1 
40 
45 


19   42 

19  46 

20  0 
20  18 
20   34 

20  52 

21  27 
21  46 
21    50 


18 

53 

19 

18 

49 

40 

19 

50 

20 

8 

20 

40 

20 

55 

20 

57 

49 

52 

49 

57 

20 

5 

20 

30 

20 

52 

20 

55 

24 

18 

24 

20 

21 

37 

21 

54 

22 

10 

22 

25 

22 

50 

22 

53 

20   54 

20  58 

21  11 
24  26 
24  38 
24    56 

22  20 
22  24 


+  4  4?3 


+  4  6.0 


+  45.7 


+  47.8 


+  17.7 


+  11.0 


+  10.9 

+    *.! 


+    4.3 
+    3.8 


+    3.7 


756.40 


747.80 


748.10 


757.10 


757.35 


755.95 


756.65 


764.00 


764. 


50 


764.10 


+  10?5 
+  10.3 


763.95 


+ 

9.6 

+ 

9.8 

+ 

9.0 

+ 

8.3 

+  12.9 
+  12.7 
+  4  2.7 
+  43.0 
+  12.7 
+  42.4 
+  42.0 


+  20.5 
+  4  9.8 
+  49.6 
+  19.8 
+  19.3 
+  19.0 


+  6.7 

+  6.3 

+  6.1 

+  5.7 


—  2.0 

—  2.3 

—  2.4 

—  2.5 

—  2.3 

—  2.9 


1.4 
4.0 
4.4 
4.8 
4.6 
4.7 
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um 

4  886 

Nov.  4  8 

20h 44" 

+  3?3 

754.30 

März  30 

14h51m 

4-    5?0 

20   49 

— 

0?9 

42   45 

m 

4-    5.0 

24      9 

— 

4.2 

42  48 

4-8?2 

757.55 

24    27 

— 

4.3 

24    57 

— 

4.5 

April  4 

7   47 

4-9.6 

762.55 

22   49 

— 

4.7 

7   54 

4-   9.4 

23     7 

— 

4.4 

8      4 

4-    9.0 

23   40 

4-3.4 

753.75 

8   28 
8  45 

4-  8.4 
4-    6.9 

Nov.  49 

20    47 
20   54 

+  2.9 

753.40 

— 

4.3 

8  57 

9  24 

4-  6.5 
4-    5.1 

24      3 

— 

4.6 

9  27 

4-8.9 

763.05 

24    27 

— 

4.4 

40   35 

4-    4.6 

24    58 

— 

4.5 

44      2 

4"    4.4 

22   21 

— 

2.4 

14    26 

4-    3.4 

22   44 

• 

— 

2.3 

44    39 

4-    4.0 

22   47 

4-2.8 

754.05 

44    42 

4-8.3 

763.50 

Nov.  20 

20    48 
20   52 
24    28 

4-3.8 

756.20 

— 

4.2 

2.0 

April  2 

8     0 
8     5 
8   28 
8   45 

4-9.5 

759.05 

4-44.3 
4-14.0 
4-44.0 

4886 

8   56 

4-4  0.7 

März  25 

8   42 

4-4.0 

755.60 

9   26 

4-4  0.3 

8   29 

+ 

5.4 

9   30 

4-9.3 

758.80 

8   48 

+ 

5.2 

40   82 

4-9.0 

758.50 

9     0 

+ 

5.0 

40   34 

4-    7.7 

9   28 

+ 

4.0 

40   50 

4-    8.5 

9   32 

4-3.9 

755.30 

44      0 
44    45 

4-  8.0 
4-    7.5 

März  80 

10    29 
40   82 
40   53 

4-8.3 

758.00 

+ 

+ 

4.9 
4.6 

44    25 
44    36 
44    47 

4-  7.3 
4-  7.0 
+    1A 

4  4    25 

+ 

4.5 

44    50 

4-8.9 

758.45 

Die  Secundenzeichen  auf  dem  Chronographen  (Hipp'scher 
Farbschreiber)  wurden  von  der  UhrTiEDE336  gegeben  und  durch 
Signale  nach  der  Hauptuhr  Dencker  XII  vor  und  nach  den  Be- 
obachtungen oontrolirt. 

Die  auf  Zeitbestimmungen  am  Meridiankreis  beruhende  Zeit 
von  D.  XII  bedurfte  indess  noch  einer  Correction  wegen  des 
Längenunterschiedes  und  etwaiger  systematischer  Fehler.  Herr 
Schnauder  hat  deshalb  in  der  Zeit  von  4885  Februar  25  bis 
\  886  April  2  zwölf  Zeitbestimmungen  fttr  D.  XII  am  Universal- 
Instrument  ausgeführt,  und  zwar  mit  Durchgängen  in  der  Nähe 
des  Meridians,  wobei  das  Azimuth  des  Instruments  mit  dem 
Horizontalkreise  aus  Polarisbeobachtungen  abgeleitet  wurde. 
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Aus  eiuer  Zusammenstellung  dieser  Uhrcorrectionen  mit 
jenen,  welche  aus  den  einschliessenden,  am  Meridiankreis  durch 
Herrn  Dr.  Peter  erhaltenen,  folgen,  findet  er: 

ührcorr.  D.XII  (Univ.-I.  —  M.-Kr.)  =  +  0?27  ±  0!04  ; 

um  diese  Grösse  sind  die  dem  Uhrbuche  entnommenen  Correc- 
tionen  durchgängig  geändert  worden.  Nahezu  denselben  Betrag 
erhielt  Herr  Schnauder  noch  auf  folgende  Weise:  Vier  gelegent- 
liche, simultane  Zeitbestimmungen  jenes  Jahres  am  Meridian- 
kreise ergaben  die  Differenz : 

ührcorr.  D.  XII  (S.  —  P.)  =  +  OH  6 ; 

ausserdem  ist,  wegen  der  Längendifferenz  der  beiden  Instrument- 
meridiane : 

ührcorr.  D.XII  (Ü.I.  —  M.  Kr.)  =  +  0!09 .  — 

In  der  folgenden  Tafel  sind  zusammengestellt:  die  Correc- 
tion  der  Zeitangabe  des  Chronographenstreifens,  ferner  unter 
Niveau  der  für  den  Abend  abgeleitete  Werth  eines  Niveautheils 
(vgl.  die  früheren  Bemerkungen),  dann  die  Zahl  der  Sterne  oder 
genauer  der  vollen  Sätze  von  Zenithdistanzen.  Betreffs  der 
letzten  Columne  vergleiche  die  spätere  Darstellung. 


4885 

Corr.  der  Streifenzeit 

Niveau 

Sätze 

5i°20' 

April  4  6 

+  27!85 

1774 

4 

4747 

April  4  9 

+    3.44 

4.60 

8 

4.97 

Mai     49 

—    0.49 

4.70 

2 

6.07 

Mai    23 

+    9.39  bis  4  6h  5 0m;  von  da 
+  45.30 

4.84 

9 

5.74 

Mai    24   —    6.48  für  *  4  u.  2 

4.50 

9 

5.56 

—    6.53            3  —  6 

—    6.58           7  —  9 

Mai     28 

+  36.25  — 0!05[/b  — 4  4*0] 

4.57 

40 

5.69 

Mai    29 

+  34.95 

4.57 

4 

5.69 

Juni     3 

+  32.65 

4.42 

6 

5.90 

Juni     5 

+  49.22  —  0.045  [t  —43.6] 

4.42 

43 

5.84 

Juni   4  6 

+  42.04 

4.52 

4 

5.48 

Juni   4  9 

+  40.22  —  0.06 

7   —  45.0" 

4.56 

9 

6.37 

Juni   24 

+    4.79  —  0.08 

t   —  16.0 

4.53 

9 

5.84 

Juli      7 

—    0.47  +  0.09 

t  —  16.0 

1.63 

6 

5.59 

Juli    49 

—  45.74 

4.42 

5 

5.24 

Juli    24 

+    3.09 

4.38 

4 

4.97 
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4885 

Corr.  der  Streifenzeit 

Niveau 

Sätze 

54°  20' 

Aug.     4 

—  4  0*78 

r/48 

6 

5'.'64 

Aug,    5 

—    2.42 

4.38 

8 

5.54 

Aug.  46 

+    2.78 

4.52 

5 

5.50 

Sept.    2 

+  30.93 

4.44 

40 

5.68 

Sept.    5 

—  45.83 

4.54 

8 

5.58 

Sept.  1 6 

—    7.62 

4.50 

7 

5.4  4 

Oct.    44 

—    2.76 

4.49 

4 

5.36 

Nov.  46 

—  43.06 

4.34 

6 

5.52 

Nov.  47 

+  24.43 

4.54 

6 

5.43 

Nov.  4  8 

—    6.97 

4.38 

40 

5.26 

Nov.  4  9 

—    7.46 

4.42 

8 

5.40 

Nov.  20 

—    6.95 

4.52 

'     3 

5.70 

4  886 

März  25 

—  23.94 

4.39 

4 

5.42 

März  30 

+    2.02 

4.49 

8 

5.06 

April    4 

+  4  6.96 

4.40 

42 

5.60 

April    2 

+    6.44 

4.54 

42 

5.23 

Es  folgt  jetzt  die  Zusammenstellung  der  ScHNAUDER'schen 
Beobachtungen  in  chronologischer  Folge.    Hierbei  enthält 

Columne  4)  die  Fernrohrlage  (West  oder  Ost), 

Columne  2)  den  zur  Einstellung  benutzten  Faden  (oben  oder 
unten), 

Columne  3)  den  Zeitpunkt  der  Einstellung ,  wie  er  von  dem 
Chronographenstreifen  abgelesen  wurde, 
Columne  4)  das  Mittel  aus  den  beiden  Mikroskopen  I  und  II,  ver- 
bessert wegen  periodischer  Fehler  und  Run,  aber  ohne 
Theilungscorrection  (für  die  Grade  war  Mikroskop  I  mass- 
gebend) , 

Columne  5)  6)  7)  die  Verbesserung  für  Niveau  und  Refraction, 
sowie  die  Reduction  auf  den  Meridian, 

Columne  8)  die  Summe  der  Columnen  3)  bis  5). 

Die  Angaben  I,  II,  III  hinter  dem  Namen  des  Sternes  geben 
die  Gitter  an.  Der  Beobachter  benutzte,  um  die  helleren  Sterne 
auf  möglichst  bequem  zu  beobachtende  Lichtpunkte  zu  redu- 
ciren,  mehrere  ganz  leichte  Mullgitter,  die  lose  auf  die  Objectiv- 
fassung  gesteckt  wurden. 
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Stand  I. 


4885  April  46. 

a  Ursae  nrinoris 

w 

u 

4  0»»    2"»50?50 

39°  30'  48"40 

+  2/.'39 

+  47"13 

—  5i'45'.'45 

88°38'52'.'47 

0 

6       6.25 

30    54.80 

+  4.74 

+  47.17 

—  53  34.03 

38      6.65 

o 

9     25.74 

31    42.02 

+  4.45 

+  47.21 

—  54  22.92 

38      7.76 

u 

1          42       0.70 

33      5.20 

+  4.03 

+  47.23 

—  55     0.42 

38    53.04 

0 

u 

'          4  6     26.97 

320    22    52.68 

+  1.54 

—  47.28 

+  56     3.87 

321    48    40.81 

o 

49     38.42 

22    53.57 

+  4.45 

—  47.32 

+  56  48.73 

48    56.43 

In 

22     30.70 

22    4  4.70 

—  0.26 

—  47.35 

+  57  28.53 

4  8    55.62 

:  n 

25     4  3.92 

2n    54.53 

—  4.54 

—  47.39 

+  58      5.76 

48      8.36 

/  Leonis. 

0 
W 

0 

u 
o 
11 

10    31 
36 
41 
44 

33.43 

4.25 

38.32 

56.87 

40    12    21.40 

44    38.30 

349    48    30.29 

47    37.88 

—  4.74 

—  4.88 

—  4.20 
+  0.26 

+  48.46 
+  48.39 

—  48.37 

—  48.39 

—  3  54.57 

—  4    23.84 
+    0     2.44 
+    0     8.80 

40      9    43.58 

40      0.97 

349   47    43.43 

4  6    58.55 

X  Leonis. 


w 

u 

o 

0 

u 

o 

40 


44 


50 

53 

57 

4 


52.53 

50.00 
16.70 
51.20 


346 


43 


34  23.50 

36  4  0.95 

20  57.37 

20  27.11 


+  1.80 
+  1.80 

—  1.20 

—  0.94 


—  54.20 

—  54.17 
+  54.16 

+  54.49 


+  4  46.90 

+  0  44.05 

—  0  3.33 

-  0  18. 44 


346 


43 


35  18.00 

35  59.63 

21  47.00 

21  2.22 


0 

o 

44       8 

49.79 

u 

41 

33.68 

w 

o 

45 

48.41 

ii 

48 

55.69 

1885  April  49. 


a  Ursae  minoris. 

320    12    48.05 

4  4    33.80 

39   45    23.75 

46    39.96 

+  0.60 
+  0.54 

—  2.57 

—  4.62 

—  47.76 

—  47.79 
+  47.82 

+  47.K4 

+  66  52.98 
+  67  24.46 

—  68     4.53 

—  6S   35.03 

324    48    53.87 

48      7.98 

38   38      4.47 

38    54.69 

30  Hev.  Cam. 


W    o 

4  0      8       3.40 

34    46    25.68 

+  4.32 

+  35.95 

—    0  22.06 

34    46    43.89 

j  u 

4  0     58.20 

46    59.26 

+  7.36 

+  35.95 

—    0     9.99 

47    32.58 

o  !o 

47     22.64 

328    4  0    47.22 

+  5.52 

—  35.97 

+    0      0.05 

328    4  0    4  6.82 

tu 

20     28.20 

9    57.31 

+  7.42 

—  35.98 

+    0     3.44 

9    34.86 

/  Leonis. 


0 

0 

ü 

w 

o 

u 

w 

o 

u 

0 

o 

tl 

40 


28 
34 
34 
36 
46 
48 
54 
53 


22.56 
5.25 
44.50 
55.00 
4  0.4  8 
30.90 
44.30 
50.8« 


40 


319 


40 


15 
43 
46 
46 
48 
46 
40 
42 


4  5.33 

—  4.64 

44.06 

—  3.60 

20.52 

—  0.96 

35.24 

+  0.80 

46.65 

—  1.60 

56.44 

—  2.40 

34.52 

—  7.36 

45.21 

—  -V84 

+  49.24 
+  49.24 

—  49.48 

—  49.47 

—  49.24 

—  49.27 
+  49.33 
+  4«.40 


II 

6  48.29 

40 

9 

41.64 

— 

4  32.58 

9 

57.09 

-h 

i  42.83 

319 

47 

43.24 

4- 

1    13.20 

47 

0.07 

+ 

0   16.64 

47 

42.42 

-1- 

0   53.03 

46 

57.50 

2     0.99 

40 

9 

42.50 

— 

3   34.97 

9 

56.80 
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X  Leonis. 


0 

0 

40h57™  4  3!70 

43°  20'    9'.'94 

—    2'.'88 

+  55'.'4  7 

—    0'    5'.'94 

43o20'56,l32 

u 

59     36.88 

20    54.44 

—    2.40 

+  55.20 

—    0     0.55 

21    46.69 

w 

0 

4  4       2     46.53 

346   36    35.66 

0.00 

—  55.23 

+    0  48.34 

34  6   85    58.77 

u 

5     42.77 

34    48.72 

+    4.60 

—  55.29 

+    4    48.88 

35    43.44 

a  Ursae  minoris  (I). 

W 

0 

44    44 

55.27 

39 

45 

4.69 

+ 

2.72 

+  48.77 

+  40 

25.73 

39 

56 

24.94 

u 

47 

48.78 

46 

22.4  0 

+ 

3.04 

+  48.78 

+    9 

56.85 

57 

40.77 

0 

0 

24 

34.80 

320 

40 

45.20 

+ 

3.60 

—  48.80 

—    9 

20.4  8 

320 

0 

39.82 

u 

23 

26.72 

9 

40.64 

+ 

3.36 

—  48.84 

—    9 

2.43 

349 

59 

52.76 

v  Leonis. 


0 

0 

4  4     28 

4  2.38 

54    28    46.87 

-4-    0.40 

+  73.53 

—    0  4  2.54 

54    29    47.76 

u 

30 

40.60 

29    22.24 

-4-    0.08 

+  73.55 

—    0     0.20 

30    35.67 

w 

0 

35 

5.28 

308  27    58.72 

—    0.4  6 

—  73.60 

+    0  25.74 

308   27    4  0.70 

u 

37 

42.08 

26    27.94 

+    0.48 

—  73.64 

+    4      9.62 

26    24.40 

ß  Virginis. 


w 

0 

44     42 

4  4.00 

344      4    44.47 

+    4.04 

—  67.4  3 

+    0     9.73 

344      3    47.84 

u 

45 

3.00 

3    37.04 

+    0.40 

—  67.43 

+    0     0.22 

2    30.53 

0 

0 

49 

25.4  3 

48   53    43.04 

—    4.60 

+  67.45 

—    0  36.52 

48   53    42.07 

u 

52 

4.60 

54    49.4  6 

—    4.60 

+  67.49 

—    4   27.74 

54    27.04 

a  Ursae  minoris  (I). 

0 
W 

0 

u 
o 
u 

4  4     56       0.28 

58     25.66 

42      4      25.40 

4      48.49 

320      6      2.4  6 

4    59.39 

39   54    34.99 

52    35.44 

+    2.40 
+    4.92 
—    4.08 
+    0.32 

—  48.95 

—  48.96 

+  48.97 
+  48.98 

—  4   86.88 

—  4  20.54 
+    4     4.04 
+    3   42.93 

320      0    38.73 

849   59    54.84 

89   56    20.92 

57      7.67 

4885  Mai  49. 


€  Virginis. 


0 

0 

42    50     27.96 

39   44    54.75 

+    4.59 

+  48.36 

—    4     8.42 

89   44    36.58 

u 

52     24.58 

45      3.98 

+    5.44 

+  48.34 

—    0  34.25 

45    26.54 

w 

0 

55     53.30 

320   45      7.24 

—    8.57 

—  48.38 

+    0     0.67 

320   4  4    45.98 

u 

59       4.87 

4  4      8.67 

—    4.08 

—  48.34 

+    0  42.64 

4  8    28.89 

43  Hev.  Ceph. 


w 

0 

48      5     20.70 

42   59    84.62 

+    0.26 

+  54.20 

+    0  20.20 

48     0    49.28 

u 

8     48.82 

48      0    4  4.59 

+    0.4  7 

+  54.20 

+    0  84.27 

4    87.23 

0 

0 

42     44.70 

34  6  59    46.76 

+  40.46 

—  54.4  9 

—    0  54.99 

846   58    44.04 

u 

45     54.80 

59    4  8.4  8 

+  44.73 

1                t : 

—  54.4  8 

—    4    4  0.55 

57    25.48 
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4885  Mai  23. 


a  Serpentis. 


0 

o 

45*»28»40?4  9 

44°  84'  24'.'22,+0'.'48 

+  57'.'89 

—  3'   4'.'72 

4  4°  32'  4r.'07 

u 

34     48.80 

83    32.94  i  +  0.92 

+  57.85 

—  4    28.54 

33      2.67 

o 

33     56.42 

34    56.58 

+  0.64 

+  57.33 

—  0  85.90 

32    4  8.65 

u 

85     58.40 

32    45.44 

+  4.66 

+  57.82 

—  0  4  4.02 

83      3.4  0 

w 

0 

44      30.75 

345  28    40.40 

—  9.84 

—  57.33 

+  0  4  5.89 

345  27    49.42 

u 

44     40.79 

26    32.00 

—  5.52 

—  57.36 

+  4      6.92 

26    36.04 

o 

47     47.80 

25    49.87 

—  4.29 

—  57.40 

+  2  30.38 

27    24.56 

u 

50       4.48 

23    39.07 

0.00 

—  57.45 

+  3  52.94 

26    34.56 

Gr.  750. 

W 
0 

o 
u 
o 
u 

4  5    58       2.00 

4  6      0     47.85 

5       8.40 

7     38.73 

43  23    32.37 

24    49.06 

846   36      8.70 

35    28.02 

+  2.48 
+  8.34 
+  2.76 
+  4.01 

+  55.4  0 
+  55.4  0 

—  55.4  0 

—  55.4  0 

+  0     0.95 
+  0     0.04 

—  0     3.08 

—  0     7.28 

43   24    30.90 

25    47.48 

346   35    4  3.28 

34    26.65 

y  Herculis. 


0 

0 

46    44 

4.73 

34    54    35.85 

+  0.09 

+  36.32 

—  4     9.85 

34    54      4.94 

u 

43 

28.64 

54    86.60 

+  0.64 

+  36.80 

—  0  28.45 

54    50.39 

w 

0 

48 

0.58 

328      6      7.64 

—  2.85 

—  36.80 

+  0     3.59 

328      5    32.05 

u 

20 

48.40 

4    49.74 

—  3.34 

—  36.34 

+  0  34.83 

4    44.92 

Gr.  750. 

W 

0 

0 

u 

0 

u 

4  6    30     44.28 
32     54.40 
37     27.42 
39     34.52 

43   24    28.04 

24    45.82 

346   39    27.54 

39      4.22 

—  4.69 

—  2.24 

+  3.43 

+  2.24 
i        = 

+  55.40 
+  55.40 

—  55.40 

—  55.4  0 

—  2     9.77 

—  2  84.46 
+  8  24.04 
+  3   44.23 

43   24    28.22 

25    42.87 

346    35    44.50 

34    27.4  0 

x  Ophiuchi. 


0 

0 

46    43 

43.54 

44    47    46.22 

+  4.29 

+  52.24 

—  2  23.49 

41    46    46.56 

u 

46 

9.20 

47    43.78 

+  4.84 

+  52.22 

—  4      4.36 

47      3.48 

w 

0 

54 

54.23 

348   4  4      2.66 

+  0.37 

—  52.23 

+  0   45.24 

348    43    26.04 

u 

57 

9.88 

42    48.45 

—  4.40 

—  52.26 

+  0  48.22 

42    38.31 

s  Ursae  minoris. 

W 

0 

0 

u 

0 

n 

47       4      44.30 
3     27.02 
7     29.62 
9     54.80 

30   52    25.94 

53    49.26 

329  n  6    43.86 

5    42.89 

—  0.28 
+  4.29 
+  2.94 
+  2.85 

+  35.04 
+  35.02 

—  85.03 

—  35.04 

—  0     4.09 

—  0  4  0.94 
+  0  34.54 
+  0   48.73 

30  52    56.58 

53    44.68 

329     6    43.34 

5    59.43 

a  Ophiuchi  (III). 


0 

0 

47    22 

9.20 

38   44    47.20 

—  4.84 

+  46.98 

—  4    89.98 

88   40    52.34 

u 

25 

8.48 

44    27.80 

—  4.76 

+  46.94 

—  0  35.78 

44    37.47 

w 

u 

35 

52.65 

324    47    82.39 

—  8.40 

—  46.94 

+  4   20.80 

824    48      2.85 

0 

88 

39.44 

46   54.32 

—  2.89 

—  46.98 

+  2  44.54 

48    49.46 
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w 

0 

u 

0 

0 

ii 

5  Mai  23. 

d  Ursae  minoris. 

4  7*43n>24?93 
46     4  6.83 
49     44.47 
52       5.83 

85°4  6f  50'.'70 

47    4  5.39 

324    43    34.33 

42    54.88 

—  3'.'40 

—  4.66 
+  2.30 
+  8.67 

+  44'.'48 
+  44.46 

—  44.44 

—  44.43 

—  4'24'.'86 

—  4      6.92 
+    0  48.41 
+    0  37.4  x 

35°  4  6'    3'.'92 

46    48.27 

324    43    40.60 

42    5*. 60 

72  Ophiuchi. 


0 

o 

4  7    56     45.69 

44    46    25.86 

+  1.84 

+  52.29 

—    0   43.94 

44    46    36.05 

u 

59       3.76 

46    44.34 

+  2.02 

+  52.27 

—    0   12.45 

47    23.48 

w 

0 

48      4      48.40 

348   4  3    39.65 

—  4.4  0 

—  52.25 

+    0   47.68 

348   4  3      3.98 

u 

7      45.60 

42    45.70 

—  1.84 

—  52.26 

+    0   .56.49 

42    48.09 

4885  Mai  24. 


0 
W 


o 
u 
o 
11 


4  4    28  55.89 

30  56.95 

38  34.44 

44  26.56 


34 


325 


7t  Bootis  pr. 


25    45.08 

+  0.30 

+  3«>.65 

—    4    28.61 

34   24    56.42 

25    44.98 

—  0.90 

+  39.63 

—    0   42.35 

25    44.36 

35    42.92 

—  5.17 

—  39.63 

+    0   4  9.98 

325   34    48.13 

33    35.09 

—  6.67 

—  39.66 

+     4    14.44 

34      2.90 

a  Ursae  minoris  (1  +  H). 


w 

0 

44     45 

4  2.35 

39   54 

u 

47 

25.90 

52 

0 

o 

50 

38.00 

320      8 

u 

52 

57.22 

8 

4    35.26 

—  6.82 

+  48.30 

+    5   37.95 

39   57    54.69 

2      3.39 

—  5.92 

+  48.29 

+    5  54.94 

58    40.70 

8    59.06 

+  2.85 

—  48.29 

—    6  20.09 

320      4    53.53 

8    33.48 

+  4.57 

—  48.28 

—    6  88.82 

4       7.95 

0 


0 

4  5    14 

u 

47 

<) 

24 

II 

26 

4  3.38 

4  2.70 

4.57 


:> 


35 


tk  Serpehtis. 


30  4  6.99 

30  3.08 

324  30  24.68 

28  4.3.07 


+  4.95 

+  44.34 

+  2.70 

+  41.32 

+  0.07 

—  44.35 

0.00 

—  44.39 

—  4  23.70 

—  0  23.70 
+  0  24.51 
+  1  20.24 


35  29  37.58 

30  23.40 

324  30  7.94 

29  21.92 


w 

0 

u 

0 

0 

u 

45 


34 
34 
37 
39 


32.27 
4  3.33 
4  3.79 
H9.4  6 


a  Ursae  minoris  (I  +  II). 


39 


320 


44  42.94 

44  27.40 

4  6  28.25 

46  44.03 


0.00 
+  2.02 
+  8.62 
+  8.92 


+  48.23 
+  48.23 

—  48.23 

—  48.23 


—  65  34.58 

—  65     4.42 

+  64  29.98 
+  64      4.78 


38   39  26.59 

40  4  3.23 

324    20  4  8.62 

4  9  33.50 


0 

0 

u 

w 

0 

II 

45    48  38.80 

54  8.80 

55  56.98 

5*  38.4« 


316 


43 


Gr.  750. 


36    22.28 

+  7.57 

—  54.92 

35    27.64 

+  6.82 

—  54.94 

23    32.45 

—  0.22 

+  54.97 

24    4  9.78 

+  0.75 

+  5i.99 

—  0  22.4  8 

—  0  43.84 
+  0  3.49 

+  0  0.70 


346   35  42.75 

34  25.72 

43   24  80.69 

25  4  6.22 
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4885  Hai  24. 


y  Herculis  (I). 


W!o 

46*»42m  54?50 

328°    5'  33'.'83 

+  2'.'47 

— 36"07 

+  0'3O5 

328°    5' 36^28 

.  u 

4  4     38.44 

5      9.94 

+  2.40 

—  36.07 

+  0  42.43 

4    48.40 

o  !o 

4  9     49.98 

84    53    44.80 

+  3.42 

+  36.08 

—  0  44.97 

34    54      9.33 

1* 

24      44.36 

55      3.34 

+  5.85 

+  36.4  4 

—  0  48.24 

54    57.08 

Gr.  750. 

0 

w 

o 
u 
o 
u 

46    25     44.40 
27     24.60 
80     34.54 
32     42.94 

346  87    30.02 

36    58.42 

43   24    24.54 

24    49.43 

+  7.87 
+  6.97 
+  2.92 
+  3.75 

—  55.06 

—  55.04 

+  55.02 
+  55.00 

—  4    28.42 

—  4    44.42 
+  2  10.83 
+  2  80.80 

346   35    4  4.74 

34    26.23 

43   24    80.28 

25    4  8.48 

49  Herculis. 


w!o 

4  6    40       8.80 

323    49    20.58 

+  6.30 

—  42.60 

+  4   82.4  4 

323   50    46.42 

n 

42     20.84 

49    24.20 

+  5.85 

—  42.57 

+  0  42.50 

49    29.98 

0 

o 

49     55.22 

36     9      3.46 

+  0.67 

+  42.54 

—  0  4  6.78 

36     9    29.89 

u 

52     42.30 

40    37.44 

—  0.30 

+  42.55 

—  4      3.90 

4  0    45.76 

€  Ursae  minoris. 

0 

o 

46 

56 

6.38 

329 

7 

46.40 

+  4.05 

—  34.83 

+  0 

4.46 

329 

6 

43.78 

u 

58 

33.43 

6 

84.74 

+  2.25 

—  34.83 

+  0 

0.4  0 

5 

59.23 

w 

o 

47 

2 

35.56 

30 

52 

84.54 

—  4.87 

+  34.88 

—  0 

6.83 

30 

52 

57.64 

u 

6 

3.42 

53 

30.45 

—  0.75 

+  84.84 

—  0 

20.97 

53 

48.57 

1 885  Mai  28. 


o  Ursae  minoris  (I  +  II). 


w 

o 

43    38 

37.80 

89   56    43.78 

—  2.67 

+  47,06 

+  0  22.36 

39   57    50.53 

u 

40 

43.4  0 

57    24.74 

—  2.67 

+  4>.06 

+  0  26.67 

58    85.77 

0 

o 

44 

57.20 

320      3    47.93 

—  8.04 

—  47.08 

—  0  86.56 

320      4    46.28 

u 

47 

27.92 

2    38.92 

—  8.74 

—  47.08 

—  0   43.4  6 

0    59.97 

T 

Virginis. 

0 
W 

0 
0 
0 

u 

43  54  47.90 
53  43.00 
57     47.24 

4  4       0     25.32 

49    42    48.67 

43    43.45 

34  0   46    49.68 

45    34.97 

+  0.74 
+  4.40 
+  2.20 
+  0.7« 

+  65.48 
+  65.48 

—  65.24 

—  65.24 

—  0  24.98 

—  0     6.54 
+  0  4  0.64 
+  0  43.69 

49    4  3    29.58 

44  43.49 
34  0    45    57.28 

45  44.43 

a  Ursae  minoris  (I) . 

W 
0 

0 
Q 
0 
Q 

44       3     46.47 

7       9.38 

4  0     52.85 

4  3     29.27 

39   55    47.26 

55    48.77 

320      4    44.98 

4    4  4.55 

+  2.4  2 
+  5.48 

—  0.47 

—  2.83 

+  47.44 
+  47.42 

—  47.42 

—  47.42 

+  4    89.23 
+  4    53.73 

—  2  4  0.84 

—  2  23.47 

39   57    45.72 

58    84.80 

320      4    46.58 

0    58.4  3 
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\  885  Mai  28. 


7t  Bootis  pr. 


0 

0 

Uh29ra39!00 

34°  25'    4'.'68 

—  0'.'4  6 

+  38'.'65 

—  0'54'.'06 

34°  24'  46'.'4  4 

u 

32     38.10 

25      2.38 

—  0.47 

+  38.65 

—  0     9.32 

25    3t. 24 

w 

0 

37     4  6.4  0 

325   85      9.76 

—  2.04 

—  38.65 

+  0  43.43 

325   84    42.20 

u 

40     40.22 

33    35.67 

—  4.65 

—  38.67 

+  4      0.89 

83    56.24 

a  Ursae  minoris  (I) . 


w 

0 

44    44 

9.85 

39   54    24.73 

—  0.94 

u 

46 

54.65 

54    48.12 

-1-2.43 

0 

0 

50 

9.47 

320      8    46.4  3 

+  7.46 

u 

52 

34.54 

8    49.27 

+  7.85 

+  47.42 
+  47.4  4 

—  47.40 

—  47.40 


+  5  35.40 

+  5  55.65 

—  6  24.58 

—  6  44.45 


39   57  46.04 

58  33.34 

320      4  44.91 

0  58.87 


0 


W 


o 
u 
o 
u 


45 


42 

46 
25 

27 


34.52 

9.58 

59.84 

54.48 


35 


324 


30 
30 
29 

27 


t1  Serpen  tis. 


44.04 

—  4.57 

6.85 

—  3.4  4 

23.40 

+  2.59 

44.35 

+  3.38 

+  40.34 
+  40.32 

—  40.35 

—  40.37 


w 

0 

u 

0 

0 

u 

Gr.  750. 


45 


34 
32 
35 
37 


9.54 
54.90 
24.34 
24.98 


43   24  25.58 

22  29.90 

316    37  25.75 

36  28.16 


+  1.10  '  +  53.44 
+  0.63  +53.42 
+  2.54  —53.43 
+  4.10  ;  — 53.45 


24  23.85 

25  4  3.4  7 
35  4.33 
34  49.40 


0 

o 

u 

w 

0 

u 

£  Serpentis. 


45 


40 
43 
46 
49 


48.72 
14.44 
48.80 
24.52 


46   29    32.79 

29-50.71 

313    30    23.90 

28    59.94 


1.26 
0.63 
0.63 
0.24 


+  59.60 
+  59.59 

—  59.60 

—  59.63 


46   30  4.27 

30  46.88 

313    29  29.08 

28  39.48 


W 


0 


o 
u 
o 
u 


Gr.  750. 


45 


16 


53 

56 

4 

3 


54.84 
0.93 
1.02 

44.77 


43 


316 


23 
24 
35 
35 


24.87 
13.94 
52.35 
4  0.68 


+  4.33 
+  2.35 
+  5.4  0 
+  3.92 


+  5.H.54 
+  53.53 

—  53.55 

—  53.56 


+  0 
+  0 

—  0 

—  0 


5.76 
2.47 
0.54 
4.96 


43    24  25.47 

25  42.26 

34  6   35  3.36 

34  49.08 


y  Herculis. 


0 

0 

46      9 

0.60 

34    55    22.02 

+  2.35 

+  35.33 

—  4    55.74 

34    54      3.96 

u 

44 

57.20 

54    53.99 

+  4.88 

+  35.33 

—  0  41.04 

54    50.46 

w 

o 

48 

36.82 

328      5    52.00 

+  0.78 

—  35.32 

+  0  4  1.88 

328      5    29.84 

u 

20 

58.42 

4    30.50 

+  0.55 

—  35.33 

+  0   48.42 

4    43.84 
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\  885  Mai  29. 


a  Ursae  minoris  (I). 


o 
u 
o 
11 


4  3>»  32»  26?90 

39°  56'  46'.'62 

+  0'.'24 

+  46'.'53 

+  0'14'.'78 

39°  57'  45'.'4  7 

35       7.20 

57    34.04 

+  0.24    +46.53 

+  0   15.94 

58    33.72 

38     49.04 

320     2    52.65 

+  0.66 

—  46.54 

—  0  22.66 

320      4    44.4  4 

42       4.62 

2    4  4.69 

—  0.34 

—  46.54 

—  0  29.48 

0    58.36 

T 

Virginia 

I. 

0   lo 

>  u 

W;o 

'  u 

— i 

13  49  52.79 
54  55.97 
58     36.39 

4  4      0     44.53 

49   43    44.62 

4  3    27.72 

340   46    44.27 

45    25.49 

+  1.02 
+  1.42 
+  1.42 
+  2.28 

+  64.43 
+  64.44 

—  64.52 

—  64.57 

—  0  46.64 

—  0  4  7.79 
+  0  4  8.25 
+  0  48.84 

49    43    30.43 

4  4    45.79 

34  0   45    59.42 

45    42.04 

a  Ursae  minoris  (I). 

W 

0 

0 

u 

0 

u 

4  4      5     40.20 
40       0.60 
44     17.28 
16     26.32 

39   55      7.46 

55    35.02 

320      5      0.05 

4    25.99 

+  6.59 
+  6.90 

—  1.65 

—  3.62 

+  46.69 
+  46.72 

—  46.75 

—  46.77 

+  1    44.96 
+  2     6.56 

—  2  27.68 

—  2  38.30 

39   57    45.70 

58    35.20 

320      1    44.02 

0    57.30 

7X  Bootis  pr. 


0 

o 

4  4    29 

25.47 

34   25      5.76 

+  4.33 

+  38.39 

—  0  59.58 

34    24    48.95 

u 

32 

9.29 

25      5.66 

+  3.62 

+  38.38 

—  0  14.26 

25    33.40 

w 

0 

37 

26.27 

325   35      4.55 

+  0.72 

—  38.39 

+  0   14.72 

325   34    41.60 

u 

44 

4.40 

33    4  4.04 

—  0.66 

—  38.42 

+  1   21.33 

33    56.29 

1885  Juni  3. 

e  Serpen tis. 

0 
W 

o 
u 
o 
u 

45    39     42.4  0 
44      27.40 
46     34.48 
49     49.30 

46   29    44.40 

29    57.06 

343    30    22.37 

29      6.13 

+  6.39 
+  5.40 
+  4.56 
—  0.35 

+  60.49 
+  60.48 

—  60.48 

—  66.51 

—  0  48.74 

—  0  46.45 
+  0     6.37 
+  0  37.87 

46   29    59.54 

30    46.49 

34  3   29    29.82 

28    43.4  4 

Gr.  750. 

W 

o 

45 

55 

42.37 

43 

23 

28.72 

—  0.64 

+  54.32 

H-o 

3.65 

43 

24 

26.05 

u 

58 

4  0.34 

24 

48.50 

0.00 

+  54.32 

+  0 

0.59 

25 

43.44 

0 

o 

46 

4 

32.50 

34  6 

35 

53.84 

+  3.83 

—  54.33 

—  0 

0.28 

346 

35 

3.06 

u 

3 

35.30 

35 

9.03 

+  2.98 

—  54.33 

—  0 

4.72 

34 

15.96 

y  Heroulis. 


0 

o 

46    40 

48.73 

84    54    43.99 

—  0.28 

+  35.82 

—  4    4  9.57 

34    53    59.96 

u 

43 

48.33 

54    28.40 

—  0.85 

+  35.81 

—  0  20.49 

54    43.17 

w 

o 

48 

2.00 

828     5    59.35 

—  2.18 

—  35.82 

+  0     6.25 

318     5    27.65 

u 

20 

23.4  0 

4    46.46 

—  3.27 

—  35.S3 

+  0  95.76 

4    42.82 

16 
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G 

\r.  750. 

w 

0 

0 

u 

0 

u 

16*»  25™  51?12 
28     37.20 
82     44.42 
84     47.40 

43°21'55'.'27 

22    20.63 

34  6   88    29.03 

88      3.84 

—  2'.'84 

—  2.06 
-h  4.14 
4-0.71 

4-  54'.'86 
4-54.36 

—  54.86 

—  54.86 

4-4'8r.'42 
4-4   59.54 

—  2  84.39 

—  2  51.87 

43°24'24'.'74 

25    4  2.47 

346   35      4.42 

34    48.32 

49  Herculis. 


0 

0 

46    89 

33.02 

86   40    40.94 

—  2.84 

4-42.44 

—  4    32.54 

36     9    47.70 

u 

42 

42.90 

9    54.59 

—  3.69 

4-42.42 

—  0  26.40 

4  0      6.62 

w 

0 

48 

37.20 

323    50    45.08 

—  6.4  8 

—  42.4  2 

4-0  40.44 

323   50      7.19 

u 

54 

4.30 

49    25.69 

—  6.25 

—  42.14 

4-0  44.89 

49    22.29 

e  Ursae  minoris. 

W 

o 

46 

54 

47.97 

30 

ff2 

25.62 

—  4.47 

4-34.49 

—  0 

2.09 

30 

52 

53.55 

u 

57 

4.84 

53 

40.34 

—  3.05 

4-34.50 

—  0 

0.02 

53 

41.74 

0 

0 

59 

53.49 

329 

7 

3.51 

4-2.70 

—  34.50 

-M 

2.09 

329 

6 

83.80 

u 

47 

2 

36.24 

6 

10.73  !  4-2.98 

—  34.50 

4-o 

8.94 

5 

48.15 

4885  Juni  5. 


a  Ursae  minoris  (I). 


Wo 

18    38     49.20 

39    56    41.07 

—  4.26 

4-46.52 

4-0  24.98 

39   57    45.34 

lu 

40     39.53 

57    23.45 

—  3.91 

4-46.52 

4-0  25.72 

58    31.78 

0   ■  o 

43     34.39 

320      3      4.15 

4-1.2$ 

—  46.51 

—  0  32.25 

320      1    48.67 

u 

45     44.03 

2    48.28 

4-0.14    —46.51 

—  0  37.44 

0    54.47 

T 

Virginis. 

0 

o 

43 

50 

0.80 

49 

13 

46.91 

—  2.70 

4-64.34 

—  0 

48.90 

49 

43 

29.65 

u 

51 

58.61 

13 

32.53 

—  2.48 

4-64.83 

—  0 

20.24 

44 

44.47 

W 

0 

58 

38.22 

310 

46 

48.26 

0.00 

—  64.33 

4-0 

4  5.82 

340 

45 

59.75 

u 

44 

1 

6.40 

45 

28.81 

—  4.21 

—  64.35 

+  o 

50.84 

45 

44.06 

a  Ursae  minoris  (I). 

w 

0 

0 

u 

0 

u 

4  4      4     4  2.70 

6     48.53 

40       9.49 

42     24.53 

89   55    22.62 

55    54.46 

320      4    30.58 

3    54.29 

—  4.21 
4-4.42 
4-3.83 
4-3.19 

4-46.49 
4-46.49 

—  46.49 

—  46.50 

4-1   39.48 
4-4   50.54 

—  2     5.61 

—  2  46.07 

39   57    47.38 

58    32.91 

320      4    4  2.34 

0    54.91 

7t 

Bootis  pr. 

O 

0 

44    29 

4.97 

34 

25 

22.88 

—  1.28 

4-38.23 

—  1 

14.84 

34 

24 

44.99 

u 

31 

48.33 

25 

4  5.04 

—  1.99 

4-  38.22 

—  0 

21.69 

25 

29.58 

W 

0 

38 

26.28 

325 

34 

55.24 

4-0.07 

—  38.28 

4-0 

24.00 

325 

34 

41.00 

u 

44 

84.80 

33 

8.42 

—  2.27 

—  88.31 

4-4 

27.47 

33 

55.31 
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4885  Juni  5. 

ol  Ursae  minoris  (I). 

w 

0 

0 

u 
o 
u 

4  4M4*50!87 
47       2.60 
50     24.95 
52     38.4  0 

89°54'24'.'07 

54    49.93 

320      8    44.82 

8    46.84 

—  0'.'50 
+  2.06 
+  4.26 
+  3.69 

+  46'.'67 
+  46.67 

—  46.68 

—  46.68 

—  5'37'.'44 

—  5  54.45 
+  6  20.64 
+  6  88.56 

89°57'44"65 

58    32.84 

320      4    44.76 

0    55.26 

r1  ! 

Serpentis. 

0 
W 

0 

u 

0 

u 

45    43     54.04 
4  6       8.40 
23     48.47 
25     24.02 

35   30      9.42 

30      8.76 

324   30    24.74 

29      0.96 

—  4.85 

—  2.48 

—  0.74 

—  4.06 

+  39.95 
+  39.94 

—  89.96 

—  39.99 

—  4    4  9.99 

—  0  33.4  0 
+  0  49.88 
+  0  55.47 

35  29    27.23 

30    43.47 

324   30      0.95 

29    45.38 

W 

u 

o 

0 

u 

o 

45 


Gr.  750. 


28  24.42 

30  58.87 

35  2.42 

37  39.47 


43  21  46.89 

21  27.4  4 

346  86  38.99 

37  9.07 


—  0.78 

+  52.94 

—  2.4  3 

+  52.93 

+  2.06 

—  52.97 

+  4.85 

—  52.99 

+  2  34.66 
+  2  7.86 

—  4  35.07 

—  1  46.47 


43 


846 


25  4  0.68 

24  25.80 

34  43.04 

85  4.46 


e  Serpentis. 


0 

o 

45    40 

20.4  4 

46   29    86.6S 

—  4.24 

+  59.4  0 

—  0  83.68 

46   80      0.89 

u 

42 

38.57 

29    54.71 

—  0.4  4 

+  59.09 

—  0     7.89 

30    45.77 

w 

o 

47 

5.80 

343   80    16.65 

+  0.85 

—  59.42 

+  0     8.84 

34  3   29    27.22 

u 

49 

43.63 

29      4.24 

+  0.43 

—  59.45 

+  0  40.80 

28    43.32 

Gr.  750. 

• 

W 

0 

o 

u 

0 

u 

45  52     56.97 
55       2.72 
58     87.48 

46  4        4.48 

43  23    24.04 

24    45.48 

346   35    53.68 

85      6.83 

+  0.64 
+  0.85 
+  0.74 
+  0.44 

+  53.40 
+  53.44 

—  53.43 

—  53.4  4 

+  0     8.24 
+  0     4.24 

—  0     0.47 

—  0     0.06 

43  24    25.99 

25    43.38 

346   35      0.79 

34    43.77 

y  Herculis. 


0 

o 

46      8     58.87 

84   55   83.39 

—  2.56 

+  35.06 

—  2     5.94 

84    58    59.95 

u 

40     38.80 

55    33.4  9 

—  8.42 

+  85.04 

—  4    4  8.94 

54    46.20 

w 

o 

20       6.47 

828     5   86.56 

+  0.43 

—  35.03 

+  0  27.35 

328     5    29.34 

o 

22       8.63 

4    4  0.99 

—  0.74 

—  35.04 

+  1      8.00 

4    43.24 

Gr.  750. 

W 

0 

o 
u 
o 
u 

46    25     34.08 
28     22.39 
84     53.20 
33     89.48 

48   22      2.24 

22    25.83 

846   38    23.66 

87    55.79 

—  4.99 

—  4.49 

—  2.06 

—  2.49 

+  53.43 
+  53.42 

—  53.14 

—  58.40 

+  4    33.20 
+  1    55.58 

—  2  26.40 

—  2  43.32 

43   24    26.58 

25    43.04 

34  6   35      2.09 

34    46.88 

232 


R.  Schümann, 


4885  Juni  5. 

49  Herculis. 

0 

w 

0 

u 

0 

u 

46*»89«n  43?57 
44      43.46 
49     56.44 
52     43.49 

86°  4  0'  45'.'89 

40    46.30 

323   50   29.04 

48    54.4  5 

—  3'.'69 

—  3.55 

—  4.14 

—  4.44 

4- 44 '.'4  6 
4-44.44 

—  44.45 

—  44.48 

—  4'33"94 

—  0  47.08 
+  0  22.80 
4-4    4  5.88 

36°    9'  49'.'45 

40      6.94 

323   50      9.55 

49    24.71 

€  Ursae  minoris. 

W 

0 

0 

u 

0 

u 

46    56     49.86 

59       8.23 

4  7      4     56.90 

4     24.88 

80   52    4  9.28 

53      3.97 

329      6    57.33 

6      4.04 

4-    4.70 
4-    3.76 
4-    4.19 
4-    3.83 

4-33.71 
4-33.74 

—  33.71 

—  33.72 

—  0     0.48 

—  0     0.79 
+  0     6.20 
4-0   44.92 

30   52    54.54 

53    40.65 

329      6    34.04 

5    46.07 

1 885  Juni  1 6. 

7t  Bootis  pr 

» 

0 
W 

0 

u 

0 

u 

4  4    33     27.70 
36     45.40 
39     44.40 
42       6.40 

34   24      7.37 

24    55.97 

325   34    43.4  0 

82    55.38 

—  2.20 

—  3.42 

—  44.17 

—  12.08 

4-38.94—0     2.96 
4-38.95  —0     5.29 

—  38.99  4-0  52.50 

—  39.02+1   55.04 

34   24    41.15 

25    26.54 

325   34    45.44 

33    59.82 

ol  Ursae  minoris  (I). 

W 

0 

0 

u 

0 

u 

44    47     48.70 
49     43.72 
52    .34.40 
55     24.48 

39    54      4.24 

51    32.52 

820      9      5.65 

8    44.38 

—    4.06 
4-    2.4  3 
4-    6.54 
4-    5.93 

4-47.54 
4-47.52 

—  47.54 

—  47.54 

4-5  57.32 
4-6  42.98 

—  6  39.86 

—  7     3.86 

89  57    48.04 

58    35.45 

320      4    44.82 

0    56.44 

r4  Serpentis. 


0 

0 

45    43     52.00 

35   29    52.06 

4-    2.05 

4-  40.68 

—  4   44.86 

85  29    23.48 

u 

46     49.40 

29    50.34 

4-    2.36 

4-  40.66 

—  0  24.54 

30      8.82 

w 

0 

24     45.38 

324    80      3.77 

4-    4.06 

—  40.67 

4-0  40.47 

324   30      4.63 

u 

26     32.58 

28    26.4  5 

4-    0.76 

—  40.68 

4-4    82.55 

29    4  8.78 

Gr.  750. 

W 

0 

0 

u 

0 

u 

45    30     54.33 
82     57.40 
86     54.48 
89     49.03 

43   24    29.39 

22    82.54 

346   37      8.59 

36      7.22 

4-    4.98 
4-    3.65 
4-    7.83 
4-    7.44 

4-  53.84 
4-53.84 

—  53.82 

—  53.82 

4-  2     5.48 
4-4    48.45 

—  4    49.49 

—  4      3.53 

43   24    30.66 

25    4  8.42 

346   35      3.44 

34    47.04 

1885  Juni  49. 

a  Ursae  minoris  (I). 

0 
W 

0 

u 

0 

u 

44    44     25.34 
43     52.90 
47       4.44 
49       5.74 

320     7    37.4  4 

7    40.76 

39   54      8.04 

54    87.05 

4-    4.76 
4-    3.90 
—    4.04 
4-    0.08 

—  47.03 

—  47.04 
4-47.05 
4-47.05 

—  5  43.4  7 

—  5  31.84 
4-5  55.4  5 
4-6  44.38 

320      4    44.67 

0    56.84 

39   57    49.23 

58    35.40 
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4  885  Juni  49. 

r1  ! 

Serpentis. 

w 

0 

o 
u 
o 
u 

45M3»87!43 
45     53.69 
22       4.87 
24     85.84 

324°  29' 
29 
35   28 
30 

26'.'48 
26.28 
54.85 
42.40 

+  0':86 
+  0.23 

-f3.82 
+  6.04 

—  40'.'32 

—  40.32 

+  40.32 
+  40.35 

+  1' 
+  0 

—  o 

—  0 

48'.'4  4 
34.37 
4  0.28 
46.29 

324c 
35 

>30' 
29 
29 
80 

5'.'43 
47.56 
28.74 
42.47 

Gr.  750. 

0 

w 

o 
u 
o 
u 

45    28 
30 
33 
35 

2.32 

26.22 
33.84 
37.42 

346   38 

37 

43   24 

22 

20.24 
43.28 
49.39 
52.36 

+  6.63 
+  4.60 
+  2.34 
+  3.4  2 

—  53.40 

—  53.42 
+  53.44 
+  53.4« 

—  2 

—  2 

+  < 

+  1 

34.74 

9.88 

43.95 

28.44 

346 
43 

85 
34 
24 
25 

4.76 
4  4.58 
29.12 
4  7.38 

£  Serpen tis. 

$ 

w 

0 

o 
u 
o 
u 

4  5    38 
40 
47 
49 

29.86 

32.70 

8.30 

36.40 

343    29 

29 

46   29 

30 

30.07 

47.76 

9.40 

28.80 

+  3.59 
+  2.48 
+  2.4  0 

+  2.42 

—  59.63 

—  59.64 
+  59.63 
+  59.66 

+  o 

+  0 
—  0 

.  —  o 

59.80 
25.77 
4  2.43 
44.64 

343 
45 

29 
28 
29 

30 

33.83 
46.40 
59.00 
46.27 

Gr.  750. 

0    |o   1  45    56 

U  '          58 

Wo     16      2 

U               4 

50.73 
55.80 
82.89 
56.93 

346    35 

35 

43   23 

24 

50.56 

3.77 

34.97 

47.44 

+  4.84 
+  6.04 
+  4.24 

+  4.24 

—  53.57 

—  53.57 
+  53.58 
+  53.59 

—  0 

—  0 

+  0 

+  o 

4.55 
0.20 
0.90 
3.48 

346 
43 

35 
34 
24 

25 

0.28 
46.04 
30.66 
48.72 

y  Herculis. 

w 

0 

o 
u 

0 

u 

46      9 

44 
48 
24 

55.62 
44.03 
52.94 
30.64 

328      4 

4 

34    53 

55 

38.09 
37.56 
34.52 

7.47 

+  3.28 
+  4.87 
+  3.59 
+  4.06 

—  35.33 

—  35.34 
+  85.30 
+  35.33 

+  < 

+  o 

—  0 

—  1 

26.60 

45.00 

45.53 

4.27 

328 
34 

5 

4 

58 

54 

32.64 
49.42 
57.88 
45.59 

Gr.  750. 

0 

w 

o 
u 
o 
u 

46    25 
27 
34 
34 

53.57 
54.48 
44.4  0 
45.60 

316   37 

36 

43   24 

24 

28.44 
58.38 
42.09 
33.02 

+  3.66 
+  3.42 

—  3.54 

—  4.64 

—  53.56 

—  63.56 
+  53.54 
+  53.53 

—  4 

—  1 
+  2 
+  « 

38.42 
54.37 
27.49 
52.48 

346 

43 

35 
34 

24 
25 

0.09 
43.57 
29.64 
47.39 

49  Herculis. 

w 

0 

o 
u 

0 

u 

46    40 
42 
49 
52 

42.95 

32.00 

0.07 

6.80 

323   49 

49 

36     8 

40 

53.74 
39.09 
48.21 
28.4  6 

—  0.70 
+  0.62 
+  4.68 
+  2.58 

—  44.47 

—  44.45 

+  44.45 
+  44.48 

+  < 

+  o 

—  0 

—  4 

0.77 
27.27 
45.52 

9.66 

323 
36 

50 

49 

9 

40 

4  2.34 

25.53 

48.82 

2.56 

234 


R.  Schümann, 


1885  Juni  49. 

£  Ursae  minoris. 

0 

w 

0 

u 

0 

u 

4  61»  55«>4  4!60 

57     44.48 

47       4      35.77 

8     40.30 

329°    6'  69'.'78 

6    4  2.29 

30   52    29.50 

53    20.86 

4-  3'.'28 
4-4.68 
4-4.25 
4-3.59 

—  83'.'94 

—  33.94 
4-33.94 
4-  33.95 

4-0'    4'.'34 
4-  0     0.09 

—  0     6.22 

—  0  48.49 

329°    6f  30'.'43 

5    48.42 

80   52    58.47 

53    44.94 

Stand  II, 


1885  Juni  24. 

Gr.  750. 

w 

0 

0 

u 

0 

u 

45    31        5.22 
32     48.78 
36     40.46 
38     45.48 

4  63   22    47.28 

23    47.43 

76   38    43.04 

37    45.85 

4-2.4  4 
4-2.98 

—  0.15 

—  0.3« 

4-52.82 
4-  52.84 

—  52.88 

—  52.90 

4-  2     9.49 
4-4    54.84 

—  4   25.25 

—  4   44.38 

463  25    51.73 

26    87.79 

76   36    24.76 

35    38.26 

£  Serpentis. 


0 

0 

15    42 

4.46 

166   30    34.64 

—  3.06 

4-58.98 

—  0  4  4.83 

466   34    45.73 

u 

43 

56.99 

31      5.80 

—  0.4  5 

4-  58.97 

—  0     2.04 

32      2.64 

w 

0 

48 

0.28 

73    31    45.26 

—  3.37 

—  58.99 

4-0  4  4.80 

73  30    57.70 

u 

50 

28.33 

30    26.79 

—  5.20 

—  59.02 

4-0  49.69 

30    42.26 

Gr. 

750. 

W 

0 

45 

54 

6.84 

463 

24 

56.36 

6.4  2 

4-  52.97 

4-0 

6.40 

4  63 

25 

49.64 

u 

56 

4.55 

25 

46.66 

6.12 

4-  52.97 

4-0 

3.22 

26 

36.73 

0 

0 

58 

33.49 

76 

37 

25.26 

5.04 

—  52.98 

—  0 

0.67 

76 

36 

26.57 

u 

46 

0 

4  5.94 

36 

38.31 

6.12 

—  52.98 

—  0 

0.03 

85 

39.48 

y  Herculis. 


0 

0 

4  6    4  0     22.38 

4  51    56      8.96 

4-4.53 

4-  34.92 

—  4    30.66 

454    55    44.75 

u 

42     46.72 

55    56.08 

4-8.67 

4-84.94 

—  0  35.53 

55    58.4  3 

w 

0 

24      34.78 

88     6    44.04 

4-4.84 

—  34.94 

4-0  48.79 

88     6    59.70 

u 

23     55.86 

4    52.90 

4-4.36 

—  34.95 

4-4   54.09 

6    4  8.40 

Gr.  750. 

W 
0 

0 

u 

0 

u 

16    27     34.23 
29     45.20 

33  3.09 

34  46.60 

463   23      3.62 

23    32.24 

76   39    47.36 

39    4  7.45 

4-6.27 
4-7.03 
4-5.97 
4-5.20 

4-  52.99 
4-52.98 

—  52.97 

—  52.96 

4-1    46.78 
4-2     4.81 

—  2  34.70 

—  2  54.62 

163   25    49.66 

26    37.06 

76   36    25.66 

85    38.07 

49  Heroulis. 


156 


83 


10    50.44 

4-2.75 

4-41.03 

4  0    49.50 

4-3.24 

4-41.01 

54    57.03 

-M.68 

—  41.01 

50    49.68 

4-0.61 

—  41.05 

—  1 

—  0 

4-0 

-M 


4.71 

4  56 

40 

32.54 

4  4.08 

44 

4  9.64 

23.24 

83 

54 

40.94 

22.80 

50 

52.04 

Dib  Polhöhe  dbr  Leipzigs*  Sternwarte. 
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1885  Juni  24. 

b  Ursae  minoris. 

w 

0 

0 

u 

0 

u 

46b  57m    o?84 

59       9.79 

47      2     56.40 

4     55.60 

450°53'43'.'4  4 

54    29.87 

89     8    4  3.74 

7    4  6.74 

+  0'.'69 
+  2.98 
+  5.97 
+  7.50 

+  38'.'60 
+  83.64 

—  33.63 

—  33.64 

—  0'   0'.'20 

—  0     0.64 
+  0     8.54 
+  0  46.44 

4  50°54'4  7'.'20 

55      5.85 

89     7    54.62 

7      7.04 

* 

a  Ophiuchi  (I). 

0 

w 

0 
u 
0 
u 

4  7    24     42.20 
26     46.50 
32     35.48 
34     48.4  0 

458    42      6.63 

42    42.56 

84    20    45.88 

49    25.55 

+  0.76 
+  0.84 

—  3.37 

—  3.90 

+  45.03 
+  45.02 

—  45.02 

—  45.04 

—  0  55.00 

—  0  4  4.89 
+  0  47.50 
+  0  »2.53 

458   44    57.42 

42    43.00 

84    20    44.99 

49    29.44 

d  Ursae  minoris. 


w 

0 

4  7    37     23.77 

4  55    4  8    58.96 

—  2.45 

+  39.84 

—  2     9.64 

455    47    26.74 

u 

39     36.69 

49    28.55 

+  0.64 

+  39.84 

—  4   52.43 

48    44.57 

0 

0 

42     35.49 

84   48    57.34 

+  0.64 

—  39.83 

+  4    34.24 

84    44    49.36 

11 

Streifen  h&ngen  ffebl .      43    24.49 

+  0.46 

—  »9.S2 

1885  Juli  7. 

s  Serpentis. 

W 

0 

0 

u 
o 
u 

45    42     48.38 
45       7.35 
48     45.07 
54      30.00 

78   34    47.88 

34    4  4.23 

466   30    43.47 

32    43.47 

+  2.42 
+  2.52 

—  6.76 

—  4.73 

—  59.08 

—  59.03 
+  59.05 
+  59.09 

+  0     9.07 
0     0.00 

—  0  22.43 

—  4      8.42 

73   34      0.04 

30    4  4.72 

466   34    43.63 

34    59.44 

O 

0 

u 

w 

o 

u 

Gr.  750. 


45  55  44.80 
58  6.03 

46  4  4  7.83 
3  32.87 


76   87    45.58 

+  3.02 

—  53.04 

36    26.03 

+  2.36 

—  53.04 

68   24    53.35 

+  4.65 

+  53.05 

25    38.98 

+  5.70 

+  53.0» 

—  0 

—  0 

+  o 
+  o 


3.84 
4.09 
0.03 
4.40 


76 


4  63 


36  24.75 

35  34.26 

25  54.08 

26  38.83 


y  Hercuiis. 


w 

0 

46    44      49.09 

88     6    34.58 

+  4.73 

—  34.97 

+  0  56.27 

88     7      0.64 

u 

4  4     46.90 

6    36.34 

+  5.38 

—  34.95 

+  0     9.72 

6    46.46 

0 

0 

20     47.70 

4  54    55      5.4  4 

—  3.02 

+  34.97 

—  0  25.39 

454    55    44.67 

u 

23     44.86 

57      7.48 

—  4.22    +35.00 

—  4    42.92 

55    58.04 

O 

0 

u 

w 

o 

n 

46    28  23.42 

80  47.4  0 

34  3.70 

36  22.40 


76 


4  68 


Gr.  750. 

39      4.07 
88    39.00 
22    42.54 
22    36.37 

+  4.47 
+  0.65 
+  3.94 
+  2.45 

—  58.05 

—  53.05 
+  53.04 
+  58.03 

—  4    52.32 

—  2  4  2.74 
+  2  43.27 
+  3     6.78 

76   86    20.47 

35    33.89 

463   25    52.73 

26    38.58 
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R.  Schumann, 


1885  Juli  7. 

49  Herculis. 

w 

0 

0 

u 

0 

u 

46h43m  55?23 
46       5.48 
49      47.85 
54      33.74 

83°  52'    O'.'tO 

54    34.84 

456    40      7.42 

4  4    23.24 

4-  8'.'50 
4-*.96 

—  4.65 

—  3.42 

—  4 4 "06 

—  44.06 
4-44.06 
4-44.07 

4-0'47'.'69 
4-0      4.04 

—  0   4  4.68 

—  0   43.79 

88°54'40'.'38 

50    53.78 

456    40    34.90 

44    47.07 

e  Ursae  minoris. 

9 

0 

w 

0 

u 

0 

u 

46    54     35.88 

57       9.58 

4  7      0     4  8.47 

2     32.70 

89      8    49.42 

7    33.32 

450   53    49.49 

54    40.27 

—  0.65 
4-2.77 
4-*. 79 
4-3.42 

—  33.64 

—  33.64 
4-33.64 
4-33.61 

4-  0     3.48 
4-0     0.46 

—  0     4.94 

—  0     7.4  4 

89     7    48.59 

7      2.64 

450   54    22.95 

55    4  0.4  9 

4885  Juli  49. 


y  Herculis. 


w 

0 

46    40 

33.40 

88     6    28.88 

—  0.43 

—  34.67 

4-4    20.65 

88     7    44.43 

u 

43 

4.32 

6    37.32 

—  2.56 

—  34.67 

4-0  28.38 

6   28.47 

0 

0 

24 

39.04 

454    55    40.24 

—  2.43 

4-34.73 

—  0   55.32 

454    55    47.49 

u 

24 

49.40 

57    44.42 

—  2.48    4-34.78 

—  2     9.74 

56      4.04 

Gr.  750. 

0 
W 

0 

u 

0 

u 

46    27 
30 
33 
35 

46.4  0 

7.38 

42.47 

58.32 

76   39      6.80 

38    44.98 

4  63    22    23.63 

22    49.07 

—  0.07 

—  4.85 

4-2.27 
4-2.43 

—  52.72 

—  52.74 
4-52.75 
4-52.76 

—  4    49.08 

—  2     8.78 
4-2  44.92 
4-  3     4.79 

76   36    24.93 

35    38.64 

463  26      0.57 

26    48.75 

49  Herculis. 


w 

0 

46    42 

33.00 

83 

54 

55.03 

4-4.4  9 

—  40.90 

-M 

33.32 

83 

54 

54.64 

u 

44 

52.55 

54 

38.37 

4-2.94 

—  40.90 

+  o 

6.4  4 

54 

6.52 

0 

0 

54 

3.05 

456 

H 

40.64 

4-7.03 

-f  40.98 

—  4 

50.59 

456 

40 

88.06 

u 

56 

3.64 

43 

37.02 

4-6.60 

4-41.02 

—  2 

58.48 

44 

26.46 

e  Ursae  minoris. 

0 
W 

0 

u 

0 

u 

46  58     54.80 

47  4        7.79 
3     52.93 
6     44.44 

89     8    20.73 

7    29.42 

450   54    43.87 

55      8.07 

4-6.67 
4-7.47 
—  4.68 
4-  0,28 

—  33.54 

—  33.55 
4-33.57 
4-  33.57 

4-  0     0.58 
4-0     4.40 

—  0  4  2.87 

—  0  28.98 

89     7    54.44 

7      6.84 

450   54    32.44 

55    47.94 

a  Ophiuchi  (1). 


w 

0 

47    24 

0.71 

84    20    44.58 

4-5.68 

—  44.97 

4-0  55.46 

84    20   30.45 

u 

26 

4  9.43 

20      7.24 

4-5.4  4 

—  44.97 

4-0   4  7.88 

49    45.28 

0 

0 

82 

45.46 

458   44    37.76 

4-5.68 

4-44.99 

—  0  24.79 

458   42      6.64 

u 

35 

30.77 

43    44.58 

4-4.97' 

4-45.04 

—  4    4  2.02 

42    49.54 

Die  Polhöhe  der  Lbipzigei  Sternwarte. 
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4885  Juli  24. 

24  Vulpeculae. 

w 

0 

0 

u 

0 

u 

20^    5"  50?39 

8     33.38 

16     28.60 

18     24.80 

92°  59'  80'.'68 

59    48.02 

147      1    36.76 

3    15.63 

+  1'.'38 
+  0.90 
+  1.10 
+  1.45 

—  29'.'64 

—  29.59 
+  29.6» 
+  29.63 

+  1 '  29'.'25 
+  0  26.92 

—  0  52.38 

—  1    47.99 

93°    0'31'.'70 

92    59    46.25 

147      1     15.09 

1     58.72 

X  Ursae  minoris. 

0 

0 

20    21 

9.23 

82 

23 

28.42 

+  2.62 

—  44.76 

+  * 

2.38 

82 

23 

48.66 

u 

23 

3.01 

22 

34.94 

+  3.93 

—  44.77 

+  * 

8.21 

23 

2.31 

w 

0 

26 

3.00 

157 

38 

37.70 

—  6.90 

+  44.77 

—  1 

17.94 

157 

37 

57.63 

ii 

28 

36.10 

39 

30.88 

—  6.28 

+  44.78 

—  1 

26.74 

38 

42.64 

a  Delphini. 


w 

0 

20    31 

3.60 

84   12    19.86 

—  4.35 

—  41.92 

+  0  21.15 

84    11    54.74 

u 

32 

53.19 

11    51.39 

—  4.00 

—  41.91 

+  0     4.01 

11      9.49 

0 

0 

36 

56.39 

155    49    20.16 

+  2.83 

+  41.93 

—  0  14.12 

155   49    50.80 

XI 

39 

21.91 

50    46.06 

+  3.45 

+  41.95 

—  0  51.89 

50    39.57 

76  Draconis. 


0 

o 

20    46 

4.20 

89    15    19.22 

+  5.11 

—  34.60 

+  0     7.91 

89   14    57.64 

u 

48 

20.13 

14    36.70 

+  6.35 

—  34.59 

+  0     2.29 

14    10.75 

w 

0 

51 

9.10 

150   46    22.01 

—  6.42 

+  34.59 

—  0     0.01 

150    46    50.17 

u 

53 

30.17 

47      9.67 

—  5.31 

+  34.59 

—  0     2.11 

47    36.84 

4885  August  4. 

x  Ophiuchi. 

W 

0 

0 

u 

0 

u 

16  45     40.55 
47     46.79 
58     56.40 

17  0     56.93 

78   14      9.43 

14      8.32 

161    47    30.30 

49      8.60 

+  0.89 
—  0.15 
+  5.62 
+  6.81 

—  49.53 

—  49.51 
+  49.57 
+  49.60 

+  1   23.16 
+  0  39.51 

—  1    16.58 

—  2  10.95 

78   14    43.95 

13    58.17 

161    47      8.91 

47    54.06 

e  Ursae  minoris. 

O 
W 

0 

u 

0 

11 

17      4       8.04 

5     57.24 

8     46.18 

10     42.46 

89     7    49.47 

6   54.81 

150  54    12.73 

55   13.04 

+  2.07 
+  1.33 
+  5.33 
+  6.96 

—  33.22 

—  33.22 
+  33.24 
+  33.25 

+  0  11.93 
+  0  20.57 

—  0  87.63 

—  0  52.35 

89     7    30.25 

6    43.49 

150   54    13.67 

55      0.90 

a  Ophiuchi  (1). 


w 

o 

17    22     51.68 

81    19    18.60 

+  2.07 

—  44.54 

+  1    32.66 

81    20      8.79 

u 

24     44.00 

19    18.90 

+  1.92 

—  44.54 

+  0   49.51 

19    25.79 

0 

0 

82     14.48 

158   41      8.09 

—  2.81 

+  44.58 

—  0  11.22 

4  58   4  4    38.64 

ii 

34     33.58 

42    27.48 

—  4.87 

+  44.62 

—  0  43.64 

42    24.04 
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4  885  August  4. 


R.  Schümann, 
6  Ursae  minoris. 


0 

0 

47h37«n26?62 

84°42'52'.'36 

—  4'.'48 

—  89'.'49 

+  2'40'.'45 

84°  44'  24'.'54 

u 

39       6.97 

42    47.77 

+  0.74 

—  39.50 

+  4    57.02 

43    36.03 

w 

0 

42       5.84 

455    48    44.40 

+  5.03 

+  39.54 

—  4    35.42 

455   4  7    23.52 

u 

43     55.64 

4  8    47.96 

+  6.44 

+  39.52 

—  4   23.45 

4  8    4  0.77 

67  Ophiuchi. 


w 

0 

4  7    49     52.29 

74    38      0.00 

+  3.55 

—  62.84 

+  0  45.04 

74    37    45.82 

u 

54     54.85 

37    44.70 

+  2.07 

—  62.84 

+  0  47.29 

36    58.22 

0 

0 

56     57.48 

468   23      6.87 

+  0.74 

+  62.85 

—  0     5.57 

468   24      4.89 

u 

59     20.00 

24    43.39 

+  2.37 

+  62.87 

—  0  29.42 

24    49.24 

54  Heph.  Ceph. 


0 

0 

48 

4 

u 

4 

w 

0 

7 

u 

9 

46.40 

4.06 

44.49 

49.23 


78 

38 

42.38 

+  4.M 

37 

44.36 

+  4.48 

4  64 

24 

43.73 

—  2.66 

25 

4  5.62 

—  2.66 

—  49.25 

—  49.26 
+  49.28 
+  49.29 


78   34  29.56 

33  48.38 

464    27  47.47 

28  5.44 


4  885  August  5. 


54  Heph.  Ceph. 


w 

0 

49    20     37.46 

464    24    40.46 

+  4.38 

+  49.67 

+  4    46.49 

464    27    48.00 

u 

23       4.93 

25    42.02 

+  2.07 

+  49.67 

+  2     4.88 

28      5.64 

0 

o 

26     42.44 

78   37    42.88 

+  4.55 

—  49.66 

—  2  27.85 

78    34    29.87 

u 

28     44.75 

37    4  4.28 

+  4.55 

—  49.65 

—  2  42.54 

33    43.67 

y  Aquilae  1 

(I). 

0 
W 

0 

u 

0 

u 

49    85       2.79 
37     4  3.69 
43     55.60 
46     48.70 

4  64 

79 

0    27.95 
0    35.52 
2      6.56 
0    44.88 

+  0.55 
+  4.40 

—  0.97 

—  2.62 

+  48.99 
+  48.98 

—  48.99 

—  49.04 

—  4     2.66 

—  0  24.58 
+  0   47.04 
+  0  54.4  9 

464      0    43.93 

4      4.02 

79     4    38.64 

0    46.94 

k  Ursae  minoris. 

W 

0 

0 

u 

0 

u 

49    50       0.58 
52     38.64 
55     49.86 
58     4  9.20 

457   37    24.64 

38      9.45 

82  24    42.48 

23    26.93 

—  0.69 
+  2.48 
+  6.07 
+  4.52 

+  43.46 
+  43.47 

—  48.48 

—  43.49 

—  0     3.86 

—  0     6.08 
+  0     9.45 
+  0  42.60 

457   88      0.52 

88    49.32 

82   23    44.47 

22    57.56 

24  Vulpeculae. 


0 

0 

20      6     24.56 

4  47      4    58.70 

—  0.55 

+  28.84 

—  4   45.74 

447      4    44.25 

u 

8     36.00 

4    59.4  0 

—  4.40 

+  28.79 

—  0  28.00 

4    58.79 

w 

0 

4  4     29.00 

93     0    49.85 

—  4.52 

—  28.79 

+  0  45.74 

93      0    35.25 

u 

47     49.50 

92  59      9.78 

—  2.48 

—  28.83 

+  4    40.90 

92    59    49.37 
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4 885  August  5. 

X  Ursae  minoris. 

w 

0 

0 

u 
o 
u 

20*4  9*  54!4 7 
24      59.59 
24     32.49 
27     27.85 

4  57°  38'  47"63 

39      7.70 

82   23    4  0.80 

22    4  5.24 

—  4  "66 
4-*.34 
4-8.34 
4-3.34 

4-43'.'56 
4-43.57 

—  43.58 

—  43.59 

—  0'58'.'68 

—  4      4.92 
4-  4    42.94 
4-4   22.75 

4  57°  38'    0'.'85 

38    47.66 

82  23    43.47 

22    57.68 

a 

Delphini. 

0 
W 

0 

u 

0 

u 

20    30     35.55 
32     44.80 
36     50.86 
38     43.70 

455   49    35.83 

49    57.50 

84   42    29.86 

44    49.64 

4-4.66 
4-4.66 

—  4.69 

—  5.47 

4-40.80 
4-4  0.80 

—  40.82 

—  40.83 

—  0  29.44 

—  0     5.45 
4-0  4  2.20 
4-0  38.02 

455   49    49.48 

50    34.54 

84   4  4    56.55 

44    44.66 

76  Draconis. 


w 

o 

20    46     39.40 

450   46    28.00 

4-0.97 

4-  33.69 

—  0     6.40 

4  50   46    56.26 

u 

49       6.27 

47      7.39 

4-2.55 

4-  33.69 

—  0     4.26 

47    42.37 

0 

0 

52     57.60 

89   4  5    23.4  8 

4-4.66 

—  33.69 

4-0     4.49 

89   4  4    52.84 

u 

56     27.90 

44    27.90 

4-4.52 

—  33.69 

4-  0     9.64 

4  4      5.34 

a 

Equule 

• 

1. 

O 
W 

0 

u 

0 

o 

24       4     42.23 

7     42.50 

42     44.4  7 

45     44.78 

466   33    42.40 

33    52.43 

73   28    47.24 

27    29.55 

—  0.83 

—  4.40 

—  2.55 

—  4.28 

4-59.72 
4-59.70 

—  59.74 

—  59.74 

—  0  50.26 

—  0   44.75 
4-0   44.44 
4-0  43.44 

466   33    54.03 

34    36.28 

73   27    56.06 

27      8.94 

4  885  August  4  6. 

a  Delphini 

(i). 

W 

0 

o. 

0 
0 

u 

20    30       3.40 
32     40.34 
37     57.60 
40     26.42 

84    42      3.23 

44    44.57 

4  55    49    22.95 

50    57.95 

—  5.62 

—  5.62 
4-3.34 
4-4.4  0 

—  44.59 

—  44.59 
4-44.59 
4-44.64 

4-0  36.44 
4-0     9.4  7 

—  0  27.04 

—  4    4  5.93 

84   4  4    52.43 

4  4      6.53 

455   49    40.87 

50    27.73 

76  Draconis. 


O   !o 

20    44 

4.33 

89    44    56.73 

4-5.47 

—  34.32 

4-0   4  5.64 

89   44    43.22 

1  u 

45 

50.70 

44    45.42 

4-8.06 

—  34.82 

4-  0     8.63 

43    57.49 

w!o 

50 

42.68 

4  50   46    20.92 

—  4.52 

4-34.32 

—  0     0.02 

450   46    53.70 

lu 

52 

44.94 

47      6.78 

4-2.43 

4-34.32 

—  0     4.05 

47    42.48 

a 

Equulei 

l. 

W 
0 

0 

u 

0 

u 

24      4     83.80 

6     38.79 

42     20.70 

4  4     29.79 

73   28      4.29 

27    49.74 

466   82    53.56 

84      4.94 

4-2.28 
4-0.68 
4-0.76 
4-0.61 

—  60.87 

—  60.87 
4-  60.90 
4-60.92 

4-0  54.27 
4-0   49.87 

—  0     8.62 

—  0  32.84 

73   27    56.97 

27      9.39 

466   33    46.60 

34    33.63 

240 


R.  Schumann, 


4885  August  46. 


0 

o     21M7»38!4  5 

U  ;          19     17.62 

w 

o   1         21      40.14 

u  '          23     29.31 

4  Hev.  Draconis. 

73°  12' 
14 
166   49 
50 

vrss 

17.77 
30.97 
16.07 

+  2':28 
+  1.98 
+  0.99 

+  1.85 

—  61'.'50 

—  61.51 
+  61.52 
+  61.52 

—  0'    4'.'88 

—  0     0.32 
+  0     0.26 
+  0     2.21 

73°  11' 
10 
166   50 
51 

3'.'4  8 
17.92 
33.84 
21.65 

W 

0 

u 

0 

0 

u 

21    32  40.40 

38  58.37 

44  48.53 

45  0.48 


e  Pegasi  (I). 


78      4  59.22 

4  49.4  3 

164    58  41.58 

162      0  22.41 


+  3.12 
+  2.58 
+  2.20 
+  2.89 


—  52.00 

—  51.98 
+  51.97 
+  51.97 


+  1  13.58 

+  0  37.84 

—  0  19.27 

—  1  15.57 


78     2  23.92 

1  37.57 

161  59  16.38 

162  0  1.40 


4885  September  2.          54  H 

eph.  Ceph. 

w 

0 

0 

u 

0 

u 

18    11     30.80 
14     48.62 
47     43.40 
20     44.80 

464    24    34,36 

25    35.41 

78    36      3.72 

35      6.85 

—  0.42 

—  0.35 

+  2.11 
+  1.20 

+  50.68 
+  50.65 

—  50.67 

—  50.69 

+  1   i 

—  4 

—  0  ! 

45.76 
29.24 
4  0.97 
58.84 


461 


78 


27  7.33 

27  54.65 

34  4.49 

33  48.55 


4  4  0  Herculis. 


0 

0 

48    34 

23.67 

150    54    20.93 

+  0.14 

+  34.47 

—  4    46.44 

4  50    53    39.13 

u 

37 

4.82 

54    11.35 

+  0.63 

+  34.47 

—  0  28.03 

54    23.42 

w 

0 

43 

24.30 

89     7    41.42 

—  0.56 

—  34.50 

+  0  24.75 

89      7    28.11 

u 

45 

44.05 

6   22.92 

—  4.44 

—  34.52 

+  0  55.87 

6    42.86 

X  Ursae  minoris. 

W 

0 

0 

u 

0 

u 

18    49     38.78 
51      39.60 
55     35.38 
57     43.50 

157   38    35.18 

39    12.92 

82   22    50.83 

22      9.86 

—  2.47 

—  1.41 
+  3.52 
+  4.51 

+  44.50 
+  44.50 

—  44.51 

—  44.51 

—  1   27.41 

—  1   20.42 
+ 1      7.61 
+  1      1.10 

157   37    49.80 

38  *35.59 

82   23    17.45 

22    30.96 

0) 

Aquiiae. 

0 
W 

0 

u 

0 

11 

19      5     30.66 

7     55.14 

14     27.10 

17     20.31 

159   57      1.33 

57      1.13 

80      5    10.56 

8    43.06 

+  1.41 
+  1.06 
+  0.07 
—  1.48 

+  48.37 
+  48.36 

—  48.38 

—  48.41 

—  1    17.60 

—  0  80.44 
+  0  44.74 
+  0  54.44 

459  56    33.54 

57    20.14 

80     4    33.99 

3    47.58 

54  Heph.  Ceph. 


w 

0 

49    24      56.58 

161    24    19.78 

—  2.96 

+  50.99 

+  1    57.23 

161    27      5.04 

u 

23     49.74 

24    52.98 

—  2.82 

+  50.99 

+  2     9.76 

27    50.94 

0 

0 

26     56.80 

78   37    24.72 

+  2.40 

—  50.99 

—  2   81.81 

78   34      4.32 

u 

29     31.59 

36    57.45 

+  2.40 

—  50.99 

—  2  51.47 

33    47.39 

Die  Polhöhe  der  Leipziger  Sternwarte. 
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i 

1 885  September 

2.            y  Aquilae  (I). 

0 

w 

O 

u 

0 

u 

49»>  36m  45^40 
38     36.69 
42     48.64 
44     37.56 

4  60°  59'  20'.'25 

59    50.76 

79     2      2.62 

0    50.25 

4-0'.'49 
4-0.49 

—  3.24 

—  4.79 

4-50'.'30 
4-50.30 

—  50.32 

—  50.34 

—  0'23"42 

—  0     5.40 
4-  0     7.26 
4-0  84.04 

460°59'47'.'62 

464      0    36.45 

79      1    16.32 

0    29.4  6 

X  Ursae  minoris. 

W 

0 

0 
u 
0 
u 

4  9    49     45.70 
54      54.37 
54     49.00 
57     48.30 

4  57    37    4  0.76 

37    57.42 

82   23    45.90 

23      2.22 

-  4.41 

4-4.27 
4-7.47 
4-0.85 

4-4  4.66 
4-44.67 

—  44.68 

—  44.69 

—  0     4.39 

—  0     6.27 
4-  0     9.36 
4-0   13.17 

457    37    49.62 

38    37.09 

82   23    4  8.05 

22    34.55 

24  Vulpeculae. 


O       0 

20      5     48.40 

447      4    38.43 

—  2.19 

4-  29.61 

j 

—  1    49.22 

147      0    46.63 

I 

u 

8     49.90 

1    30.4  7 

—  3.67 

4-  29.60 

—  0  23.4  4 

4    32.96 

W    0 

43     32.80 

93      0    46.37 

—  7.76 

—  29.60 

4-0  44.87 

93      0    20.38 

u 

4  5     59.56 

92   59    22.28 

—  9.31 

—  29.62 

4-0  51.96 

92    59    33.31 

X  Ursae  minoris. 

W 
0 

0 
u 
0 
u 

20    49     33.37 
21     29.90 
25     52.84 
28     27.00 

4  57   38      4.78 

38    53.79 

82   22    40.60 

24    44.87 

4-3.38 
4-5.43 
4-4.43 
4-4.83 

4-44.78 
4-  44.79 

—  44.84 

—  44.82 

—  4      0.32 

—  1      6.19 
4-  1    20.4  0 
4-  1   29.37 

157   37    49.62 

38    37.82 

82   23    17.32 

22    31.25 

a) 

Delphini. 

0 
W 

0 
u 
0 
u 

20    30     54.05 
32     53.08 
36     17.96 
38     29.00 

4  55   48    59.93 

49    29.42 

84    42    40.84 

40    54.90 

4-0.42 

—  0.4  4 
4-0.28 

—  0.14 

4-41.95 
4-41.95 

—  41.96 

—  41.98 

—  0   17.35 

—  0     4.84 
4-0   12.29 
4-0   43.68 

155    49    24.99 

50      9.42 

85   11    41.42 

10    56.46 

1 885  September 

5.         l  Ursae  minoris. 

W 

0 

0 
u 
0 
u 

4  9    48     50.40 
50     42.83 
53     4  4.4  4 
55     20.20 

457  37  44.54 
37  57.68 

82   28    48.70 
22    58.41 

—  2.14 
4-0.60 
4-5.54 
4-5.51 

4-  43.59 
4-  43.59 

—  43.60 

—  43.61 

—  0     3.18 

—  0     4.58 
4-  0     6.87 
4-0     9.4  3 

457   37    49.84 

38    37.29 

82  23    47.48 

22   29.44 

24  Vulpeculae. 


0 

0 

20      6       8.93 

4  47     4    40.88 

4-5.66 

4-  28.89 

—  1   29.39 

4  47      0    46.04 

u 

8     50.44 

4    25.30 

4-4.83 

4-  28.87 

—  0  27.39 

4    34.61 

w 

0 

4  3     55.92 

93      0    44.78 

—  2.57 

—  28.86 

4-  0     7.58 

93      0    20.93 

u 

4  6       8.00 

92   59    32.4  7 

—  4.68 

—  28.87 

4-0  38.52 

92   59    37.14 

242 


R.  Schümann, 


4  885  September  5.  X  Ursae  minoris. 


w 

0 

20h  20m  46?60 

4  57°S8'42'.'13 

—  2'.'87 

+  43'.'64 

—  4'    1"80 

157°37'51'.'10 

u 

22     45.24 

39      2.27 

—  0.60 

+  43.64 

■rr-  4        7.87 

38    37.44 

0 

0 

25     23.70 

82   22    40.73 

4-<.59 

—  43.63 

+  4    4  6.84 

82   23    45.03 

u 

27     4  5.70 

21    47.37 

+  3.4  7 

—  43.63 

4-  1   22.66 

22    29.57 

a  Delphini 

(i)- 

0 

0 

20    80 

32.22 

4  55 

49 

44.61 

4-4.43 

4-40.82 

—  0 

33.52 

455 

49 

23.04 

u 

32 

39.40 

49 

86.49 

4-4.43 

4-40.80 

—  0 

7.74 

50 

41.04 

W 

0 

37 

46.77 

84 

42 

40.73 

—  4.66 

—  40.82 

4-0 

4  4.38 

84 

44 

42.63 

u 

89 

4  7.68 

40 

56.82 

—  3.70 

—  40.83 

4-o 

44.32 

40 

56.64 

76  Draconis. 


w 

0 

20    43 

27.40 

450   46    35.84 

—  2.79 

4-33.70 

—  0  20.02 

150    46    46.70 

u 

45 

30.77 

47    4  4.59 

—  4.51 

4-33.74 

—  0  4  0.84 

47    32.95 

0 

0 

48 

3.53 

89   14    49.54 

4-4.66 

—  33.74 

4-0     3.35 

89   14    20.84 

u 

50 

2.79 

4  4      5.46 

4-2.72 

—  33.71 

4-  0     0.48 

4  3    34.95 

a 

Equulei. 

0 

0 

24       4 

28.40 

4  66 

38 

27.40 

4-2.72 

4-  59.78 

—  0 

59.06 

166 

33 

30.84 

u 

6 

35.90 

83 

37.50 

4-2.72 

4-59.77 

—  0 

24.23 

34 

15.76 

W 

0 

43 

8.70 

73 

28 

27.39 

—  1.96 

—  59.79 

4-0 

12.76 

78 

27 

38.40 

u 

45 

44.70 

27 

4  6.02 

—  3.17 

—  59.81 

4-o 

39.66 

26 

52.70 

■     = 

4  Hey.  Draconis. 


w 

0 

21    17 

47.42 

166   49   26.89 

—  3.47 

4-  60.39 

4-0     2.4  4 

466   50    25.45 

u 

20 

1.50 

50    16.06 

—  3.02 

4-  60.40 

4-0     0.44 

54    4  3.58 

0 

0 

22 

42.10 

73    11    41.01 

4-4.86 

—  60.40 

—  0     0.88 

73    40    44.09 

u 

24 

48.35 

10    58.66 

4-0.60 

—  60.44 

—  0     3.87 

9    54.98 

e  Pegasi  (I). 


0 

0 

24     32     44.78 

464    59    44.06 

—  1.28    4-51.05 

—  1      7.54 

161    58    56.29 

u 

35     35.74 

59    4  4.87 

—  0.15  I  4-51.04 

—  0  19.24 

59    46.52 

w 

0 

44     34.68 

78     2    54.17 

—  7.021  — 51.04 

4-0   13.41 

78     2      9.52 

u 

44     48.40 

1    27.39 

—  6.49  1  —  51.04 

4-0   53.65 

1    23.54 

4885  September  46.        54  Heph.  Ceph. 


0 

0 

49    24     29.39 

78   36    20.38 

4-5.85 

—  49.19 

—  4    49.53 

78   38    47.54 

u 

23     24.28 

35    47.20 

4-4.43 

—  49.20 

—  2     4.86 

33      0.57 

w 

0 

25     56.87 

464    23    45.27 

—  0.37 

4-  49.20 

4-2   49.47 

4  64    26    58.27 

u 

28     22.08 

24    4  4.06 

—  4.43 

4-  49.21 

4-2  36.84 

27    88.68 

Die  Polhöhe  der  Leipziger  Sternwarte. 
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4885  September  46.  y  Aquilae  (li. 


W!o 

49*»35*24!50 

79°    0'54'.'11 

+  0'.'37 

—  48'.'56 

4-  0'  56':76 

79°    4'    2'.'68 

u 

37     48.40 

0    41.14 

+  0.07 

—  48.56 

4-0  24.67 

0    47.32 

0 

0 

43     35.92 

460   58    58.71 

4-2.10 

4-  48.58 

—  0  42.77 

4  60    59    36.62 

u 

45     46.90 

461      0    15.34 

4-  1.43 

4-48.60 

—  0  42.69 

4  64      0    22.68 

X  Ursae  minoris. 

0 
W 

0 

u 

0 

u 

49    51      49.40 
54     20.44 
57     54.80 
59     88.4  3 

82   23    33.66 

22    42.20 

457   37      7.62 

37    56.27 

4-2.32 
4-4.20 
—  0.45 
4-1.05 

—  43.14 

—  43.44 
4-48.40 
4-43.10 

4-  0     5.84 
4-  0     8.38 

—  0   12.79 

—  0  4  5.24 

82   22    58.74 

22    4  4.67 

457    37    37.78 

38    25.18 

24  Vulpeculae. 


w 

o 

20      6     45.53 

92  59    28.87 

4-0.75 

—  28.54 

4-  *      8.54 

93      0      9.42 

u 

8     34.00 

59    24.84 

4-0.90 

—  28.52 

4-0   80.49 

92   59    24.74 

0 

0 

16     22.78 

447      0    45.79 

4-4.35 

4-  28.54 

—  0  46.44 

147      0    29.27 

u 

1*     44.00 

2    33.55 

4-  3.53 

4-28.56 

—  1    50.30 

4    4  5.34 

X  Ursae  minoris. 

0 
W 

0 

u 

0 

u 

20    24 
22 
25 

27 

4  4.80 

43.49 

7.90 

3.4  4 

82   22    32.53 

22    4  0.94 

457    38    42.45 

39      4.40 

4-5.17 
4-6.07 
—  0.97 
4-0.75 

—  44.36 

—  44.36 
4-44.37 
4-44.37 

4-  4      4.06 
4-  4      8.?6 

—  4    4  6.56 

—  4    23.07 

82   22    57.40 
22    44.38. 
457   37    39.29 
38    26.45 

a  Delphini  (I). 


w 

o 

20    30 

3.05 

84   4  4    28.53 

4-2.32 

—  40.42 

4-0  39.48 

84   41    29.91 

u 

32 

4.96 

44    43.47 

—  0.30 

—  40.40 

4-0  44.59 

10    44.06 

0 

0 

37 

6.20 

455   48    40.49 

4-2.55 

4-40.42 

—  0  4  3.98 

155    49      9.4  8 

u 

39 

4.40 

49    55.83 

4-2.02 

4-40.44 

—  0  42.66 

49    55.63 

76  Draconis. 


0 

o 

20    48     47.89 

89   4  4    4  2.03 

4-3.30 

—  33.37 

4-0  20.00 

89   4  4      4.96 

u 

45     45.48 

13    33.06 

4-4.95 

—  33.37 

4-0  44.24 

43    45.85 

w 

0 

48     20.79 

450    46      3.30 

—  0.60 

4-  33.37 

—  0     2.49 

450   46    34.58 

u 

50     4  3.87 

46    47.32 

4-0.90 

4-  33.38 

—  0     0.25 

47    24.35 

Stand  III. 


4885  October  4  4. 


24  Vulpeculae. 


0 

0 

20      6     48.27 

267      4    59.76 

4-0.30 

4-  29.89 

—  4    18.34 

267 

4    4  4.64 

u 

9       5.20 

4    49.00 

—  0.30 

4-29.87 

—  0  20.44 

4    58.43 

w 

0 

4  4     39.30 

243      1      4.07 

—  4.49 

—  29.88 

4-0  48.04 

24  3 

0    50.74 

u 

4  6     84.97 

242   59    42.32 

—  4.49 

—  29.89 

4-0   52.86 

0      3.80 

ÜAth.-pliya.  Classe  1893. 


47 
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R.  Schuhann, 


4885  October  U. 


X  Ursae  minoris. 


w 

0 

20h  49m  58*56 

277°38'44'.'32 

H-0'.'74 

4-45'.'20 

—  4'   2'.'42 

277°  38'  27'.'84 

u 

24      56.42 

39    85.34 

4-3.80 

4-  45.21 

—  4      8.43 

39    4  5.89 

0 

0 

24     55.24 

202  23      0.76 

4-7.00 

—  45.22 

4-4    48.40 

202   23    40.64 

u 

26     48.54 

22      7.03 

4-7.45 

—  45.22 

4-4   24.56 

22    53.82 

a  Delphin i  (I). 


0 

0 

20    32     42.04 

275   49    47.24 

4-3.50 

4-  42.33 

—  0     9.63 

275    49    53.41 

u 

33     50.39 

49    53.29 

4-3.4  3 

4-  42.33 

—  0     0.60 

50    88.4  5 

w 

0 

36     37.62 

204   42    44.04 

4-2.94 

—  42.34 

4-0   40.46 

204    42    44.77 

u 

88     20.94 

4  4    35.4  6 

4-2.68 

—  42.35 

4-0   34.75 

4  4    27.24 

76  Draconis. 


w 

0 

20    42 

4  4.50 

270    47    4  5.49 

4-3.58 

4-34.97 

—  0  25.22 

270   47    28.52 

u 

44 

7.68 

47    52.22 

4-5.74 

4-34.98 

—  0   4  5.30 

48    47.64 

0 

0 

47 

3.07 

209   45      2.94 

4-7.30 

—  34.98 

4-  0     4.99 

209   4  4    40.22 

u 

48 

53.20 

44    24.24 

4-7.45 

—  34.98 

4-0      4.40 

43    55.4  4 

1 885  November  4  6.               € 

Pagasi. 

0 
W 

0 
u 

0 

11 

1 

24     32     17.09 
84     23.32 
44      42.82 
43      42.37 

284    59    4  4.55 

59    4  8.89 

4  98     2    47.99 

4    38.09 

4-4.61 

4-2.01 

4-3.48 
4-2.34 

4-  54.98 
4-54.97 

—  54.98 

—  54.99 

—  4    46.69 

—  0  35.4  4 
4-0   4  0.58 
4-  0  35.20 

284    58    54.45 

59    40.78 

498     2      7.07 

4    20.64 

W 

0 

u 

O 

0 

u 

24     45  43.50 

47  44.60 

50  4  3.03 

52  4.33 


286 


4  Hev.  Draconis. 


47  7.93 

47  29.74 

493   44  46.58 

4  4  26.83 


4-4.34 
4-4.74 
4-4.22 
4-3.82 


4-65.03 
4-  65.02 

—  65.04 

—  65.00 


4-2  27.23 

4-2  54.49 

—  3  25.30 

—  3  52.07 


286   50  44.53 

54  27.99 

493   40  20.49 

9  33.58 


# 

Pegasi 

• 

0 

w 

0 
u 
0 
u 

24     59     29.22 

22      4      49.34 

6     54.34 

8     34.60 

285  44  32.70 
44    46.54 

494  20  0.65 
4  8    57.84 

4-4.88 

4-3.08 
4-3.08 
4-8.22 

4-  62.62 
4-  62.62 

—  62.62 

—  62.64 

—  0  45.63 

—  0  48.74 

4-  0     8.22 
4-0   26.47 

285  44  54.58 
42    38.50 

194  49  9.33 
4  8    24.56 

30  Hev.  Gam. 


w 

0 

22    42     40.32 

285   30    59.08 

4-4.24 

4-  62.26 

4-0     4.49 

285   32      6.74 

u 

44     33.78 

34    48.03 

4-2.08 

4-  62.26 

4-0     4.42 

32    53.79 

0 

0 

47     30.63 

494    29    52.05 

4-4.82 

—  62.25 

—  0     0.02 

494   28    54.60 

11 

4  9     20.94 

29      7.72 

4-4.49 

—  62.25 

—  0     0.96 

28      9.00 
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1 885  November  4  6.              £  Pegasi. 

0 

0 

u 
o 
u 

8jh  30m    5^9 

32       4.03 
37     34.33 
39     82.30 

281°    6'    4'.'45 

6    15.39 

198   55    52.49 

54    48.87 

4-4'.'94 
4-2.61 

4-2.55 
+  1.U 

4-53':36 
4-53.36 

—  53.87 

—  53.39 

—  1'    4'.'04 

—  0  29.00 
4-0     4.59 
4-0  23.11 

281°    5'55'.'74 

6    42.36 

198   55      6.26 

54    20.38 

Br.  4508 

• 

0 

o 
o 

0 

u 

22    42     17.00 
44       9.37 
46     55.83 
48     47.18 

290  15  50.29 
46    46.34 

489  44  43.37 
43    55.50 

4-0.60 
4-4.67 
4-6.30 
4-5.69 

4-73.64 
4-73.63 

—  73.66 

—  73.68 

4-  0  24.02 
4-0  44.74 

—  0     5.46 

—  0     4.48 

290  4  7  28.52 
48    16.35 

489  43  30.85 
42    46.03 

1 885  November  4  7.              a 

Equulei. 

W 
O 

0 

u 

0 

u 

24       3     58.53 

5     59.90 

44     39.47 

4  3     36.90 

493  27  43.66 
27    28.52 

286  32  30.46 
83    36.36 

4"*. 96 
4-0.75 

—  0.68 

—  0.75 

—  64.22 

—  64.49 
4-64.48 
4-  64.20 

4-0  55.26 
4-0  23.43 

—  0     6.42 

—  0  25.74 

193  27  36.66 
26    48.21 

286  33  27.54 
34    14.07 

\  Hev.  Dracoms. 


0 

0 

21    46     43.45 

493    41    27.84 

4-0.75 

—  64.85 

—  0     3.95 

193    10    49.7 

u 

48     37.93 

10    39.94 

4-0.53 

—  64.86 

—  0     0.65 

9    34.9 

w 

0 

24      43.90 

286   49    37.71 

—  2.19 

4-  64.88 

4-  0     0.21 

286   50    40.6 

u 

23     42.93 

50    22.57 

—  1.13 

4-  64.89 

4-0     2.05 

51     28.3 

e  Pegasi  (I). 


w 

0 

24    82     46.29 

498     2      8.63 

4-2.49 

—  54.85 

4-0  52.74 

498     2      8.74 

u 

34     33.08 

4    52.25 

4-2.57 

—  54.84 

4-  0  23.70 

4    23.68 

0 

o 

40     21.63 

281    58    40.44 

—  0.15 

4-54.86 

—  0     8.68 

281    58    56.47 

u 

42     13.85 

59    4  6.96 

4-0.60 

4-54.87 

—  0  29.83 

59    42.60 

4  Hev.  Draconis.- 


0 

0 

24     46     27.42 

193    14      7.67 

4-2.26 

—  64.87 

—  2  43.72 

193   10    21.34 

u 

48     20.28 

18    45.78 

4-2.49 

—  64.85 

—  3     8.68 

9    35.34 

w 

0 

54      28.40 

286    45    44.20 

4-0.30 

4-  64.82 

4-3  52.42 

286  50    41.74 

u 

58     4  0.68 

46      5.03 

-M-36 

4-64.80 

4-4  18.50 

51    29.69 

£ 

Pegasi 

• 

W 

0 

24 

59 

40.45 

494 

49 

34.04 

4-3.85 

—  62.43 

4-0 

40.30 

494 

49 

42.76 

u 

2i 

4 

84.88 

49 

42.95 

4-2.72 

—  62.42 

4-0 

40.76 

48 

24.04 

O 

0 

5 

20.49 

285 

40 

54.45 

—  0.75 

4-62.42 

—  0 

2.94 

285 

44 

53.21 

u 

7 

43.30 

42 

0.30 

—  0.30 

4-62.43 

—  0 

23.4  9 

42 

39.24 

47 


246 


R.  Schümann, 


4885  November  47. 


0 
W 


30  Hev.  Garn. 


0 

22h4  0»25?00 

4  94°  30'    3'.'11 

4-4'.'36 

—  62'.'06 

—  0'   7"77 

4 94°  28' 54764 

u 

42     42.07 

29    4  0.48 

4-0.45 

—  62.07 

—  0     8.07 

28      5.79 

0 

45     44.20 

285   84      4.55 

4-0.45 

4-  62.07 

4-0     0.46 

285  32      6.93 

u 

47     33.30 

31    50.47 

4-0.83 

4-  62.07 

4-  0     0.20 

32    53.57 

4885  November  48.            76  Draconis. 

W 

0 

0 

u 

0 

u 

20    54      39.80 
53     34.00 
56     42.50 
59     4  4.67 

270  46  22.90 
47    4  0.83 

209  44  29.92 
43    30.44 

4- M9 
4-3.38 
4-2.76 
4-2.24 

4-35.77 
4-35.78 

—  35.78 

—  35.79 

—  0     0.48 

—  0     2.80 
4-0   44.02 
4-0  22.52 

270  47  0.28 
47    47.69 

209  4  4  7.92 
43    49.08 

a 

Equulei 

1. 

0 
W 

0 

u 

0 

u 

24       4     49.40 

6     58.50 

42     46.80 

44        8.70 

286  88  4  3.78 
33    26.75 

493  28  27.66 
27    23.20 

4-0.97 
4-4.38 

4-4.8* 
4-2.00 

4-63.44 
4-68.40 

—  63.40 

—  63.44 

—  0  49.4  7 

—  0   4  7.82 
4-  0     7.09 
4-0  25.84 

286  33  28.99 
34    43.74 

493  27  33.46 
26    47.63 

W 

0 

u 

0 

0 

u 

24 


46 
49 

22 
24 


58.90 
4  2.90 
37.38 
43.29 


286 


4  93 


4  Hev.  Draconis. 


49  34.74 

50  24.66 
41  23.84 
40  39.09 


4-0.83 
4-2.21 
4-3.45 
4-3.47 


4-64.03 
4-64.04 

—  64.04 

—  64.04 


50  43.08 

54  31.52 

4  0  22.47 

9  34.56 


e  Pegasi  (I). 


0 

0 

21    34 

42.95 

284    59    43.40 

4-0.55 

4-54.12 

—  4    44.45 

284    58    56.92 

u 

33 

4.58 

59    44.93 

4-0.69 

4-54.40 

—  0   57.09 

59    42.63 

w 

0 

44 

55.77 

498      2    41.03 

4-2.21 

4-54.09 

4-0   48.95 

4  98     2      8.4  0 

u 

43 

55.23 

4    24.61 

4-1.93 

4-54.44 

4-0  49.43 

4    24.86 

4  Hev.  Draconis. 


w 

0 

24    48 

4.52 

286   46    39.74 

4-1.03 

4-  63.96 

4-2  57.66 

286   50    42.39 

u 

49 

50.40 

47      3.54 

4-2.00 

4-  63.95 

4-3  24.38 

54    30.87 

0 

o 

52 

47.70 

493    45    25.94 

4-3.34 

—  68.93 

—  4     4.43 

498   4  0    20.86 

u 

54 

84.58 

15      7.43 

4-2.48 

—  63.92 

—  4   32.36 

9    33.63 

#  Pegasi. 


0 

0 

22      0     55.45 

285    44    42.76 

4-0.83 

4-64.60 

—  0  22.52 

285    44    52.67 

u 

3       2.60 

44     44.78 

4-1.93 

4-64.59 

—  0     3.94 

42    44.39 

w 

0 

7     40.60 

4  94    49    55.94 

4-4.55 

—  64.60 

4-0   44.70 

4  94    49    4  0.59 

u 

K     58.43 

4  8    49.62 

4-4.4  4 

—  64.62 

4-0  33.27 

48    25.44 

1 —    «.. 1 ^— 
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4  885  November  4  8. 


30  Hev.  Cam. 


w 

0 

o 
u 

0 

u 

22»»  11" 
13 
15 

17 

>34?43 
23.12 
38.98 
13.30 

285c 
194 

'30' 
34 
29 
29 

58'.'95 

49.31 

52.99 

7.13 

+  3'.'31 
+  3.45 
+  4.55 
+  3.59 

+  61'.'25 
+  64.26 

—  64.26 

—  61.26 

+  0'    6'.'27 

+  0     2.83 

—  0     0.43 

0     0.00 

285c 
194 

>32'    9'.'78 
32   56.85 
28    55.85 
28      9.46 

£  Pegasi. 

0 

w 

0 

u 

0 

u 

22    30 
32 
36 
39 

24.61 
6.19 

55.4  3 
9.60 

281 
198 

3 

6 

55 

54 

55.48 
13.05 
56.45 
52.62 

+  1.93 
+  2.90 
+  0.14 
+  0.55 

+  52.49 

+  52.47 

—  52.45 

—  52.46 

—  0  55.41 

—  0  26.32 
+  0     1.95 
+  0   19.65 

281 
198 

5  54.79 

6  42.4  0 
55      6.09 
54    20.36 

Br.  4508. 

w 

0 

0 

u 
o 
u 

22    42 
44 
50 
51 

22.08 
8.73 
3.12 

31.20 

290 
489 

45 
16 
44 
43 

55.97 
54.50 
42.70 
55.76 

—  0.48 
+  0.41 
+  1.51 
+  0.97 

+  72.30 
+  72.30 

—  72.30 

—  72.30 

+  0  23.02 
+  0   14.37 

—  0     0.20 

—  0     0.4  5 

290 
189 

47    30.84 
4  8    4  8.58 
43    34.74 
42    44.47 

a  Pegasi  (I). 

0 

w 

0 

u 

0 

u 

22  54 

56 

23  1 
4 

16.00 
9.83 

47.71 
4.50 

276 
203 

44 
44 
16 
15 

40.67 
55.32 
55.70 
37.04 

+  0.14 
—  0.97 
+  0.41 
+  1.17 

+  44.90 
+  44.89 

—  44.88 

—  44.89 

—  0  48.25 

—  0   18.27 
+  0   13.39 
+  0  47.22 

276 

203 

44  37.46 

45  20.97 
16    24.62 
15    40.51 

4  8* 

15  November  4  9. 

76  Draconis. 

■ 

0 

w 

0 

u 

0 

u 

20    53 
54 
57 
48 

2.62 
34.81 
18.79 
58.06 

209 

270 

14 
43 
46 

47 

38.59 
49.73 
37.77 
29.33 

—  0.50 

—  0.07 

—  1.28 
+  0.35 

—  35.78 

—  35.79 
+  35.80 
+  35.80 

+  0     1.48 
+  0     4.39 

—  0  13.42 

—  0  21.27 

209 

270 

14      3.79 
13    4  8.26 

46  58.87 

47  44.21 

a  Equulei. 

o 

0 

u 

0 

u 

24      5 

7 
12 
14 

31.58 
30.82 
57.64 
45.30 

493 
286 

27 
27 
82 
33 

58.60 
86.48 
36.94 
45.25 

+  3.34 

+  2.20 
+  0.71 
+  1.28 

—  63.44 

—  63.40 
+  63.40 
+  63.44 

+  0  37.34 
+  0  12.48 

—  0  12.50 

—  0  34.39 

193 

286 

27    85.87 
26    47.76 
38    28.52 
34    15.55 

4  Hev.  Draconis. 

0 
W 

0 

u 

0 

u 

24     47 
49 
22 
24 

53.79 

51.05 

24.22 

3.82 

493 

286 

41 
10 
49 
50 

24.44 
35.64 
87.87 
22.04 

+  3.41 
+  8.55 
+  0.07 
+  4.35 

—  64.02 

—  64.02 
+  64.02 
+  64.02 

—  0     2.05 

—  0     0.23 
+  0     1.01 
+  0     2.51 

193 
286 

10    21.78 
9    34.91 

50  42.97 

51  29.89 

248 


R.  Schümann, 


1885  November  19. 


o 


0 

21»>  34"»  53*40 

u 

36     24.10 

0 

41      20.44 

u 

43      10.60 

€  Pegasi  (I). 


4  98°    2'33'.'82 

2      5.75 

281    58    4  4.46 

59    23.89 


4-2'.'06 

—  54'.'05 

4-0'26'.'36 

198°    8'    8".19 

4-  2.0c 

—  54.05 

4-  0     9.57 

4    23.33 

4-0.99 

4-54.06 

—  0   12.60 

284    58    56.91 

4-  2.06 

4-54.07 

—  0  36.24 

59    43.78 

ü 

0 

u 

W 

0 

11 

21 


45 

47 
50 

52 


57.81 
55.96 
27.00 

12.30 


193 


286 


1  Hev.  Draconis. 


13  53.04 

13  31.85 

46  7.80 

4  0  28.77 


—  2  31.08 

—  2  55.67 


4-3.34  ,  —  63.95 

4-2.84    —63.94 

4-2.41     4-63.92  '  4-3  29.77 

4-2.27    4-63.91     4-3   55.34 


193 


286 


10  21.35 

9  35.07 

50  43.90 

51  30.29 


w 

(> 

u 

0 

o 

u 

22 


0 
2 
7 
9 


34.50 
37.27 
10.91 

24.58 


194 


285 


#  Pegasi. 


19 

42.57 

4-3.69 

19 

18.82 

4-3.27 

41 

3.12 

4-*. *8 

42 

16.85 

4-2.13 

—  61.60 

—  61.60 
4-61.63 
4-61.66 


194 


285 


19  11.83 

18  27.05 

41  54.35 

42  40.62 


30  Hev.  Cam. 

0 

0 

22    12     11.91 

194    29    58.36 

4-8.94 

—  64.30 

—  0     4.95 

194   88    55.08 

u 

14       8.46 

29      8.84 

4-2.94 

—  64.34 

—  0     4.80 

28      8.64 

w 

o 

16     54.64 

285   31       5.08 

4-3.42 

4r  64.83 

4-  0     0.01 

285   32      9.54 

u 

18     48.50 

31    50.99 

4-8.77 

4-64.34 

4-  0     0.60 

32    55.70 

ii 

23     54.04             31     40.24 

4-3.34 

4-64.35 

4-0     9.49 

32    54.42 

£  Pegasi. 

i 

W 

0 

0 

u 

0 

u 

22    30     37.38 
32     21.79 
38     88.70 
40     12.97 

198   55      6.61 

54    47.34 

284      5    13.93 

6    24.24 

4-4.12 
4-3.98 
4-1.99 

4-2.41 

—  52.60 

—  52.58 
4-  52.59 
4-  52.61 

4-0  51.07 
4-0  22.93 

—  0   11.31 

—  0  34.86 

198   55      9.20 

54    21.67 

281      5    57.20 

6    45.00 

1885  November  20.            76  Draconis. 

W 

0 

0 

u 

0 

u 

20    53     4  4.90 

55       7.44 

20    57     58.35 

24       0     41.77 

270  46  28.11 
47    16.44 

209  4  4  24.24 
4  8    23.28 

—  0.30 
4-4.06 
4-5.93 
4-6.83 

4-  35.90 
4-  35.90 

—  85.92 

—  35.93 

—  0     4.79 

—  0     5.83 
4-0  46.88 
4-  0  28.33 

870  47  4.92 
47    47.57 

809  44  7.60 
43    24.94 

0 

w 


a 

Equulei 

i. 

0 

u 

0 

11 

24       4     57.24 

7     44.60 

48       8.90 

14     87.54 

286  33  7.27 
33    23.84 

493  88  30.76 
27    20.88 

4-4.56 
4-5.02 
4-0.68 
—  0.46 

4-63.66 
4-  63.64 

—  63.66 

—  68.69 

—  0   46.84 

—  0  45.50 
4-  0     6.22 
4-0  30.45 

286  33  28.67 
34    16.37 

193  37  34.00 
86    46.88 
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1885  November  20.         4  Hev.  Draconis. 

w 

0 

0 

u 

0 

u 

24 h  47«  43?68 
20     43.75 
22     53.05 
24     52.60 

286°  49'  37"35 
50    26.22 

193  11  20.27 
10    38.74 

—  1'.'98 

—  0.53 
4-5.93 
4-5.32 

4-  64'.'32 
4-64.34 

—  64.35 

—  64.36 

4-    0'   2'.'28 
4-    0     0.08 

—  0     1.02 

—  0     3.94 

286°  50'  41'.'97 

51    30.11 

193    10    20.83 

9    35.76 

4886  März  25. 

<J  Cancri 

• 

W 

0 

0 

u 

0 

u 

8    34       1.48 
36     20.30 
42     11.86 
44     14.80 

207  15  16.48 
15      5.78 

272  46  18.57 
47    44.38 

4-4.03 
4-2.36 
4-6.60 
4-6.74 

—  37.89 

—  37.86 
4-37.87 
4-37.89 

4-    0   45.52 
4-    0   11.22 

—  0  27.46 

—  1     7.94 

207  15  27.84 
14    44.50 

272  46  85.58 
47    24.07 

76  Draeonis. 


0 

0 

8    50     53.55 

493   28    43.50 

4-6.25 

—  62.06 

—    0     0.01 

493    27    47.68 

u 

53       0.70 

27    58.78 

4-5.42 

—  62.06 

—    0     0.87 

27      4.27 

w 

0 

56     26.43 

286   33      0.62 

4-0.63 

4-  62.07 

4-    0     6.94 

286   34    4  0.23 

11 

58     34.84 

33    40.57 

4-0.90  '4-62.07 

4-    0   43.61 

34    57.4  5 

#  Hydrae. 


w 

0 

9      5 

29.55 

494    29    34.72 

—  1.95 

—  66.60 

4-    0  18.46 

494    28    44.63 

u 

7 

49.94 

29      3.41 

—  2.08 

—  66.61 

4-    0     4.70 

27    56.42 

0 

0 

42 

7.70 

288   32    25.55 

4-2.99 

4-  66.66 

—    0  47.54 

288   33    4  7.66 

u 

43 

7.21 

33    39.64 

4-3.75 

4-  66.69 

—    0  45.35 

34      4.73 

4  Hev.  Draconis. 


0 

0 

9    47     49.05 

209   32      5.55 

4-5.14 

—  34.75 

4-    0     4.00 

209   31    39.94 

u 

20     44.10 

31    22.65 

4-4.93 

—  34.75 

4-    0     0.37 

30    53.20 

w 

0 

23     48.15 

270   29    51.68 

—  1.74 

4-34.77 

—    0     2.28 

270    30    22.43 

u 

26     30.97 

30    44.85 

—  0.56 

4-34.78 

—    0     9.60 

31       9.47 

4886  März  30. 

/  Leonis. 

W 
O 

0 
u 
0 
u 

40    39     43.49 
41     40.64 
46       7.50 
48     12.28 

199  50  19.80 
49    51.15 

280  14  24.96 
42    44.00 

4- «.28 
4-4.79 

—  4.02 

—  4.25 

—  49.87 

—  49.87 
4-  49.88 
4-  49.90 

4-    0  23.25 
4-    0     4.65 

—  0  45.85 

—  0  45.66 

499   49    55.44. 

49      7.72 
280   4  4    55.47 

42    43.99 

et  Ursae  minoris  (I). 

O 
W 

0 
u 
0 
u 

40    57     23.20 

59     82.54 

4  4       4      44.20 

3     25.75 

200  47  50.92 
46    40.43 

279  44  50.92 
45    56.53 

4-0.30 

—  0.82 

—  3.28 

—  2.53 

—  49.10 

—  49.11 
4-49.12 
4-49.43 

+  64  20.65 
4-64  45.00 

—  65     9.44 

—  65  28.03 

204  24  22.77 
20    35.00 

278  40  27.32 
44    4  5.4  0 
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4886  März  30. 


#  Leonis. 


w 

0 

41h    5m  35*47 

204°  44'  40'.'13 

—  0'.'89 

—  41'.'80 

+    0'14'.'4l 

204°  44'  11'.'85 

u 

7     28.70 

44      7.56 

—  1.12 

—  41.79 

+    0     4.21 

43    25.86 

0 

0 

10     57.86 

275    17    17.20 

—  1.34 

+  41.80 

—    0   45.05 

275    47    42.64 

u 

12     47.73 

18    29.85 

—  0.74 

+  41.82 

—    0   42.18 

48    28.75 

0 

0 

u 

W 

0 

u 

a  Ursae  minoris  (I). 


41  15  37.40 

17  41.39 

20  34.42 

22  49.74 


200 


279 


14    35.83 

+  0.60 

—  49.18 

13    27.80 

+  0.82 

—  49.19 

48      6.51 

—  2.23 

+  49.20 

49    14.50 

—  1.34 

+  49.20 

+  67  35.78 
+  67  56.33 

—  68  23.97 

—  68  46.00 


201  21  23.03 

20  35.76 

278  40  29.51 

41  16.36 


v  Leonis. 


w 

0 

11     27 

5.69 

188   30      9.17 

—  0.22—74.24 

+    0  25.20 

188   29    19.94 

u 

28 

58.75 

29    42.12 

—  0.74 

—  74.49 

+    0     7.08 

28    34.27 

0 

0 

33 

59.60 

291    81    31.77 

—  0.82 

+  74.47 

—    0  13.07 

291    32    32.05 

u 

36 

57.70 

32    58.62 

—  1.42 

+  74.49 

—    0  53.72 

33    17.97 

a  Ursae  minoris  (l). 

0 
W 

0 

u 

0 

11 

11     44 
43 
46 
49 

31.02 

34.20 

42.99 

0.70 

200    4  0    40.54 

9    38.69 

279   51    51.20 

52    55.00 

+  1.64 
+  0.60 

—  1.64 

—  1.04 

—  49.23 

—  49.23 
+  49.24 
+  49.24 

—  6  25.23 

—  6     8.96 
+    5  44.69 
+    5  27.49 

200      3    27.69 

2    41.10 

279   58    23.49 

59    10.69 

0 

Virginia 

;. 

0 

0 

u 

0 

u 

14     54       6.92 

56     30.76 

42      2     41.50 

4      41.02 

498     3      3.54 

2    52.94 

284    58    46.49 

59    29.27 

—  0.89 

—  0.60 

—  0.82 

—  0.82 

—  53.03 

—  53.01 
+  53.01 
+  53.02 

+    0  50.44 
+    0  4  5.04 

—  0   44.45 

—  0  44.49 

498     3      0.06 

2    44.37 

284    58    54.23 

59    39.98 

a  Ursae  minoris. 

0 
W 

o 
u 

0 

ti 

12      6     37.56 

8     22.29 

11      22.30 

13      18.01 

200     7    46.40 

6    48.86 

279    54    35.21 

55    32.27 

+  4.49 
+  0.82 

—  2.39 

—  2.39 

—  49.28 

—  49.29 
+  49.30 
+  49.30 

—  3  29.73 

—  3  19.44 
+    3     2.38 
+    2  54.80 

200      3    28.58 

2    40.95 

279   58    24.50 

59    10.98 

4  886  April  4 . 

k  Ursae  minoris. 

w 

0 

0 

u 

0 

u 

7  53     44.60 
55     40.08 
59     4  8.28 

8  4      32.38 

279  42  47.20 
43      0.42 

200  19  48.29 
19      4.67 

—  2.80 

—  1.75 
+  0.07 

—  0.14 

+  48.57 
+  48.57 

—  48.57 

—  48.58 

+    0     9.34 
+    0  11.67 

—  0   16.78 

—  0  20.38 

279  43  12.31 
43    58.91 

200  18  43.01 
17    55.57 
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1 886  April  4 . 

ß  Gauen 

• 

0 

w 

o 
u 
o 
u 

8h    5m  42*30 

7     46.37 

4  3     4  6.79 

4  5     30.23 

281°4S,29'.'93 
48    50.58 

4  98  4  3  45.27 
42    25.63 

—  2'.'94 

—  2.94 

—  0.98 

—  2.59 

+  52':34 
-+-52.34 

—  52.38 

—  52.42 

—  0'34"49 

—  0     9.53 
+  0  4  8.76 
+  0  53.69 

284°48'44'.'84 
49    30.45 

498  43  40.67 
42    24.84 

l  Ursae  minoris. 

W 

0 

o 
u 

0 

u 

8    48 
20 
22 

25 

26.80 
5.80 

59.44 
9.44 

279  44  28.24 
42      9.79 

200  20  43.79 
20      3.51 

—  3.99 

—  3.01 
+  0.24 
+  0.28 

+  48.66 
+  48.67 

—  48.69 

—  48.70 

+  0  58.83 
+  4      8.65 

—  4    42.54 

—  4    49.56 

279  43  41.74 
43    59.4  0 

200  48  42.77 
4  7    55.53 

ö  Cancri. 


0 

0 

8    33 

4.50 

272   46    47.28 

—  3.85 

+  87.87 

—  0  54.88 

272   46    29.42 

u 

35 

9.94 

46    59.58 

—  3.99 

+  37.87 

—  0  46.53 

47    46.93 

w 

0 

39 

59.80 

207   45    53.84 

0.00 

—  37.94 

+  0     9.09 

207   45    24.99 

u 

42 

0.20 

44    44.55 

—  0.42 

—  37.95 

+  0   35.78 

4  4    38.96 

76  Draconis. 


w 

0 

8    46 

46.96 

286   33      3.28 

—  4.68 

+  62.22 

+  0     3.4  4 

286  34      6.96 

u 

49 

7.27 

33    54.47 

—  4.68 

+  62.25 

+  0     0.42 

34    55.46 

0 

0 

54 

45.30 

493   28    47.31 

+  0.70 

—  62.27 

—  0     0.39 

493   27    45.35 

11 

53 

54.24 

28      3.92    —  0.07    —  62.29 

—  0     2.75 

26    58.84 

&  Hydrae. 


0 

o 

9      8     39.4  4 

288   3t    45.56 

—  4.43 

+  66.90 

—  0  33.86 

288   33    4  4.97 

u 

5     59.79 

33      4.47 

—  2.80 

+  66.94 

—  0     7.72 

34      0.56 

w 

0 

4  4      22.82 

191    29    28.26 

—  2.4  0 

—  66.99 

+  0  4  6.85 

494    28    36.02 

u 

4  3     38.09 

28    42.59 

—  2.31 

—  67.03    +0   48.82 

27    52.07 

4  Hey.  Draconis. 


w 

o 

9    46     34.70 

270   29    53.07 

—  3.64 

+  34.93 

—  0     5.52 

270   30    4  8.84 

u 

48     24.44 

30    34.06 

—  0.84 

+  34.94 

—  0     4.56 

31      6.60 

0 

o 
u 

20     58.54 
23       6.62 

209   82    4  0.77 

+  0.28 

—  34.94 

+  0     0.07 

209   31    36.48 

• 

/  Leonis. 

0 
W 

0 

u 
o 
u 

40    38 
44 
45 
47 

49.60 

0.40 

48.70 

58.70 

280  44  47.33 
42      5.52 

199  50  34.78 
49    4  8.59 

—  0.63 

—  0.56 

—  0.94 

—  0.24 

+  50.28 
+  50.27 

—  50.29 

—  50.32 

—  0  36.64 

—  0     9.45 
+  0   42.4  7 
+  0  40.44 

280  4  2  0.37 
42    45.78 

499  49  52.75 
49      8.47 
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1886  April  1. 


«  Ursae  minoris  (I). 


w 

0 

10h  52™  26?61 

279° 43'    6"39 

—  2'.'03 

+  49'.'48 

—  63'24'.'17 

278°40'29"67 

u 

54      53.19 

44    20.29 

—  1.68 

+  49.51 

—  63  52.60 

41    15.52 

0 

o 

57     37.57 

200    17    46  83 

+  3.08 

—  49.53 

+  64   23.99 

201    21    24.37 

11 

59     44.30 

16    37.61 

+  2.80 

—  49.55 

+  64   47.81 

20.  38.67 

#  Leonis  (I). 


0 

o 

11       3     15.21 

275    17    52.89 

—  0.77 

+  42.22 

—    0  50.95 

275    17    43.39 

u 

5     14.65 

18      6.08 

—  0.42 

+  42.21 

—    0   18.44 

18    29.43 

w 

o 

10     28.26 

204    44    44.28 

+  0.28 

—  42.23 

+    0   10.06 

204    44    42.39 

ii 

12     32.70 

43    32.15 

—  0.84 

—  42.26  +    0   37.64 

43    26.69 

oMJrsae  minoris  (I). 

W 

0 

0 

u 

0 

u 

11     15 
17 
20 
23 

24.04 

28.14 

31.60 

1.50 

279  47  16.95 
48    22.90 

200  13  46.72 
j2    3^.38 

—  2.66 

—  2.38 
+  2.17 

+  0.98 

+  49.72 
+  49.73 

—  49.76 

—  49.79 

+  10  21.08 
+  10     0.49 

—  9  30.64 

—  9     6.77 

279   58    25.09 

59    10.74 

200      3    28.49 

2    41.80 

V 

Leonis. 

O 
W 

o 
u 
o 
u 

11     26 
29 
33 
35 

32.45 

0.88 

16.88 

27.39 

291  31  51.33 
32    11.56 

188  30  26.67 
29    19.16 

—  1.33 

—  1.40 
+  0.84 

—  0.84 

+  75.13 
+  75.08 

—  75.03 

—  75.03 

—  0  32.67 

—  0     6.86 
+    0     7.41 
+    0  29.64 

291  32  32.46 
33    18.38 

188  29  19.89 
28    32.93 

4886  April  2. 


ß  Gancri. 


w 

0 

u 

0 

0 

u 

8      5  50.67 

7  47.60 

12  50.00 

14  44.00 


-198 


281 


13    25.34 

+  1.92 

—  51.66 

13      5.48 

+  0.54 

—  51.65 

48      6.29 

—  0.92 

+  51.66 

49    16.69 

0.00 

+  51.68 

+  0  35.14 

+  0  10.91 

—  0  12.16 

—  0  36.56 


198 


281 


13  10.74 

12  25.28 

48  44.87 

49  31.81 


A  Ursae  minoris. 

0 

w 

0 

u 

0 

u 

8    18 
20 

22 
24 

7.70 

9.25 

48.47 

42.92 

200  20  26.04 
19    47.90 

279  41  13.68 
41    55.41 

+  0.38 

—  1.54 

—  1.62 

—  2.00 

—  47.97 

—  47.97 
+  47.97 

+  47.97 

—  0  57.36 

—  1      3.22 
+    1   11.33 
+    1    17.46 

200  18  41.09 
17    55.17 

279  43  11.36 
43    58.84 

<J  Cancri 

i 

• 

W 
O 

0 

u 

0 

u 

8    33 
36 

40 

42 

40.48 

6.30 

32.74 

29.12 

207  15  19.28 
15      8.35 

272  46  6.82 
47    20.70 

—  0.54 

—  0.23 

—  1.08 
+  0.38 

—  37.24 

—  37.22 
+  37.22 
+  37.24 

+    0  42.45 
+    0     8.72 

—  0  12.64 

—  0  40.93 

207  15  23.95 
14    39.62 

272  46  30.32 
47    17.39 
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\  886  April  2. 

76  Draconis. 

0 

w 

0 

u 

0 

u 

8*»  46»  31!83 
48     26.72 

51  2.60 

52  55.10 

193°28'48'.'48 
27    58.98 

286  33  8.36 
33    54.69 

+  1'.'69 

—  0.31 

—  2.23 

—  2.16 

—  61  '.'03 
-61.03 
+  61.04 
+  61.05 

—  0'    3'.'92 

—  0     4.12 
+    0     0.04 
+    0      1.20 

193°  27'  45.'22 
26    56.52 

286  34  7.21 
34    54.78 

#  Hydrae. 


w 

0 

9      4     10.32 

191    29    14.80 

+  0.46 

—  65.50 

+    0  28.54 

191    28    38.30 

u 

6       9.31 

28    49.78 

.—  0.62 

—  65.49 

+    0     7.88 

27    51.55 

0 

o 

10     55.64 

288   32    22.47 

—  4.62 

+  65.51 

—    0   10.86 

288   33    15.50 

u 

12     46.60 

33    30.84 

—  2.31 

+  65.53 

—    0  32.03 

34      2.03 

\  Hev.  Draconis. 


0 

0 

9    15     12.22 

209   31    58.28 

+  0.08 

—  34.13 

+    0  10.43 

209   31    34.66 

u 

17     16.71 

31    16.48 

+  0.62 

—  34.13 

+    0     4.06 

30    47.03 

w 

0 

20     55.39 

270   29    49.00 

—  2.85 

+  34.13 

—    0     0.02 

270    30    20.26 

u 

22     39.40 

30    35.25 

—  0.46 

+  34.13 

—    0     1.30 

31      7.62 

l  Leonis. 

0 

0 

10    39 

27.07 

280 

44 

29.80 

—  0.08 

+  49.34 

__ 

0 

24.37 

280 

44 

57.69 

u 

41 

39.51 

44 

56.97 

—  0.08 

+  49.34 

— 

0 

2.59 

42 

43.61 

w 

0 

45 

15.57 

499 

50 

34.62 

+  4.08 

—  49.29 

+ 

0 

40.95 

499 

49 

54.36 

n 

47 

0.35 

49 

23.57 

+  0.77 

—  49.28 

+ 

0 

32.42 

49 

7.48 

a  Ursae  minoris  (I). 

W 

0 

0 

a 
o 
u 

10    50     43.76 
52     29.4  0 
55     42.77 
57     34.69 

279  42  50.65 
43    57.83 

200  18  0.61 
16    52.67 

—  4.46 

0.00 

+  3.85 

'+3.62 

+  48.43 
+  48.45 

—  48.50 

—  48.51 

—  63     9.27 

—  63  29.91 
+  64     7.28 
+  64  28.53 

279    40    28.35 

'41    16.37 

200   21    23.24 

20    36.31 

&  Leonis  (I). 

O 
W 

0 

u 

0 

u 

11      4     1 2.64 

6     21.70 

10     52.45 

12     34.68 

275  17  24.99 
17    49.26 

204  44  34.34 
43    22.72 

+  1.54 
+  1.39 

—  1.00 

—  2.00 

+  41.36 
+  41.85 

—  41.38 

—  41.41 

—  0  26.70 

—  0     4.40 
+    0  18.86 
+    0  46.01 

275  17  41.19 
18    27.60 

204  44  10.82 
43    25.32 

a  Ursae  minoris  (I). 

W 

0 

o 
u 

0 

u 

14     45     47.89 
47     31.61 
20     39.43 
22     48.98 

279  47  26.09 
48    29.06 

200  13  37.10 
12    32.05 

—  1.39 

—  0.62 
+  3.77 
+  3.23 

+  48.71 
+  48.73 

—  48.76 

—  48.78 

+  10  12.92 
+    9  55.81 

—  9  25.34 

—  9     4.79 

279   58    26.33 

59    12.98 

200     3    26.77 

2    41.71 
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4 886  April  2. 

V 

Leonis 

• 

0 

w 

0 

u 

0 

11 

4  4»>  26" 
28 
32 
34 

54!87 
59.49 
56.40 
28.53 

294°34'39'.'44 
32      8.22 

488  30  22.58 
29    24.13 

+  0'.'46 
+  0.92 
+  2.4  6 
+  2.34 

+  73'.'60 
+  73.60 

—  73.64 

—  73.63 

—  0'22'.'29 

—  0  4.53 
+  0  7.96 
+  0  22.50 

294°  32f  34'.'24 
33    48.24 

488  29  49.09 
28    32.34 

a  Ursae  minoris. 

w 

0 

0 

u 

0 

u 

4  4     37 
40 
42 
44 

41.50 

5.90 

38.31 

52.40 

279   50    42.98 

54    48.90 

200    40    26.42 

9    24.08 

+  0.46 
+  4.00 
+  4.54 
+  3.85 

+  48.88 
+  48.90 

—  48.90 

—  48.94 

+  6  52.97 
+  6  38.28 

—  6  4  2.99 

—  5  55.57 

279  58    25.29 

59    42.08 

200      3    28.77 

2    40.45 

Weiter  folgt  jetzt  die  Zusammenstellung  der  Zenithpunkte 
und  Polhöhen.    Es  enthält 

Golumne  4)  die  Angabe  des  Sternes, 

Columne  2)  und  3)  den  Zenithpuhkt  für  den  oberen  resp.  un- 
teren Faden, 
Columne  4)  die  Polhöhe. 
Columne  5)  und  6)  werden  später  erläutert. 

Die  Theilungsfehler  sind,  wie  weiterhin  immer,  in  der  oben 
angegebenen  Weise  berücksichtigt. 

Stand  I. 


4  885  April  4  6. 


359°  58' 

359°  58' 

54°20' 

54°20' 

a  Ursae  minoris  . 

8'.'52 

54754 

2782 

39°  35' 

3763 

/  Leonis   .    .    .    . 

6.48 

52.47 

6.03 

40  42 

5.24 

X  Leonis  .    .    . 

.     40.45 

53.36 

5.08 

43  24 

4.24 

a  Ursae  minoris 

6.35 

'  52.80 

2.84 

39  48 

3.65 

April  4  9. 

359°  58' 

359°  58' 

30  Hev.  Cam. .    , 

874  8 

55704 

4748 

34°  48' 

574  5 

/  Leonis   .    .    . 
1  Leonis   .    .    . 

.       5.96 
5.4  4 

50.26  \ 
49.72/ 

4.87 

40  43 

4.05 

X  Leonis  .    .    . 

4.94 

52.77 

5.04 

43  22 

4.47 

a  Ursae  minoris 

.       7.47 

55.43 

4.27 

39  48 

5.08 

v  Leonis  .    .    . 

.       5.92 

53.02 

6.27 

54   34 

5.27 

ß  Virginis    .    . 

6.20 

52.34 

6.44 

48  55 

5.48 

a  Ursae  minoris 

6.48 

53.32 

4.80 

39  53 

5.64 

Dib  Polhöhe  der  Leipziger  Sternwarte. 
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4  885  Mai  4  9. 

359°  58' 

359°  58' 

51°  20' 

• 

51°20' 

e  Virginis     .    . 

2786 

51 '.'37 

5784 

39°  45' 

5703 

43  Hey.  Geph. 

7.28 

54.18 

6.26 

43     0 

7.12 

Mai  23. 

359°  59' 

0°0' 

a  Serpentis     . 

.    26758 

11 '.'61 

7708 

44°33' 

671 9 

Gr.  750    ..    . 

.     28.81 

15.42 

4.75 

43  24 

5.62 

y  Herculis    .    . 

.    23.73 

4 1 .53 

5.38 

31   55 

4.71 

Gr.  750    .    .    . 

.     27.70 

13.72 

6.99 

43  21 

7.86 

x  Ophiuchi  .    . 

.     27.51 

14.82 

7.02 

41   47 

6.17 

s  Ursae  minoris 

.     28.33 

14.30 

4.34 

30  53 

4.99 

a  Ophiuchi  .    . 

.    27.72 

13.46 

6.67 

38  42 

5.88 

d  Ursae  minoris 

.     28.99 

14.46 

4.00 

35  17 

4.73 

72  Ophiuchi    . 

.     27.15 

13.66 

6.31 

41   47 

5.46 

Mai  24. 

359°  59' 

0°0' 

7t  Bootis  pr.     . 

.    29794 

1 5'.'00 

6750 

34°26' 

5778 

a  Ursae  minoris 

.     31.44 

17.24 

4.59 

39  51 

5.40 

t1  Serpentis    . 

.     29.98 

15.88 

6.22 

35  30 

5.48 

a  Ursae  minoris 

.     30.17 

16.05 

4.49 

39  44 

,      5.30 

Gr.  750    ,    .    . 

.     28.15 

14.53 

5.07 

43  24 

5.94 

y  Herculis    .    . 

.     29.02 

46.96 

7.25 

31   54 

6.58 

Gr.  750    ..    . 

.     28.29 

16.63 

5.23 

43  22 

6.10 

49  Herculis.    . 

.     30.15 

16.30 

5.71 

36  10 

4.96 

£  Ursae  minoris 

.     28.76 

14.00 

3.72 

30  53 

4.37 

Mai  28. 

359°  59' 

0°0' 

a  Ursae  minoris 

.    25'.'37 

11714 

3783 

39°  57' 

4765 

t  Virginis    .    . 

.     21.75 

5.14 

6.16 

49  14 

5.20 

a  Ursae  minoris 

.     22.04 

10.81 

4.89 

39  56 

5.71 

7i  Bootis  pr.     . 

.    21.42 

6.97 

5.18 

34  25 

4.46 

a  Ursae  minoris 

.     22.56 

9.23 

4.96 

39  51 

5.77 

r4  Serpentis 

.     23.06 

8.63 

6.33 

35  31 

5.59 

Gr.  750    ..    . 

.     21.67 

8.79 

5.15 

43  22 

6.02 

€  Serpentis .    . 

.     20.33 

7.94 

7.82 

46  30 

6.90 

Gr.  750    .    .    . 

.     22.31 

7.85 

4.65 

43  24 

5.52 

y  Herculis    .    . 

.    24.21 

10.06 

7.83 

31   55 

7.16 
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i 

1885  Mai  29. 

359°59' 

0°0' 

54°20' 

54°20' 

a  Ursae  minoris  . 

.    21 '.'88 

9'.'03 

4788 

39°  57' 

5770 

t  Virginis    .    .    . 

.     24.13 

7.50 

7.4  0 

49  44 

6.4  4 

a  Ursae  miaoris 

.     21.62 

9.73 

4.40 

39  55 

4.92 

7t  Bootis  pr.     .    . 

.     22.87 

7.75 

6.73 

34  25 

6.04 

Juni  3. 

359°  59' 

0°0' 

e  Serpentis  .    .    . 

21'. '30 

874  4 

6784 

46°  30' 

5792 

Gr.  750    :    .    .    . 

.     21.04 

8.27 

4.94 

43  24 

5.78 

y  Herculis    .    .    . 

.     21.70 

5.72 

6.79 

34   55 

6.42 

Gr.  750    ...    . 

24.53 

8.46 

6.40 

43  22 

7.27 

49  Herculis.    .    . 

,     20.22 

7.43 

6.35 

36  40 

5.60 

e  Ursae  miuoris  . 

21.48 

8.40 

4.05 

30  53 

4.70 

Juni  5. 

-• 

359°  59' 

0°0' 

a  Ursae  minoris  . 

20'.'01 

7784 

574  6 

39°  57' 

5798 

t  Virginis    .    . 

.     21.75 

6.86 

6.54 

49  44 

5.58 

a  Ursae  minoris 

.     21.27 

7.73 

4.43 

39  56 

4.95 

7t  Bootis  pr.     .    , 

.     20.40 

5.54 

6.29 

34  26 

5.57 

a  Ursae  minoris 

.     20.07 

7.40 

4.79 

39  52 

5.60 

t1  Serpentis    . 

.     21.53 

7.44 

6.82 

35  30 

6.08 

Gr.  750    ..    . 

.     49.44 

6.4  4 

5.04 

43  22 

5.94 

€  Serpentis  .    . 

.     22.06 

6.45 

7.99 

46  30 

7.07 

Gr.  750    ..    . 

.     4  9.92 

7.42 

4.35 

43  24 

5.22 

y  Herculis   .    . 

.     24.94 

8.07 

7.62 

34   55 

6.95 

Gr.  750    ...    , 

.     24.77 

7.60 

5.39 

43  22 

6.26 

49  Herculis.    .    . 

.     22.29 

8.44 

6.27 

36  40 

5.52 

e  Ursae  minoris  , 

.     20.62 

7.66 

4.30 

30  53 

4.95 

Juni  46. 

359°  59' 

0°0' 

7t  Bootis  pr.     .    , 

.    20'.'48 

6722 

4747 

34°  25' 

3745 

a  Ursae  minoris  . 

22.34 

40.40 

5.38 

39  54 

6.4  9 

rK  Serpentis    .    , 

24.33 

6.95 

4.74 

35  30 

4.00 

Gr.  750    ...    . 

23.87 

40.96 

6.22 

43  23 

7.09 

Juni  49. 

359°  59' 

0°0' 

a  Ursae  minoris  , 

22789 

8765 

4738 

39°  52' 

5749 

t4  Serpentis    .    . 

23.36 

9.03 

7.62 

35  30 

6.88 

Gr.  750    ...    . 

24.89 

9.64 

6.54 

43  22 

7.38 

DlB  POLHÖBB  DBS  LbIPZIGBR  StBRNWARTB. 
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359°  59' 

0°0' 

54°20' 

54°  20' 

e  Serpentis  .    . 

.    22754 

4  0704 

7704 

46°  30' 

6709 

Gr.  750    ...    . 

.     23.37 

9.54 

5.78 

43  24 

6.65 

y  Herculis    .    . 

.     23.84 

9.42 

7.45 

34   55 

6.78 

Gr.  750    .    .    . 

.     24.63 

8.78 

5.74 

43  22 

6.58 

49  Herculis.    . 

.     22.39 

7.67 

6.82 

36  40 

6.07 

e  Ursae  minoris 

.     24.43 

8.00 

4.99 

30  53 

5.64 

Stand  IL 

4885  Juni  24. 

420°0' 

420°4' 

Gr.  750    ..    . 

.    45705 

34733 

5795 

43°  23' 

5793 

e  Serpentis  .    . 

.     43.95 

30.4  4 

6.43 

46  30 

6.45 

Gr.  750    ..    . 

.     44.45 

34.70 

7.43 

43  24 

7.44 

y  Herculis    .    . 

.     44.46 

29.30 

5.42 

34   55 

5.44 

Gr.  750    ..    . 

.     43.94 

34.44 

6.83 

43  22 

6.84 

49  Herculis .    . 

.     42.54 

30.54 

4.32 

36  40 

4.34 

e  Ursae  minoris 

.     42.54 

30.64 

6.39 

30  53 

6.37 

a  Ophiuchi .    .    , 

.     43.47 

29.49 

5.34 

38  44 

5.33 

d  Ursae  minoris  . 

— 

30.75 

5.42 

35  48 

5.4  0 

Juli  7. 

420°0' 

420°4' 

e  Serpentis  .    .    . 

44'.'43 

29753 

5700 

46°  30' 

5702 

Gr.  750    ..    . 

.     42.71 

30.33 

6.58 

43  24 

6.56 

y  Herculis   .    .    , 

,     44.45 

29.71 

5.94 

34   54 

5.96 

Gr.  750    ...    . 

43.36 

29.42 

5.73 

43  22 

5.74 

49  Herculis.    .    . 

.     43.40 

28.96 

5.54 

36     9 

5.53 

e  Ursae  minoris 

.     43.24 

29.80 

4.84 

30  53 

4.79 

Juli  4  9. 

420°0' 

420°4' 

y  Herculis    .    . 

.    53737 

39764 

4724 

34°55' 

4726 

Gr.  750    ..    . 

.     49.64 

36.89 

5.4  7 

43  22 

5.45 

49  Herculis.    . 

.     52.56 

39.47 

5.48 

36  40 

5.20 

e  Ursae  minoris  . 

.     50.05 

36.60 

5.66 

30  53 

5.64 

a  Ophiuchi  .    . 

.     56.43 

40.49 

5.62 

38  44 

5.64 

Juli  24. 

420°0' 

420°4' 

24  Vulpeculae 

.    3474  8 

4  5772 

4703 

27°   4' 

4705 

X  Ursae  minoris 

.     30.49 

45.87 

5.26 

37  38 

5.24 

a  Delphini  .    .    . 

.     30.42 

47.43 

5.39 

35  49 

5.44 

76  Draconis 

.     30.87 

47.65 

5.48 

30  46 

5.46 

258 

R. 

Schümann 

i 

1  885  August  4 

• 

120°0' 

1 20°  0' 

51°20' 

51°20' 

x  Ophiuchi  .    .    . 

33?64 

1 971 0 

6779 

41°47' 

6781 

e  Ursae  minoris 

.     28.99 

15.98 

5.67 

30  54 

5.65 

a  Ophiuchi .    .    . 

.     32.40 

16.60 

4.66 

38  41 

4.68 

d  Ursae  minoris 

.     30.06 

16.44 

4.60 

35  18 

4.58 

67  Ophiuchi    .    , 

.     31.45 

17.41 

5.99 

48  23 

6.01 

51  Hev.  Ceph. . 

.     30.52 

17.45 

5.99 

41   23 

5.97 

August  5 

• 

120°0' 

120°1' 

51  Hev.  Ceph..    . 

30794 

1 7786 

671 8 

41°24' 

6716 

y  Aquilae     .    .    , 

.     30.55 

17.45 

6.35 

41     0 

6.37 

X  Ursae  minoris 

.     29.26 

17.12 

5.47 

37  37 

5.45 

24  Vulpeculae 

.     30.32 

17.03 

5.12 

27     1 

5.14 

X  Ursae  minoris 

.     29.48 

15.78 

5.59 

37  38 

5.57 

a  Delphini  .    . 

.     30.70 

15.81 

5.45 

35  49 

5.47 

76  Draconis     . 

.     31.21 

17.76 

4.98 

30  46 

4.96 

a  Equulei    .    . 

.     29.94 

16.13 

4.97 

46  44 

4.99 

August  1 

6. 

• 

120°0' 

120°1' 

- 

a  Delphini  .    .    , 

.    23797 

1 0735 

6702 

35°  49' 

6704 

76  Draconis     .    . 

26.00 

13.11 

5.21 

30  46 

5.19 

a  Equulei    .    . 

.     27.95 

15.25 

4.36 

46  33 

4.38 

1  Hev.  Draconis 

.     25.83 

12.51 

6.04 

46  49 

6.02 

£  Pegasi  .    .    . 

.     27.06 

12.75 

5.79 

41   59 

5.81 

Septemb« 

er  2. 
120°0' 

120°0' 

51  Heph.  Ceph.  . 

.     1 3705 

59753 

4783 

41°25' 

4781 

1 1 0  Herculis   .    . 

.     11.41 

56.18 

5.34 

30  54 

5.36 

X  Ursae  minoris 

.     10.60 

56.74 

5.95 

37  38 

5/93 

to  Aquilae    .    . 

.     10.70 

57.22 

6.81 

39  56 

6.83 

51  Hev.  Ceph..    , 

.     11.32 

57.72 

6.08 

41   24 

6.06 

y  Aquilae    .    . 

8.51 

56.35 

5.76 

40  59 

5.78 

X  Ursae  minoris  . 

.     10.80 

57.79 

5.92 

37  37 

5.90 

24  Vulpeculae 

.     11.48 

57.18 

5.29 

27     1 

5.31 

X  Ursae  minoris 

.     10.65 

57.79 

5.49 

37  38 

5.47 

a  Delphini  .    .    , 

.     10.99 

55.69 

5.36 

35  49 

5.38 

Dib  Polhöhe  der  Leipziger  Sternwarte. 
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1  885  September  5. 

120°0'  120°0'  51°20'  51°20' 

X  ürsae  minoris  .      9786  57760  5786  37°  37'  5784 

24  Vulpeculae     .     12.10  56.78  4.67  27     1  4.69 

X  ürsae  minoris  .     10.55  56.45  4.93  37  38  4.91 

aDelphini.    .    .     10.09  57.08  5.31  35  49  5.33 

76  Draconis     .    .     11.23  57.30  4.75  30  46  4.73 

aEquulei    ...     11.73  57.04  6.83  4633  6.85 

1  Hev.  Draconis  .     10.17  57.29  5.45  46  49  5.43 

s  Pegasi  ....       9.99  58.11  6.84  41   59  6.86 


September  16. 

11 9°  59' 


51  Hev.  Ceph. . 
y  Aquilae     .    . 
X  Ursae  minoris 
24  Vulpeculae 
X  Ursae  minoris 
a  Delphini  .    . 
76  Draconis 


57703 
57.09 
54.94 
57.50 
55.55 
56.89 
55.62 


120°0' 
43720 
42.80 
42.16 
42.74 
41.99 
43.04 
42.06 


5754 
7.08 
5.03 
3.95 
4.03 
5.56 
4.41 


41°24' 
40  59 
37  37 
27  1 
37  38 
35  49 
30  46 


5752 
7.10 
5.01 
3.97 
4.01 
5.58 
4.39 


Stand  III. 


October  14. 

240°  0'  240°  1' 

24  Vulpeculae.    .    36776  23764 

X  Ursae  minoris  .     40.42  27.85 

a  Delphini  .    .    .     39.82  24.46 

76  Draconis     .    .     41.07  28.18 


5790 
5.44 
6.29 
3.61 


27°  1' 
37  38 
35  49 
30  46 


4783 
6.88 
4.91 
4.82 


November  1 6. 


240°  0' 

240°  0' 

£  Pegasi  .    .    .    . 

7737 

53773 

6787 

41°59' 

5729 

1  Hev.  Draconis 

7.66 

54.35 

4.29 

46  46 

6.81 

■9-  Pegasi .    .    . 

8.11 

53.95 

6.25 

45  41 

4.56 

30  Hev.  Cam.  . 

7.90 

54.22 

4.02 

45  31 

5.70 

£  Pegasi  .    .    . 

7.82 

54.10 

6.77 

41     5 

5.22 

Br.  1508  .    .    . 

.       7.56 

53.89 

4.53 

50  16 

6.34 

Math.-phys.  Clause. 

1893. 

48 
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4  885  November  4  7. 

240°  0' 

240°  0' 

54°  20' 

54°  20' 

a  Eguulei    .    . 

7796 

55745 

6722 

46°  33' 

4754 

4  Hev.  Draconis 

7.89 

54.4  9 

4.54 

46  49 

6.23 

e  Pegasi  .    .    . 

9.90 

55.48 

6.64 

44   58 

5.03 

4  Hev.  Draconis 

8.65 

55.62 

4.38 

46  46 

6.40 

#  Pegasi .    .    . 

8.65 

56.04 

6.07 

45  44 

4.38 

30  Hev.  Cara.  .    . 

6.39 

54.43 

3.33 

45  34 

5.04 

Novembe 

sr  48. 
240°  0' 

240°  0' 

76  Draconis     .    . 

8793 

57705 

374  8 

30°  46' 

4739 

a  Equulei    .    .    , 

8.40 

53.52 

7.43 

46  33 

5.72 

4  Hev.  Draconis  . 

8.93 

57.40 

3.69 

46  49 

5.44 

€  Pegasi   .    .    . 

9.22 

55.49 

7.27 

44   59 

5.69 

1  Hev.  Draconis  , 

8.4  4 

55.96 

3.39 

46  46 

5.4  4 

#  Pegasi  .    .    . 

9.08 

56.03 

6.64 

45  44 

4.92 

30  Hev.  Cam.  .    . 

9.65 

56.38 

3.46 

45  34 

4.84 

£  Pegasi  .... 

7.36 

53.88 

6.42 

44     5 

4.87 

Br.  1508.    .    .    . 

7.78 

55.43 

3.47 

50  46 

5.28 

a  Pegasi      .    .    . 

8.53 

52.34 

7.78 

36  44 

6.37 

Novembe 

r49. 

240°  0' 

240°  0' 

76  Draconis     . 

7784 

53725 

3744 

30°46f 

4732 

a  Equulei    .    .    . 

8.23 

55.80 

6.98 

46  33 

5.26 

1  Hev.  Draconis  . 

9.05 

55.94 

4.4  4 

46  49 

5.83 

e  Pegasi   .    .    . 

9.95 

55.84 

7.40 

44   58 

5.52 

4  Hev.  Draconis  . 

9.59 

55.93 

3.74 

46  46 

5.43 

d-  Pegasi      .    .    . 

.     40.74 

56.24 

6.06 

45  44 

4.37 

30  Hev.  Cam.  .    , 

9.42 

55.07 

3.35 

45  34 

5.03 

C  Pegasi  .... 

9.22 

56.89 

6.59 

44     5 

5.04 

Novembe 

r20. 
240°  0' 

240°  0' 

76  Draconis     .    . 

.    4  4746 

56783 

3733 

30°  46' 

4754 

a  Equulei    .    . 

7.86 

55.27 

7.84 

46  33 

6.42 

4 

4  Hev.  Draconis 

8.97 

55.58 

4.34 

46  49 

6.03 

4  886  März  25. 

240°0' 

240°4' 

54°20' 

6  Cancri  .... 

.    37788 

23779 

7722 

32°  46' 

5794 

76  Draconis     .    . 

.     35.84 

22.50 

3.48 

46  32 

5.20 

&  Hydrae     .    . 

.     37.24 

23.38 

6.54 

48  32 

4.77 

4  Hev.  Draconis  . 

.     37.06 

23.95 

3.39 

30  29 

4.59 
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4886  März  30. 

240° 0'  240° 4'  54° 20'                 .  54° 20' 

/Leonis  ....    3 4 '.'32  49'.'43        5'.'72  40°44'  4'.'20 

a  Ursae  minoris .     30.87  48.64         3.74  39  44  5.25 

#  Leonis.-.    .    .     33.74  49.78         7.32  35  47  5.96 

a  Ursae  minoris  .     32.34  49.40         3.43  39  47  4.64 

v  Leonis.    .    .    .     33.52  49.34         7.44  54  34  5.49 

a  Ursae  minoris  .     32.00  48.90         3.4  9  39  54  4.70 

oVirginis    .    .    .     34.43  49.85         7.56  44  58  5.98 

a  Ursae  minoris .     32.43  4  9.49         3.05  39  54  4.56 


April  4. 

240°  0' 

240° 4' 

k  Ursae  minoris  . 

33'.'65 

20'.'67 

3'.'57 

39°  42' 

5'.'08 

ß  Cancri  .... 

34.39 

20.38 

6.34 

44   48 

4.73 

X  Ursae  minoris  . 

33.34 

20.64 

3.60 

39  44 

5.4  4 

d  Cancri  .... 

33.53 

20.30 

6.35 

32  46 

5.07 

76  Draconis.   .    . 

32.97 

20.49 

4.84 

46  32 

6.56 

#  Hydrae     .    .    . 

33.72 

48.49 

7.27 

48  32 

5.50 

4  Hey.  Draconis  . 

— 

20.62 

4.40 

30  29 

5.60 

1  Leonis   .... 

34.00 

48.99 

8.07 

40  4  4 

6.55 

a  Ursae  minoris  . 

33.88 

49.65 

4.36 

39  43 

5.87 

^  Leonis .... 

34.52 

20.39 

7.54 

35  47 

6.45 

a  Ursae  minoris  . 

33.45 

49.32 

3.84 

39  47 

5.32 

v  Leonis  .... 

33.05 

49.49 

7.59 

54   34 

5.74 

April  2.   . 

240° 0' 

240° 4' 

ß  Cancri  .... 

34'.'89 

24'.'09 

6'.'42 

44°  48' 

4784 

X  Ursae  minoris  . 

32.97 

49.67 

3.33 

39  44 

4.84 

6  Cancri  .... 

34.34 

20.04 

6.85 

32  46 

5.57 

76  Draconis     .    . 

34.95 

20.09 

4.44 

46  32 

6.46 

&  Hydrae    .    .    . 

33.72 

20.36 

7.34 

48  32 

5.57 

4  Hey.  Draconis  . 

32.87 

20.37 

3.27 

30  29 

4.47 

1  Leonis  ... 

32.31 

48.7f 

6.67 

40  4  4 

5.45 

a  Ursae  minoris  . 

32.04 

49.54 

3.64 

39  43 

5.42 

&  Leonis .... 

32.73 

48.69 

7.32 

35  47 

5.96 

a  Ursae  minoris  . 

33.73 

4  9.58 

2.83 

39  47 

4.34 

v  Leonis  .... 

32.42 

49.04 

7.59 

54   34 

5.74 

a  Ursae  minoris  . 

32.58 

20.43 

3.54 

39  54 

5.02 

Jede  der  resultirenden  Polhöhen  beruht,  wie  schon  früher 
erwähnt,  auf  4  Einstellungen ;  Ausnahmen  hiervon  finden  statt 
bie  a  Urs.  min.  4  885  April  4  6,  l  Leonis  April  4  9  und  et  Serpentis 

*8* 
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Mai  23,  von  denen  je  8,  bei  3  Urs.  min.  1885  Juni  24  und  4  Hev. 
Drac.  4  886  April  4  ,  von  denen  nur  3  Einstellungen  vorhanden 
sind;  bei  a  Urs.  min.  und  a  Serpentis  hat  Herr  Schnauder  die 
Beobachtungen  an  demselben  Faden  derselben  Rreislage  zu- 
sammengenommen, bei  l  Leonis  dagegen  auseinandergehalten, 
da  im  ersten  Falle  nur  ein,  im  letzteren  zwei  Lagenwechsel  statt- 
fanden ;  indessen  sind  vom  Verfasser  auch  in  letzterem  Falle  die 
beiden  resultirenden  Breiten  zu  einem  Werthe  zusammengezogen 
worden.  Vor  der  4.  Einstellung  von  (JUrs.  min.  blieb  derRegistrir- 
streifen  hangen  und  bei  1  Hev.  Drac.  fehlt  aus  unbekanntem 
Grunde  die  Ablesung  der  4.  Einstellung. 

Obwohl  in  den  ersten  drei  Fällen  den  Polhöhen  grösseres, 
in  den  letzten  beiden  kleineres  Gewicht  zukommt,  sind  doch  zur 
Ableitung  des  Endwerthes  sämmtliche  248  (bei  der  definitiven 
Ausgleichung  24  4)  Sternbreiten  als  gleichwertig  angesehen 
worden ,  theils  weil  einige  Pointirungen  mehr  oder  weniger  die 
absolute  Genauigkeit  der  Resultate  nur  wenig  erhöhen  oder  er- 
niedrigen können,  theils  wegen  der  geringen  Anzahl  der  ab- 
weichenden Fälle.  — 

Bei  den  Zenithpunkten  hat  der  Verfasser  kein  auffälliges 
Verhalten  entdecken  können.  — 

Die  bei  der  ScHXAUDER'schen  Reduction,  also  ohne  Rücksicht 
auf  Theilungsfehler,  erhaltenen  einzelnen  Sternbreiten  zeigten 
auffällige  Unterschiede  in  den  3  Ständen,  derart,  dass  in  Stand  I 
und  III  alle  Südsternbreiten  grösser  werden  als  alle  Nordstern- 
breiten, während  in  II  (mit  einer  Ausnahme  4885  Sept.  46)  das 
Umgekehrte  der  Fall  war. 

Herr  Schnauder  hatte  jede  einzelne  Polhöhe  in  der  Form : 
cPo  +  b  •  sin  *,  worin  q>0  den  von  Biegung  befreiten  Werth  der 
Polhöhe  und  b  die  Biegungsconstante  bedeutet,  angesetzt,  und 
für  jeden  Abend  durch  eine  einfache  Ausgleichung  ein  q>0  und 
ein  b  erhalten;  seine  34  Werthe  der  b  sind: 

Stand     I.  IL  III. 

—  4'.'25  +  2'.'89  —  4'.'29 

—  2.83  +2.24  —4.52 

—  4.83  +2.45  —4.42 

—  3.36  +  2.69  —  2.60 

—  3.77  +4.74  —2.44 

—  3.82  +2.4  4  —2.86 

—  3.99  +2.47  —2.58 
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Stand     I.  II.  III. 

—  3'/42  +  2'.'05  —  2'.'63 

—  3.89  +1.50  —2.25 

—  4.44  +1.46  —2.59 

—  3.60 

Die  Beobachtungen  desselben  Abends  wurden  mit  dem  zu- 
gehörigen b  reducirt  und  als  Endresultat  das  Mittel  aus  allen  249 
so  corrigirten  Sternbreiten  angesehen, nämlich:  rp=54°20'  5"48; 
da  der  Pfeiler  des  Südhäuschens  13?  4  südlich  vom  Parallel  des 
Sternwartencentrums  liegt,  so  würde  für  dieses  selbst  hieraus 
hervorgehen:  <D  =  54°  20'  5791.  — 

Die  beiden  vom  Verfasser  ausgeführten  Ableitungen  eines 
Endresultates  unterscheiden  sich  untereinander  nur  dadurch, 
dass  bei  der  zweiten  die  erst  nach  Beendigung  der  ersten  er- 
mittelten Ereistheilungsfehler  in  Rechnung  gezogen  wurden,  von 
der  ScHNAUDER'schen  dagegen  in  folgenden  Punkten :  mit  Rück- 
sicht auf  die  verschiedene  Anzahl  der  Sterne  (2  bis  4  3)  an  den 
verschiedenen  Abenden,  auf  die  Verschiedenheit  ihrer  Declina- 
tionen  und  auf  den  Einfluss  der  Kreistheilungsfehler  wurden  die 
Breiten  desselben  Standes  mit  Hülfe  von  Mittelwerthen  der 
Biegungsconstanten  reducirt;  ferner  galt  als  Tagesresultat  nicht 
das  Mittel  aus  den  einzelnen  Breiten,  sondern  es  wurden,  um 
nach  Möglichkeit  constante  Unterschiede  zwischen  den  Zenith- 
distanzen  von  Nord-  und  Südsternen  zu  eliminiren,  die  beiden 
Arten  von  Polhöhen  zunächst  unter  sich  gemittelt  und  dann  diese 
beiden  Mittelwerthe  wieder  zu  einem  vereinigt;  endlich  geschah 
die  Ableitung  des  Endwerthes  mit  Rücksicht  auf  die  Möglichkeit 
einer  Polhöhenschwankung. 

Die  eben  erwähnten  mittleren  Biegungsconstanten  der  ein- 
zelnen Stunde  sind  (ohne  Rücksicht  auf  Theilungsfehler) : 

I.  64  =  —  3'/46db0'.'48 

II.  64=+2.44  ±0.46 

HL  64  =  — 2.25  dt  0.43; 

bei  der  Mittelbildung  erhielt  die  Constante  eines  Abends  ein 
Gewicht  gleich  der  Anzahl  der  an  demselben  beobachteten 
Sterne. 

Wenn  die  Zenithdistanzen  z  in  der  That  durch  die  Biegung 
nach  der  Formel:  bi  sinjs  verändert  würden,  so  müsste  sich  z.  B. 
das  z  der  Mire  [z  =  94  ?5)  um  mehr  als  5"  beim  Uebergange  von 
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Stand  I  zu  II,  und  um  mehr  als  4"  beim  Uebergange  von  II  zu  III 
ändern.  Aus  den  ScHNAUDER'schen  Mirenmessungen  ist  dies  nicht 
zu  ersehen ,  da  zwischen  der  letzten  Beobachtung  in  II  und  der 
ersten  in  III  ein  Zeitraum  von  \  \  Tagen  liegt  und  für  diese  Zeit 
die  Mirenzenithdistanz  nicht  wohl  als  constant  anzusehen  ist. 

Die  Aenderung  der  Grösse  bK  von  Stand  zu  Stand  könnte 
vielleicht  ihren  Grund  haben  in  einer  Abhängigkeit  der  Biegung 
von  der  Ablesung  etwa  infolge  inhomogener  Beschaffenheit  des 
Metalis,  aus  dem  der  Kreis  besteht;  oder  es  könnten  in  ihm 
selbst  Veränderungen  dann  entstehen,  wenn  die  zum  Drehen 
des  Kreises  auf  der  Axe  nöthigen  Operationen  Verspannungen 
in  ihm  hervorbrächten;  dem  näher  zu  treten,  war  der  Haupt- 
zweck der  Controlmessungen,  die  der  Verfasser  im  Sommer  \  890 
unternahm;  ihre  Ergebnisse  seien  nachstehend  mitgetheilt. 

Vor  Beginn  dieser  Messungen  war  der  Kreis  auf  kurze  Zeit 
abgenommen  worden,  um,  wie  das  ganze  Instrument,  gereinigt 
zu  werden ;  sonstige  Aenderungen  fanden  nicht  statt. 

Die  Controlmessungen  bestanden  aus  Mireneinstellungen  vor 
und  nach  der  Vornahme  gewisser  Manipulationen  am  Kreise; 
um  etwaige  elastische  Nachwirkungen  sich  ausgleichen  zu  lassen, 
wurden  die  nachfolgenden  Messungen  immer  erst  am  nächsten 
Tage  vorgenommen;  dabei  wurde  die  Annahme  gemacht,  dass 
die  Marke  für  diese  Zwischenzeit  genügende  Stabilität  besitze,  um 
die  erwarteten  Zenithdistanzdifferenzen  von  4"  oder  5"  zeigen 
zu  können.   Die  Messungen  geschahen  nach  dem  Schema : 

Marke  von  unten  auf  den  unteren  Horizontalfaden, 
»        »        »        »     »     oberen  » 

»        »     oben     i     »  i  » 

»        »        »        »     »    unteren  » 

dies  wurde  dann  in  der  anderen  Kreislage,  und  hierauf  die  ganze 
Beobachtung  bei  anderem  Kreislagenwechsel  wiederholt;  vor  und 
nach  jeder  Mikroskopablesung  wurde  die  Stellung  der  Niveau- 
blase notirt. 

Die  resultirenden  z  sind  die  folgenden,  wenn  man  noch 
unter  zmn  versteht,  dass  z  im  Sinne  m  (Marke  von  oben  oder  von 
unten)  am  Faden  n  (1  oder  2;  bei  Fernrohr  rechts  ist  \  unten) 
gemessen  wurde : 
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4  890 

*m 

ZU2 

302 

zoi 

Mittel 

August    8 

94°  30' 35740 

36709 

3774  0 

37744 

36742 

46 

37.33 

37.03 

37.86 

37.37 

37.40 

Sept.    7 

36.46 

36.73 

38.46 

38.4  9 

37.46 

40 

36.36 

36.62 

37.65 

37.73 

37.09 

44 

36.44 

36.97 

38.08 

37.55 

37.25 

42 

36.83 

37.26 

38.74 

38.42 

37.99 

Hierbei  waren  die  6  Schrauben  des  Kreises  in  gleicher  Weise 
massig  angezogen ;  nach  der  letzten  Messung  nun  wurden  3  be- 
nachbarte fest  angezogen  und  dann  folgende  z  gemessen : 


*ttl                      1            XUi 

*<* 

%o\ 

Mittel 

Sept.  43 
45 

94°  30' 36774 
36.47 

37727 
37.73 

37780 
37.63 

37754 
37.57 

37733 
37.35 

Danach  wurden  sämmtliche  Schrauben  gelockert,  der  Kreis 
nach  einigem  Hin-  und  Herdrehen  wieder  auf  denselben  Zenith- 
punkt  gebracht  (Stand  I)  und  alle  Schrauben  gleichmassig  an- 
gezogen: 


*M1 

ZU2 

*<* 

XOi 

Mittel 

Sept.  46 
47 
48 

94°  30' 37745 
37.35 
36.88 

37753 

37.72 
36.72 

38780 
38.46 
38.52 

38755 
38.67 
38.49 

38708 
38.05 
37.58 

Endlich  wurde  noch  der  Zenithpunkt  um  420°  geändert 
(Stand  II): 


*Ul 


►tt* 


►oi 


*o\ 


Mittel 


Sept.  49 
20 


94°  30' 36798 
37.47 


36755 
37.57 


38726 
38.08 


37782 
38.25 


37740 
37.77 


Aus  allen  diesen  Zahlen  geht  zunächst  eine  bemerkens- 
werthe  Constanz  der  Mirenzenithdistanz  während  der  ganzen 
Zeit  hervor;  dass  die  gesuchten  Veränderungen  durch  reelle 
entsprechende  Aenderungen  in  der  Hohe  der  Mire  über  dem 
Boden,  wie  allerdings  denkbar  ist,  compensirt  worden  sein  soll- 
ten, ist  unwahrscheinlich;  die  Messungen  sind  bei  Tageslicht  an- 
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gestellt  worden,  theils  Vor-,  theils  Nachmittags,  theils  bei  Sonnen- 
schein, theils  bei  bedecktem  Himmel;  in  Bezug  hierauf  verrathen 
sie  keine  Abhängigkeit;  jedenfalls  verrathen  sich  keine  Schwan- 
kungen, wie  sie  nach  den  3  Constanten  b{  zu  erwarten  waren. 
Aus  den  Messungen  von  Sept.  17  und  18  würde  folgen:  zi  = 
91°  30'  37781  ,  aus  Sept.  -19  und  20:  zn=  91°  30f  37758,  wäh- 
rend den  ersten  beiden  Standbiegungen  gemäss  ein  um  mehr 
als  5"  kleineres  zu  folgen  müsste. 

Gerade  die  beiden  ersten  Constanten  64  sind  durch  die  Be- 
rücksichtigung der  systematischen  Theilungsfehler  wesentlich 
verändert  worden;  man  findet  auf  demselben  Wege  wie  früher: 

Stand  I.  6,  =  -  1727  ±0717 
II.  &*  =  +  0.03  ±  0.15 
III.  6,  =  —  2.36  ±0.1 2. 

Ein  Unterschied  zwischen  den  Mirenzenithdistanzen  in 
Stand  I  und  II  ist  auch  hiernach  noch  vorhanden ,  es  würde 
sein  müssen:  zi  —  zn=  +  1730  ±  0723 ,  während  oben  folgte: 
zi  —  zn  =  +  0723,  oder  bei  Mitnahme  von  Sept.  16,=  +  0732. 
Diese  Differenz  ist  mit  einer  grösseren  Ungenauigkeit  behaftet, 
als  die  Rechnung  ergiebt,  und  zwar  aus  dem  Grunde,  weil  die 
dazu  verwendeten  Messungssätze  in  Zwischenzeiten  von  1 2  bis 
24  Stunden  aufeinander  folgen. 

Durch  diese  Verminderung  des  Biegungsunterschiedes  zwi- 
schen Stand  I  und  II  ist  die  Bedeutung  der  Controlmessungen  in 
Bezug  auf  die  Biegung  verringert  worden;  es  hat  aber,  besonders 
beim  Ueberblicken  der  Messungen  zwischen  Sept.  5  und  20  den 
Anschein,  als  ob  das  Instrument  trotz  jener  Veränderungen  am 
Kreise,  auch  bei  Standwechsel  dieselbe  Zenithdistanz  liefere.  — 

Eben  diese  Verminderung  des  Biegungsunterschiedes  führt 
zu  dem  Versuche,  durch  passend  gewählte  Cottfficienten  a  und  b 
einer  Formel:  a  •  sin  2u  +  b  •  cos  2m  für  Kreistheilungsfehler  die 
Biegungsunterschiede  zwischen  den  3  Ständen  zum  Verschwin- 
den zu  bringen.  Setzt  man  die  gemeinsame  Biegung  dann  in  der 
Form:  a  •  sin  z  an,  so  würde  man  als  Correction  einer  Ablesung 
haben :  a  •  sin  z  +  a  •  sin  2  u  +  b  •  cos  2  u  und  als  Correction 
einer  Zenithdistanz: 

dz  =  a  •  sin  z  +  {a  •  cos  (u0  +  uw)  —  b  •  sin  (u0  +  uw)}  •  sin 2z, 

wenn  u0  und  uw  die  Ablesungen  für  Kreis  Ost  und  Kreis  West 
bezeichnen.   Im  vorliegenden  Falle  giebt  es  bei  gleichem  z  drei 
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beobachtete  dz,  die  zur  Berechnung  von  a,  a  und  b  eben  hin- 
reichen; die  Coöfficientendeterminante  des  Systems  hat  den 
Werth:  —  3  •  sin  z  •  sin*  2*  •  sin  60°;  daraus  ergiebt  sich,  dass 
Beobachtungen  von  Zenithdistanzen ,  die  ganzzahlige  Vielfache 
von  90°  sind,  keine  Werthe  für  die  Unbekannten  liefern  können, 
wie  umgekehrt  aus  dem  Ausdrucke  für  dz  folgt,  dass,  wenn 
keine  anderen  Ursachen  hinzukommen,  die  Mirenzenithdistanz 
(3  =====  94?5)  bei  einem  Stand  Wechsel  nahezu  unverändert  bleiben 
muss.  Demnach  sind  die  3  Bicgungsconstanten  bK  selbst  zur  Be- 
stimmung von  a,  a  und  b  nicht  verwendbar,  sondern  es  muss 
auf  Sternbeobachtungen  zurückgegangen  werden ;  eine  einfache 
Rechnung  für  einen  Stern  mittlerer  Zenithdistanz  lehrt,  dass: 
a  =  —  4720,  a  ==  —  4744 ,  b  =  +  4764  sein  würde,  so  dass 
die  Correction  einer  Ablesung  wäre : 

du  =  —  4720  -sin  z  —  4744  •  sin  %u  +  4764  ■  cos  2  u. 

Eine  Aehnlichkeit  der  von  u  abhängigen  Glieder  mit  denen 
der  mit  Hülfe  der  Kreistheilungsmaschine  gefundenen  Inter- 
polationsformel für  Durchmessercorrection : 

—  47425  •  sin  2  u  +  07707  .  cos  2  m 

ist  nicht  zu  verkennen ;  nimmt  man  dazu  noch  den  Umstand, 
dass  die  Controlmessungen  nur  einen  geringen  Unterschied 
zwischen  dem  zi  und  zu  der  Mire  aufgewiesen  hatten,  und 
bedenkt,  dass  jene  Theilungsfehleruntersuchung  des  Vertical- 
kreises  5  Jahre  nach  Schluss  der  SciwAUDER'schen  Reihe  geschah 
und  zwar  in  horizontaler  Lage  desselben,  dass  endlich  von  an- 
derer Seite  ein  Entstehen  vonTheilungsfehlern  bei  vorher  fehler- 
freien Kreisen  beobachtet  worden  ist,  so  ist  die  Möglichkeit  nicht 
ausgeschlossen,  dass  die  Standunterschiede  der  SciiNAUDER'schen 
Polhöhen  lediglich  durch  solche  Theilungs fehler  entstanden  sind. 
Von  einer  Durchführung  dieser  Hypothese  ist  aber  abgesehen 
worden,  da  die  Controlbeobachtungen  des  Jahres  4890  nicht 
hinreichen,  die  Unabhängigkeit  der  Mirenzenithdistanz  vom  Stand- 
wechsel zu  beweisen.  Wollte  man  aus  Zenithdistanzmessungen 
systematische  Ereistheilungsfehler  bestimmen,  so  wäre  es,  jener 
Cogfficientendeterminante  nach,  vorteilhaft,  noch  eine  Mire  etwa 
in  45°  Zenithdistanz  zu  beobachten. 

Die  Reduction  einiger,  stark  abweichender,  Abendresultate 
nach  der  obigen  Formel  du  zeigte,  dass  dieselben  sich  nur  um 
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wenige  Hundertel  Bogensecunden  änderten,  wie  zu  erwarten 
war. 

Die  ScHNAUDBR'schen  Polhöhen  sind  demgemäss  mit  den 
Standbiegungen  6,  reducirt  worden,  wie  sie  nach  Anbringung 
der  früher  angegebenen  Theilungs fehler  übrig  bleiben;  die  dazu 
nöthigen  Zenithdistanzen,  sowie  die  corrigirten  Polhöhen  findet 
man  in  der  5.  und  6.  Columne  der  Tafel  auf  Seite  254.  — 

Die  Gontrolmessungen  haben,  wenn  auch  nicht  in  der  ein- 
geschlagenen, so  doch  in  anderer  Richtung  eiü  positives  Resultat 
gegeben;  bildet  man  tageweise  die  Beträge: 

{  [*Ui  +  zut)  ~  i  iZOi  +  *o%\  =  *(u-o) ) 

so  findet  man: 


z(u-o) 

—  r/66 

—  0.43 

*(u—o) 

Aug.    8 
16 

Sept.  15 
16 

—  0750 

—  1.18 

Sept.    7 
10 

—  1.73 

—  1.20 

17 

18 

—  1.09 

—  1.55 

11 

—  1.12 

19 

—  1.28 

12 

—  1.39 

20 

—  0.79 

13 

—  0.68 

Bisher  wurde  stets  zuerst  bei  Kreis  rechts,  dann  bei  Kreis 
links  beobachtet  und  die  Mire  zuerst  von  unten,  dann  von  oben 
auf  die  Fäden  geschraubt.  Ein  Wechsel  in  der  Kreislagenfolge 
brachte  keine  Aenderung : 


!           *«i 

*!<! 

*« 

*« 

Mittel 

Oct.  1 7 

[F.  r/1 

91°  30' 35784 

35779 

3678f]  37732  [^6745 

|  F.l/r  |               36.51  |  35.49  |  37.59  |  37.42  |  36.75 
wohl  aber  ein  Wechsel  in  der  Drehsinnfolge  der  Höhenschraube: 

ii 
i 

SOi 

*0l                    SU\          '         *tt* 

Mittel 

Oct.  21 

j  F.  r/1 

91°  30' 35741 

35757 

34756 

34712 

34791 

F.l/r 


35.10  |  34.97  |  33.90  |  33.37  |  34.33 


Die  2/tt_0)  dieser  beiden  Tage  sind: 


Die  Polhöhe  der  Leipziger  Sternwarte.  269 


*(w-o) 


Oct.  1 7 
21 


—  r/28 

—  1.50 

—  1.15 

—  1.40 


Hiernach  lieferte  das  Wanschaff'sc1i6  Instrument  eine  im 
Mittel  um  1717  grössere  Zenithdi stanz,  falls  die  letzte  Drehung 
der  Höhenschraube  derart  geschah,  dass  die  Faden  von  oben  her 
(im  Fernrohr  gesehen)  mit  dem  Object  zur  Deckung  gebracht 
wurden,  als  bei  dem  entgegengesetzten  Drehsinne.  Wahrschein- 
lich gilt  dies  auch  von  Sternbeobachtungen;  Herr  Schnauder  hat 
nach  seiner  Erinnerung  den  dem  Ocular  zugewandten  Schrauben- 
kopf stets  so  bewegt,  dass  die  letzte  Drehung  im  Uhrzeigersinne 
geschah;  dadurch  würden  seine  Zenithdistanzen  von  Nord-  und 
Südsternen  in  gleicher  Weise  gefälscht  sein ;  bei  seiner  Breiten- 
bestimmung ist  nur  in  einem  Ausnahmefall  eine  Controle  möglich: 
während  er  sonst  immer,  auch  an  der  Marke,  nur  zm  und  zu% 
gemessen  hat,  finden  sich  1885  April  16  bei  a  Urs.  min.  alle 
4  Zenithdistanzen  zmn  vor: 

*„,  =  38°  39'  58702 


zu\  === 

57.92 

Z0i  = 

59.70 

%0\  = 

58.71 

man  erhält  daraus  im  Mittel,  nahe  übereinstimmend  mit  dem 
obigen: 

*(„-<>)  =  — 1''23 ; 

dieser  Umstand  begründet  mit  das  oben  eingeschlagene  Ver- 
fahren zur  Bildung  von  Abendmitteln  aus  den  beobachteten 
Polhöhen.  — 

Neben  dieser  Erscheinung  seien  noch  einige  andere  erwähnt, 
die  den  Verdacht  aufkommen  liessen,  dass  die  Befestigung  ge- 
wisser Theile  des  Instrumentes  untereinander  nicht  vollständig 
einwurfsfrei  gewesen  sein  müsse;  so  geschah  die  Bewegung  des 
Mirenbildes  nicht  ausschliesslich  in  verticalem  Sinne,  wenn  man 
begann,  die  Höhenschraube  zu  drehen;  es  war  vielmehr  auch 
eine  horizontale  Gomponente  im  Betrage  von  etwa  2"  vorhanden. 
Um  denselben  Winkel  oscillirte  das  Bild,  wenn  man  die  Fein- 
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schraube  des  auf  der  Axe  reitenden  Mikroskopträgers  hin  und 
her  drehte;  weiter  kann  man  nachweisen,  dass  der  Drehsinn 
der  Höhenschraube  Einfluss  hatte  auf  die  Neigung  der  Mikro- 
skopenebene: ging  man  bei  demselben  Sinne  von  einem  Faden 
zum  anderen  über,  so  blieb  die  Neigung  unverändert;  kehrte 
man  aber  den  Drehsinn  um,  so  zeigten  sich  Differenzen,  und 
zwar  liefern  die  Messungen  des  Jahres  1 890  folgende  Neigungs- 
unterschiede im  Sinne:  »von  unten«  minus  »von  oben«: 


F.  r. 


F.  1. 


+  1.77 

—  1.29 

+  1.51 

—  0.46 

+  1.74 

—  0.83 

+  1.37 

—  0.77 

+  1.71 

—  0.71 

+  1.55 

—  0.84 

+  1.57 

—  0.52 

+  1.23 

—  0.69 

+  1.58 

—  0.54 

+  1.07 

—  0.85 

+  1.40 

—  0.81 

+  1.51 

—  0.98 

+  1.36 

—  0.89 

+  1.14 

—  1.17 

+  1.56 

—  1.34 

+  1.41 

—  1.11 

+  2.15 

—  1.00 

Endlich  ist  noch  bemerkenswerth  das  Verhalten  der  Vor- 
zeichen der  Reste,  die  man  erhält,  wenn  man  mit  Hülfe  eines 
mittleren  Zenithpunktes  und  der  bekannten  Fadendistanz  rück- 
wärts einzelne  Beobachtungssätze  darstellt ;  den  Vorzeichen  und 
Grössen  nach  fällt  sowohl  bei  den  Schnal  der' sehen  Messungen 
als  bei  denen  des  Verfassers  eine  gewisse  Gruppirung  auf,  die 
nicht  regelmässig  wiederkehrt  und  in  nicht  ganz  durchsichtiger 
Weise  mit  der  Neigung  zusammenzuhängen  scheint;  der  mittlere 
Betrag  dieser  Reste  ist  etwa  1". 

Im  Zusammenhang  hiermit  seien,  bevor  in  der  Reduction 
der  Beobachtung  weitergegangen  wird,  noch  einige  Unter- 
suchungen über  die  Genauigkeit  der  ScHNAUDER'schen  Beobach- 
tungen mitgetheiit. 
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Um  Aufschluss  über  die  Genauigkeit  einer  Einstellung  zu 
bekommen,  wurde  unter  Benutzung  aller  vorhandenen  Beobach- 
tungen an  der  Mire  und  an  Sternen  die  Distanz  der  Horizontal- 
fäden ermittelt.  Da  die  Einstellung  auf  die  beiden  Fäden  in 
gleichem  Sinne  geschah,  so  c^irfte  man  erwarten,  dass  hierbei 
der  Einfluss  der  oben  angeführten,  vermutheten  Schlotterungen 
ein  verschwindender  sei ;  zu  befürchten  war  noch  die  Ungenauig- 
keit  des  Pointirens  auf  das  Object,  des  Ablesens  der  Mikroskope 
und  des  Niveaus,  eventuell  auch  der  Strichfehler  der  Kreis- 
theilung. 

Die  beiden  Horizontalfäden  selbst  sind,  wie  schon  im  An- 
fange dieses  Abschnittes  erwähnt  wurde,  nicht  gleich  stark  (bei 
vorangehendem  Fernrohr  ist  der  stärkere  Faden  unten) ;  ein  et- 
waiger Auffassungsunterschied  ist  für  die  ScHNAUDER'schen  Breiten- 
bestimmungen selbst  ohne  Bedeutung,  da  jeder  Stern  in  beiden 
Kreislagen,  und  eine  nahezu  gleich  grosse  Zahl  von  Sternen  in 
jeder  der  beiden  Kreislagenfolgen  beobachtet  worden  ist.  Ebenso 
fällt  auch  aus  den  Bestimmungen  der  Fadendistanz,  die  Herr 
Schnauder  \  885  April  45/46  ausgeführt  hat,  der  Einfluss  eines 
solchen  Fehlers  heraus,  da  am  ersten  Tage,  bei  unbeweglichem 
Instrumente,  Durchgänge  von  a  Urs.  min.  während  der  west- 
lichen Digression  in  der  einen,  am  zweiten  in  der  anderen  Kreis- 
lage registrirt  wurden.  Zusammengestellt  mit  sämmtlichen,  auf 
ein  unendlich  fernes  Object  reducirten  Mirenmessungen,  ist  das 
Resultat  dieser  Durchgangsbeobachtungen  das  folgende : 


«  Urs.  min.  Digr. 
Mire 


4  885  April  15/16 

1885  Sept.  80  —  Nov.  89 

1886  Febr.  3  —  April  12 


45"41  ±0'.'14 

44 

45.73  ±  0.08 

90 

46.12  =h  0.06 

104 

±  0'.'89 
±0.74 
±0.66 


Mire  |   1890  Aug.  Sept.  Oct.         |   46.31  ±  0.0»  j     68  |  ±0.65 

dabei  enthält  die  3.  Reihe  die  nach  Zeit  geordneten  Mittelwerthe 
für  die  Fadendistanz  nebst  deren  mittlerem  Fehler,  die  4.  die 
Anzahl  der  Messungen,  die  5.  den  mittleren  Fehler  einer  einzelnen 
Distanzmessung. 

Die  aus  den  Sternbeobachtungen  hervorgehenden  Faden- 
distanzen ergeben,  getrennt  je  nachdem  die  Sterne  südlich  oder 
nördlich  vom  Zenith  lagen  und  geordnet  nach  dem  jeweiligen 
Kreisstande: 
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Stand 


4  885  Apr.  46  —  Juni  4  9 
a  Urs.  min.  Juni  28 
4  885  Juni  24  —  Sept  4  6 
4  885  Oc  t.4  4  —  4886  Apr.« 


1 

II 

II 

111 


Süd 


Nord 


45"94±0'.'48 


45.93 
46.20 


0.4  7 
0.* 


77 

68 
72 


±  4'.'56 

±4.37 
±4.49 


46'.'77±0'.'45 
46.81  zt  0.18 
46.74  ±0.4  4 
46.94  ±0.42 


76 
46 
67 
78 


±4':32 
±0.70 
±0.90 
±4.03 


Die  Bedeutung  der  Zahlen  der  3.,  4.  und  5.,  resp.  6.,  7.  und 
8.  Reihe  ist  dieselbe  wie  oben. 

Diese  Zahlen  verdienen,  abgesehen  von  der  aus  der  Be- 
wegung des  Objectes  folgenden  grösseren  Unsicherheit,  wegen 
des  grossen  sonderbaren  Unterschiedes,  der  sich  zwischen  Nord- 
und  Südsternen  zeigt,  weniger  Vertrauen;  nach  der  vorher- 
gehenden Tabelle  verhalten  sich  dabei  die  Nordsterne  abweichend. 
Die  Versuche,  durch  Anordnung  der  Distanzen  nach  deren  Grösse 
eine  Beziehung  zu  Declination  oder  Zenithdistanz,  Grösse,  Stunden- 
winkel der  Sterne  oder  nach  Kreislagenwechsel  u.  s.  w.  und  da- 
mit eine  Begründung  der  Verschiedenheit  beider  Mittelwerthe 
zu  finden,  blieben  ohne  Erfolg. 

Mit  Sicherheit  scheint  aber  aus  der  ersten  Tafel  hervorzu- 
gehen, dass  die  Fadendistanz  veränderlich  gewesen  ist  und  be- 
stätigt wird  dieser  Verdacht  durch  das  Verhalten  der  aus  den 
beiden  Kreislagen  sich  ergebenden  Werthe;  man  erhält  nämlich 
aus  den  ScHNAUDBR'schen  Beobachtungen  folgende  Fadendistanz- 
differenzen im  Sinne:  Fernrohr  folgend  minus  Fernrohr  voran: 


Stand 

Süd  Sterne 

Nordsterne 

I 

II 

II 

III 

+  0'/15    ±0'/24 

+  0.30    ±0.24 
+  0.40    ±0.24 

+  0173    ±0!'20 
+  0.73    ±0.20 
+  0.45    ±0.20 
+  0.49    ±0.20 

Mire  (Stand  III). 

1885  +  0'/21 

1886  +0.36 


O'.'l 5 
0.15 


dagegen  folgt  für  dieselbe  Differenz  im  Jahre  4  890:  —  0728  ±  071 1 ; 
dies  schliesst  aber  die  Möglichkeit  einer  Verschiedenheit  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  während  der  Zeit  der  älteren  Beobach- 
tungen nicht  aus. 
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Auch  hier  zeigen  die  Nordsterne  ein  abweichendes  Ver- 
halten. 

Dem  Einflüsse  der  Durchbiegang  eines  nicht  straffen  Hori- 
zontalfadens Rechnung  tragen  zu  wollen,  erscheint  zwecklos, 
wenn  man  die  Möglichkeit  eines  Gleitens  oder  Haftens  an  einem 
der  Verticalfäden  berücksichtigt.  — 

Diese  mehrfachen  zu  Tage  getretenen  Fehlerquellen  können, 
bei  der  Umfänglichkeit  und  der  Symmetrie  in  der  Anlage  der 
Beobachtungen,  indessen  kaum  eine  systematische  Fälschung  des 
Endresultates  der  Breitenbestimmung  bewirken;  ihre  hauptsäch- 
liche Wirkung  ist  die  einer  Vergrösserung  der  mittleren  Fehler 
und  diese  erreichen  trotz  alledem  keine  grösseren  Beträge  als 
bei  anderen,  analogen  Reihen.  Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  diese 
Fehler  Ursache  zur  Unterlassung  einer  Untersuchung  der  Schnau- 
MR'schen  Beobachtungen  in  Bezug  auf  Verschiedenheit  der  Auf- 
fassung von  Durchgängen  steigender  oder  fallender  Sterne  waren ; 
eine  derartige  persönliche  Gleichung  könnte  hier  schon  durch 
irgend  einen  Rhythmus  in  der  Aufeinanderfolge  der  Beobachtungs- 
operationen hervorgebracht  werden. 

Den  beiden  letzten  Tabellen  gemäss  ergiebt  sich  die  mittlere 
Ungenauigkeit  einer  Einstellung  auf  die  Mire  zu  0753,  auf  Pol- 
sterne zu  0770,  auf  Südsterne  zu  0796,  also  auf  Sterne,  bei  denen 
der  Fehler  wegen  persönlicher  Auffassung  der  Fadendurchgänge 
hinzukommt,  überhaupt  zu  0783.  Danach  wäre  bei  einer  ein- 
zelnen Sternbreite,  die  ja  mit  wenigen  Ausnahmen  auf  4  Ein- 
stellungen beruht,  ein  Fehler  von  074  bis  075  zu  erwarten  und 
dies  lässt  sich  leicht  verificiren,  da  Herr  Scrnauder  bei  der  Be- 
rechnung der  einzelnen  Sternbreiten  für  jeden  der  beiden  Fäden 
je  eine  Breite  abgeleitet  hat;  man  erhält  nun  aus  den  3  Kreis- 
ständen als  mittlere  Unsicherheit  einer  Breite  aus  je  einer  Ein- 
stellung in  den  beiden  Kreislagen: 

4)  aus  Südsternen:  ±  0744,  aus  Nordsternen:  ±  0742. 

Bildet  man  für  alle  Sterne,  die  mindestens  7mal  beobachtet 
worden  sind,  erst  die  Abweichungen  vom  jedesmaligen  Abend- 
mittel, dann  wieder  die  Differenzen  dieser  Abweichungen  gegen 
ihr  Mittel  und  zwar  getrennt  für  jeden  Stern,  so  findet  man  als 
mittleren  Fehler  einer  Bestimmung: 

2)  aus  9  Südsternen:  ±  0764,  aus  6  Nordsternen  ±  0759. 

Dieselben  Grössen,  nach  Herrn  Schnauder  s  Reduction  ver- 
mittels abendlicher  Biegungsconstanten  gebildet,  sind  kleiner; 


I 

±  o:f8o 

±  0774 

II 

±0.62 

±0.80 

III 

±0.62 

±0.58 
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indessen  schienen  die  früher  angegebenen  Gegengründe  doch 
zu  überwiegen. 

Endlich  folgt  aus  den  Abweichungen  sämmtlicher  Stern- 
breiten  vom  jedesmaligen  Abendmittel: 

N.  S. 

I  ± 

i 

Die  Differenz  der  Fehler  3)  gegen  2)  wird  mit  hervorgebracht 
durch  das  Hinzutreten  systematischer  Abweichungen  einzelner 
Sterne;  solche  Abweichungen  waren  erhalten  worden  bei  Ab- 
leitung der  mittleren  Fehler  2);  die  sichersten  unter  ihnen  über- 
schreiten eben  075  und  es  sind  fast  gleichviel  positive  wie  nega- 
tive vorhanden;  ihre  Mittheilung  ist  mit  Rücksicht  auf  ihre 
Ungenauigkeit  unterblieben,  ebenso  wie  diejenige  einer  geringen 
Abhängigkeit  derselben  Art  von  Abweichungen  vom  Stunden- 
winkel ,  wie  sie  sich  bei  den  beiden  am  häußgsten  beobachteten 
Nordsternen  a  Urs.  min.  und  Groombridge  750  zeigt. 

Einen  wesentlichen  Widerspruch  dürften  die  eben  ange- 
führten Fehlerarten  nicht  enthalten.  — 

In  der  Reduction  der  Breitenbeobachtungen  war  bei  der 
Ermittelung  von  Abendwerthen  abgebrochen  worden;  vergleicht 
man  die  Beobachtungen  derselben  Sterne  an  zeitlich  einander 
naheliegenden  Abenden,  so  sind,  wenigstens  in  den  vom  Ver- 
fasser untersuchten  Fällen,  keine  auffälligen  systematischen 
Abweichungen  mit  Sicherheit  zu  erkennen.  Eine  Ausnahme 
hiervon  bilden  die  Beobachtungen  vom  1 6.  April  \  885 ;  an  die- 
sem Tage  begannen  die  Beobachtungen  am  WANSCHAFF'schen 
Universalinstrument  und  da  Herr  Schnauder  sie  ausdrücklich  als 
Vorbereitungsbeobachtungen  bezeichnet  hat,  sind  sie  bei  Ab- 
leitung des  Endresultates  unterdrückt  worden. 

Eine  graphische  Darstellung  der  Abendmittel,  bei  welcher 
diese  zuOrdinaten,  die  Epochen  znAbscissen  genommen  wurden, 
verrieth  jedoch  eine  Abhängigkeit  von  der  Jahreszeit  in  gleichem 
Sinne  und  Betrage  wie  bei  den  in  den  Jahren  1 889/90  zur  Be- 
stimmung von  Polhöhenschwankungen  in  Potsdam,  Berlin  und 
Prag  angestellten  Beobachtungen  nach  der  Methode  von  Horrebow- 
Talcott. 

Die  mittlere  Unsicherheit  eines  Abendresultates,  berechnet 
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nach  den  oben  mitgetheilten  Werthen  der  Unsicherheit  eitler 
Sternbreite,  ist  etwa:  ±  073,  wenn  man  bedenkt,  dass  im  Mittel 
7  Sterne  an  einem  Abende  beobachtet  wurden ;  da  die  Anzahl 
der  Beobachtungstage  30  betrug  und  diese  sich  nahezu,  wenn 
auch  nicht  mit  Wünschenswerther  Gleichmässigkeit,  über  4  Jahr 
vertheilten,  so  wurde  der  Versuch  gemacht,  durch  eine  Aus- 
gleichung die  Grösse  einer  vorausgesetzten  Polhöhenschwankung, 
sowie  die  Zeiten  des  Maximums  und  des  Minimums  derselben 
zu  ermitteln. 

Jedes  Tagesresultat  wurde  angesetzt  in  der  Form: 

q)  =  y0  +  a  •  sin  Q  +  6  •  cos  Q ,    '. 

worin  q>0  den  gesuchten  Mittel werth  der  Polhöhe,  a  und  b  zu 
ermittelnde  Constanten  und  0  die  Sonnenlänge  für  die  Mitte 
der  Epoche  bedeuten ;  jede  Gleichung  erhielt  ein  Gewicht  gleich 
der  Anzahl  der  an  dem  zugehörigen  Tage  beobachteten  Sterne, 
oder,  was  bis  auf  irrelevante  Unterschiede  zu  denselben  Gewichten 
führt,  gleich  der  Anzahl  der  Paare,  die  sich  aus  den  abwechselnd 
beobachteten  Nord-  und  Südsternen  bilden  Hessen. 

Bei  Anwendung  obiger  Formel  wird  allerdings  vollkommene 
Periodicität  der  Schwankung  gefordert,  während  eine  solche 
nach  den  Messungen  des  Herrn  Professor  Küstner  aus  den  Jahren 
4  884/85  allein  schon  nicht  vorhanden  zu  sein  braucht ;  diese 
einfache  Formel  erschien  jedoch  jener  graphischen  Darstellung 
nach  ausreichend  und  verträglich  mit  der  Ungenauigkeit  der 
Beobachtung. 

Die  Bedingungsgleichungen  sind  in  Columne  2  der  folgenden 
Tabelle  nebst  Datum  (Columne  4)  und  Gewichten  (Columne  5) 
enthalten : 


1885 

April  4  9 
Mai  49 
23 
24 
28 
29 

Juni  3 

5 

46 

49 


9>o  + 


9.6976 
9.9328 
9.9496 
9.9530 
9.9664 
9.9689 
9.984  6 
9.9855 
9.9988 
9.9999 


a  + 
a  + 
a  + 
a  + 
a  + 
a  -j- 
a  + 
a  + 
a  + 
a  + 


9.9380 
9.7425 
9.6583 
9.6447 
9.5804 
9.5628 
9.4550 
9.4044 
8.8664 
8.3643 


b 
b 
b 
b 
b 
b 
b 
b 
b 
b 


4797 

7 

6.07 

2 

5.74 

9 

5.56 

9 

5.69 

40 

5.69 

4 

5.90 

6 

5.84 

43 

5.48 

4 

6.37 

9 

+  o:'5o 

—  0.47 

—  0.4  4 
+  0.06 

—  0.06 

—  0.06 

—  0.25 

—  0.48 
+  0.49 

—  0.69 
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Aug. 


Sept. 


4885 

Juni  34 

Juli    7 

19 

21 

4 

5 

16 

2 

5 

16 

Oct.  1 4 

Nov.  46 

47 

48 

19 

20 

1886 

März  25 

30 

April    1 

2 


7*0  + 

</>o  + 

'/>0  + 

'/>•  + 

9>o  + 

</>0  + 
<p%  — 

«Po  — 

9>o  — 


9.9992 
9.9833 
9.9490 
9.9408 
9.8676 
9.8601 
9.7676 
9.5249 
9.4563 
9.0156 
9.5650 
9.9110 
9.9162 
9.9215 
9.9263 
9.9310 


a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 


8.7794 
9.4346 
9.6605 
9.6890 
9.8297 
9.8383 
9.9088 
9.9742 
9.9815 
9.9976 
9.9685 
9.7632 
9.7526 
9.7409 
9.7294 
9.7175 


b 
b 
b 
b 
b 
b 
b 
b 
b 
b 
b 
b 
b 
b 
b 
b 


<p0  +  8.9489  •  a  +  9.9983  ■  b 
r/)0  +  9.2454  .  a  +  9.9932  •  b 
(p0  +  9.3197  .  a  +  9.9903  .  b 
y0  +  9.3532-  a  +  9.9887-6 


■ 

5l'81 

9 

5.59 

6 

5.21 

5 

4.97 

4 

5.61 

6 

5.51 

8 

5.50 

5 

5.68 

10 

5.58 

8 

5.14 

7 

5.36 

4 

5.52 

6 

5.13 

6 

5.26 

10 

5.10 

8 

5.70 

3 

5.12 

4 

5.06 

8 

5.60 

12 

5.23 

12 

—  071 3 
+  0.10 
+  0.47 
+  0.72 
+  0.05 
+  0.15 
+  0.12 

—  0.12 

—  0.04 
+  0.36 

—  0.01 

—  0.33 
+  0.06 

—  0.08 
+  0.08 

—  0.52 


+  0.22 
+  0.30 
—  0.23 
+  0.15 


Die  Coefficienten  von  a  und  b  sind  logarithmisch  angesetzt 
worden. 

Nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ergeben  sich  fol- 
gende Normalgleichungen : 

• 

+  214.000- y0+  85.779-0—  4.810  .  b  =  —  1178773 
+  85.779  <p0  +  1 17.658- a  + 23.433  6=  —  495.09 
—      4.810.y0+    23.433  -  a  +  95.323  .  b  =  +      26.47 

und  aus  ihnen  folgt : 

<p  =  51°  20'  57338  +  07295  •  sin  0  —  0'.'077  .  cos  Q 


±  0.065  ±  0.090 


±  0.083 


oder,  wenn  man   die   beiden   trigonometrischen   Glieder  zu- 
sammenzieht : 

y  =  51°  20'  5'.'388  +  07305  .  sin  (Q  —  *  4?7) . 

Darnach  fand  ein  Maximum  statt:  1885  Anfang  Juli:  cp  = 
51°  20'  5769,  ein  Minimum  1885  Ende  Dec:  <p  =  51°  20'  5708. 
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Bei  Mitnahme  von  4885  April  46  würde  man  erhalten 
haben: 

q>  =  54°  20'  57360  +  0'/338  .  sin  (0  —  2393) 
Maximum  Mitte  Juli  4  885 :  <p  =  54°  20'  5770, 

Minimum  Anfang  Januar  4886:  g>  =  54°  20'  5702, 

und  mit  Ausschluss  dieses  Tages  und  ohne  Rücksicht  auf  die 
Theilungsfehler: 

<p  =  54°  20'  57389  +  07309  •  sin  (0  —  4596), 

also  fast  genau  das  obige  Resultat. 

Die  Quadratsumme  der  übrigbleibenden  Fehler  geht  bei 
der  Reduction  der  Tagesresultate  mittels  obiger  Formel  von  3733 
auf  2785,  (ohne  Theilungsfehler  von  3757  auf  2787);  der  mittlere 
Fehler  einer  Messung  mit  dem  Gewichte  4  ergiebt  sich  zu:  ±  0778 
und  befindet  sich  in  naher  Uebereinstimmung  mit  dem  früher 
dafür  abgeleiteten  Werthe  (vergleiche  Seite  273) .  Die  übrig 
bleibenden  Fehler  selbst  findet  man  in  der  4.  Reihe  der  letzten 
Tafel.  Mittelt  man  dieselben  standweise,  so  erhält  man  die  in 
Golumne  2  der  nachstehenden  Tabelle  enthaltenen  kleinen  und 
unsicheren  Werthe: 


Stand 

nach 

Anbringung  dei 

1        ** 

vor 
r  Theilungsfehler 

*i 

I 

II 

III 

—  0708  ±074  4 
+  0.47  ±0.09 

—  0.04  ±0.08 

-4727 
+  0.03 
—  2.36 

—  0708  ±0742 
+  0.48  ±0.09 

—  0.04  ±0.08 

—  3746 
+  2.4  4 

—  2.25 

In  der  3.  resp.  5.  Columne  sind  zum  Vergleich  dfe  Werthe 
der  Standbiegungen  nochmals  hingesetzt  worden  wegen  der 
Uebereinstimmung  der  Vorzeichen;  will  man  diesen  Resten  über- 
haupt Realität  zugestehen,  so  würde  aus  der  Zusammenstellung 
folgen,  dass  Biegung  oder  Theilungsfehler  durch  das  früher  ein- 
geschlagene Verfahren  zur  Bildung  von  Abendmitteln  noch  nicht 
vollständig  eliminirt  worden  seien ;  indessen  könnten ,  da  stets 
während  mehrerer  Monate  in  demselben  Kreisstande  beobachtet 
wurde,  diese  Standunterschiede  sich  auch  erklären  lassen  als 
hervorgerufen  durch  die  Abweichungen  einer  wirklichen  Pol- 
höhenänderung von  der  hier  angenommenen. 

49# 
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Die  Hypothese  einer  Polhöhenschwankung  für  die  Zeit  der 
ScHNAUDER'schen  Beobachtungen  bedarf  aus  naheliegenden  Grün- 
den noch  der  Bestätigung  von  anderer  Seite;  aus  Mangel  an  Zeit 
sind  darauf  bezügliche  Untersuchungen  gleichzeitiger  Messungs- 
reihen unterblieben. 

Aus  dem  Werthe  von  <jp0  ,  welchen  die  letzte  Ausgleichung 
ergab,  folgt  endlich  nach  der  Centrirung: 

a>  =  51°20'5'.'82. 


Zusammenstellung  der  Endwerthe. 

In  der  folgenden  Zusammenstellung  sind  der  Uebersicht- 
lichkeit  wegen  die  Endwerthe  der  besprochenen  neun  Reihen 
nochmals  aufgeführt: 


Beobachter 

Merid.-Kr. 

Zen.-Dist 

I.  Vertical 

I 

51°  20' 

51°  20' 

51°  20' 

1 

2 

1 863/4/5 
1864 

Bruhns 
Bruhns 

— 

6'.'00 

5'.'67 

3 
4 

1866/7 
1866 

Engelmann 
Bruhns 

5'.'94 

■ 

5.67 

5 

1867 

Helmert 

— 

— 

6.34 

6 

1867 

llelmert 

— 

— 

5.89 

7 

1868 

Helmert 

— 

(5.10) 

— 

8 
9 

1 869/70 
1 885/6 

Leppig 
Schnauder 

— 

5.91 

6.15 

a>  =  51°20'5'.'94 


5'/95 


5'/94 


Dabei  ist  unter  Nr.  9  der  vom  Beobachter  selbst  abgeleitete 
Werth  für  Q)  angegeben,  eine  jährliche  Schwankung  also  nicht 
in  Betracht  gezogen  worden;  es  geschah  dies  der  Gleichmässig- 
keit  wegen.  Die  unter  der  Tabelle  angegebenen  Grössen  sind 
einfache  Mittelwerthe,  gebildet  ohne  Rücksicht  auf  die  Qualität 
der  einzelnen  Reihen,  sondern  mit  Rücksicht  auf  die  Verschieden- 
heit der  Beobachter,  Methoden  und  Epochen,  und  mit  Ausschluss 
der  auf  der  Pleissenburg  beobachteten  Reihe  Nr.  7 ;  ihre  nahe 
Uebereinstiromung  ist,  im  Verhältnis  zu  ihrer  Ungenauigkeit, 
wohl  nur  eine  zufällige;  sie  zeigen,  dass  der  bis  jetzt  angenom- 
mene, nach  Bruhns  aus  Reihe  1  und  2  hervorgegangene  Werth 
der  Polhohe  des  Sternwartencentrums,  nämlich:  51°  20'  6'.'3,  etwa 
0'.'3  bis  074  zu  gross  ist. 
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Dieser  Unterschied  wird  noch  grösser,  wenn  man  die  Hypo- 
these einer  jährlichen  Schwankung  macht;  die  Mehrzahl  der  zu 
Grunde  liegenden  Beobachtungen  ist  in  den  Monaten  April  bis 
October  angestellt  worden,  also  in  den  Monaten,  die  nach  den 
neuesten  Messungen  die  Zeit  des  Maximums  umfassen  würden. 
Berechnet  man,  nur  um  einen  Ueberschlag  über  die  Grösse  des 
Einflusses  dieser  Hypothese  zu  haben ,  mit  der  gelegentlich  der 
modißeirten  Ableitung  des  Endwerthes  der  Reihe  Nr.  9  erhal- 
tenen Formel  Polhöhenvariationen  für  die  betreffenden  Jahre,  so 
erhält  man  die  in  Rubrik  2  der  folgenden  Tafel  angegebenen 
Reductionen : 


1 

Merid.-Kr. 

Zen.-Dist. 

I.  Vertical 

1 

+  0703 

_^ 

6703 

^ «^ 

2 

—  0.31 

— 

— 

5736 

3 

—  0.05 

5789 

— 

— — 

4 

—  0.28 

— 

— 

5.39 

5 

—  0.04 

— 

— 

6.30 

6 

—  0.28 

— 

— 

5.61 

7 

+  0.07 

— 

(5.17) 

— 

8 

—  0.02 

— 



6.13 

9 

— 

— 

5.82 

— 

0)  =  51°20'  5789 


5792 


5776 


Die  Grössen  der  3.,  4. und  5.  Rubrik  ergeben  sich  nach  An- 
bringung dieser  Reductionen  an  die  entsprechenden  der  früheren 
Tabelle;  bei  Reihe  Nr.  9  ist  direct  der  frühere  Endwerth  auf- 
geführt. 

Der  blosse  Augenschein  lehrt  schon,  dass  die  Anbringung 
dieser  Reductionen  die  Uebereinstimmung  unter  den  am  zahl- 
reichsten vorhandenen  Verticalbeobachtungen  verschlechtert  hat 
und  dies  bleibt  bestehen,  wenn  man  aus  den  Reihen  Nr.  5  und  8, 
um  deren  Resultate  mit  denen  der  übrigen  drei  derselben  Goiumne 
besser  vergleichbar  zu  machen,  die  Beobachtungen  des  gemein- 
sam benutzten  Sternes  rj  Urs.  maj.  auszieht;  man  findet  als  mitt- 
lere Abweichung  vorher  zb  0720,  nachher  zb  0731. 

Den  unter  der  zweiten  Tabelle  stehenden  Mittelwerthen 
gemäss  würde  die  Verminderung  des  aus  der  ersten  Tabelle 
folgenden  Mittelwerthes  der  Polhöhe  0708  betragen.  Bei  der  in 
früheren  Abschnitten  nachgewiesenen  zweifelhaften  Natur  der 
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fünf  im  4 .  Vertical  beobachteten  Reihen  muss  davon  abgesehen 
werden,  aus  diesem  Versuche  Schlüsse  auf  das  Vorhandensein 
oder  Nichtvorhandensein  einer  jährlichen  Polhöhenschwankung 
früherer  Jahre  zu  ziehen.  — 

Die  ScHNAUDER'sche  Reihe  war  in  der  bestimmten  Absicht 
unternommen  worden,  aus  ihr  einen  besseren  Werth  der  Pol- 
höhe abzuleiten;  der  Beschaffenheit  und  Ausdehnung  nach  steht 
sie  unzweifelhaft  über  den  anderen  Reihen,  und  es  erscheint 
aus  diesem  Grunde  nicht  angemessen,  sie  mit  diesen  zu  ver- 
einigen; die  nahe  Uebereinstimmung  ihres  Endwerthes  mit  dem 
Mittelwerthe  der  übrigen  Reihen,  wie  sie  aus  den  beiden  Tabellen 
dieses  Abschnittes  hervorgeht,  erweist  dies  ausserdem  als  un- 
nöthig. 

Als  Endergebniss  der  ScHNAUDER'schen  Reihe,  unter  Berück- 
sichtigung periodischer  Glieder,  betrachte  ich  demnach  den 
Ausdruck: 

O  =  +  51°  80'  5782  —  0'.'305  .  sin  (0  —  \  497) 

gültig  für  \  885  April —  \  886  April;  die  durch  das  constante Glied 
geforderte  Verkleinerung  des  bisher  angenommenen  Werthes 
von  <Z>  ist  in  Einklang  mit  der  Neureduction  der  älteren  Reihen. 


SITZUNG  VOM  6.  FEBRUAR  1893. 

Fr.  Hayn,  Die  Polhöhe  der  Leipziger  Sternwarte. 

Die  in  den  folgenden  Blättern  veröffentlichte  Beobachtungs- 
reihe wurde  auf  Veranlassung  von  Herrn  Prof.  Bruns  im  Herbste 
4  890  in  der  Absicht  begonnen ,  die  in  den  Jahren  4  885 — 86  am 
Universalinstrument  von  Wanschaff  ausgeführte  Polhöhenbestim- 
mung1) einer  Controle  zu  unterwerfen.  Sie  sollte  Aufschluss 
geben  über  den  Grund  der  beträchtlichen  Standunterschiede, 
andererseits  aber  auch  einen  Beitrag  zur  Kenntniss  der  mittleren 
Polhöhe  und  womöglich  auch  deren  periodischen  Schwankungen 
liefern.  Demgemäss  wurde  das  Programm  der  früher  mit  dem- 
selben Instrument  erhaltenen  Reihe  etwas  geändert.  Es  sollten 
in  der  Nähe  des  Meridians,  möglichst  symmetrisch  zu  demselben, 
sowohl  von  Pol-  als  auch  von  Südsternen  Zenithdistanzen  ge- 
messen werden  in  einer  Zone  von  etwa  29°  bis  49°  Zenithdistanz. 
Ferner  wurde  beschlossen  behufs  Elimination  derTheilungsfehler 
dieselben  Sterne  in  drei  Ständen  zu  beobachten.  Derselbe  Stand 
sollte  für  zwei  aufeinander  folgende  Beobachtungsabende  bei- 
behalten werden.  Eine  vollständige  Durchführung  dieses  Pro- 
gramms, demzufolge  jeder  Stern  an  sechs  Abenden  zu  beobachten 
war,  ist  nicht  möglich  gewesen;  einerseits  verhinderte  dies  die 
Ungunst  der  Witterung,  andererseits  gingen  mehrere  Beobach- 
tungen durch  schlechtes  Functioniren  des  Chronographen  ver- 
loren. • 

Die  Sterne  wurden  möglichst  so  ausgewählt,  dass  Nord- 
und  Südsterne  abwechselten;  da  aber  zwischen  den  Culmina- 


4)  Siehe  die  Abhandlung  »R.  Schumann:  Die  Polhöhe  der  Leipziger 
Sternwarte«  in  diesen  Berichten  Jhg.  4898. 
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tionen  der  Polsterne  grössere  Pausen  zuweilen  eintraten,  so 
wurde  an  solchen  Stellen  noch  ein  südlicher  Stern  eingeschaltet, 
so  dass  im  Allgemeinen  mehr  Südsterne  als  Polsterne  beobachtet 
wurden.  Bei  der  Art,  wie  das  Resultat  abgeleitet  wurde,  ist 
dieser  Mangel  an  Symmetrie  ohne  Einfluss. 

Eine  Beschreibung  des  Instrumentes  ist  in  der  Bearbeitung 
der  oben  genannten  Beobachtungsreihe  enthalten;  es  wird  des- 
halb im  Folgenden  auf  selbige  Bezug  genommen. 

Die  Beobachtung  wurde  in  der  Weise  ausgeführt ,  dass  in 
der  einen  Kreislage  der  betreffende  Stern  zuerst  an  dem  oberen 
der  beiden  horizontalen  Fäden ,  sodann  am  unteren  beobachtet 
wurde.  Bei  Südsternen  wurde  mit  Hülfe  der  Feinbewegung  der 
Sterne  nahe  an  den  Faden  gebracht,  so  dass  er  möglichst  in  der 
Mitte  des  Gesichtsfeldes  vermöge  seiner  Bewegung  zur  Bisection 
gelangte.  Die  Azimuthalfeinbewegung  wurde  hierzu  äusserst 
selten  benutzt,  es  wurde  vielmehr  das  Azimuth  vorher  aus  freier 
Hand  so  eingestellt,  dass  sich  der  Stern  vielleicht  30"  vor  den 
Fäden  befand.  Dann  wurde  das  Instrument  in  die  andere  Kreis- 
lage gebracht  und  dasselbe  Verfahren  wiederholt;  nach  jeder 
Einstellung  wurden  die  beiden  Mikroskope  des  Höhenkreises  und 
der  Stand  der  Libelle  abgelesen. 

Messungen  an  der  in  der  früheren  Arbeit  erwähnten  Mire, 
bei  denen  die  verschiedenen  Drehrichtungen  der  Feinbewegungs- 
schrauben  —  der  des  Fernrohrs  und  der  des  Mikroskopträgers 
—  mit  einander  oombinirt  wurden ,  zeigten ,  dass  systematische 
Unterschiede  zwischen  den  daraus  erhaltenen  Zenithdistanzen 
existirten.  Deshalb  wurde  für  immer  festgesetzt,  dass  die  letzte 
Bewegung  so  zu  geschehen  habe,  dass  die  Schrauben  hinein- 
gedreht, also  die  ihnen  gegenüberstehenden  Federn  zusammen- 
gedrückt werden. 

Die  Beobachtungszeiten  wurden  registrirt.  Als  Registrir- 
uhr  diente  Tiede  336,  welche  sowohl  zu  Beginn  als  auch  am  Ende 
der  Beobachtung,  oft  aber  auch  in  der  Zwischenzeit  mit  der 
Hauptuhr  Dencker  XII  verglichen  wurde.  Die  Stände  dieser  Uhr 
wurden  nach  den  von  Dr.  Schumann  am  Meridiankreis  erhaltenen 
Zeitbestimmungen  interpolirt,  und  die  Längendifferenz  zwischen 
Universalinstrument  und  Meridiankreis  (+  0?09)  berücksichtigt. 
Im  April  4894  fungirte  die  ältere  Pendeluhr  Fraunhofer  als 
Normaluhr,  da  Dencker  XII  einer  Reinigung  unterzogen  wurde. 
Es  war  anfangs  beabsichtigt  am  Universalinstrument  selbst  aus 
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Azimuthmessungen  von  Zeitsternen  den  Stand  der  Normaluhr  ab- 
zuleiten; ich  habe  jedoch  davon  abgesehen,  da  das  eigentüm- 
liche ,  in  den  Astr.  Nachr.  Nr.  3098  besprochene  Verhalten  des 
Horizontalkreises  Bedenken  gegen  diese  Methode  erweckt.  Auch 
von  einer  Berücksichtigung  der  persönlichen  Gleichung  Hatn — 
Schümann  wurde  abgesehen,  da  ihre  Bestimmung  aus  Durch- 
gangsbeobachtungen keinen  sicheren  Schiuss  auf  den  Werth 
solcher  bei  Zenithdistanzmessungen  zulässt.  Von  4894  Juli  4 
an  sind  die  Zeitbestimmungen  vom  Verfasser  selbst  am  Meridian- 
kreis ausgeführt  worden. 

Die  meteorologischen  Reductionselemente  wurden  dadurch 
erhalten,  dass  ein  am  nördlichen  Ende  des  Spaltes  angebrachtes 
Thermometer  bei  jedem  Stern  mindestens  einmal  abgelesen  wurde. 
Die  zugehörigen  Barometerstände  wurden  aus  den  Aufzeich- 
nungen eines  Feder-Barographen  entnommen ,  dessen  Angaben 
mittelst  der  täglichen  Terminbeobachtungen  des  Stationsbaro- 
meters corrigirt  wurden.  Die  Temperaturen  wurden  für  die 
Mitte  jeder  Sternbeobachtung  interpolirt  und  für  dieselbe  con- 
stant  angenommen.   Die  Refraction  ist  die  BESSEL'sche. 

Das  Niveau,  welches  die  Stellung  des  Mikroskopträgers 
controlirt,  war  dasselbe  wie  bei  der  früheren  Reihe.  Es  wurde 
von  Beginn  dieser  neuen  Breitenbestimmung  auf  dem  Niveau- 
prüfer einer  Untersuchung  unterworfen,  wobei  sich  zeigte,  dass 
es  sehr  gut  functionirt.  Bei  dieser  Parsbestimmung  ist  es  völlig 
in  seiner  Passung  gelassen  worden ;  ausserdem  sind  späterhin 
die  Schrauben,  welche  es  an  den  Mikroskopträger  befestigen, 
immer  nur  soweit  angezogen  worden,  dass  ein  Schlottern  aus- 
geschlossen blieb.  Es  ist  daher  wohl  kaum  zu  vermuthen,  dass 
infolge  von  Verspannungen  der  Werth  eines  Niveautheiles  am 
Instrument  selbst  ein  so  beträchtlich  anderer  gewesen  sein 
sollte  als  auf  dem  Niveauprüfer,  wie  es  die  ScHNAUDER'sche 
Breitenbestimmung  ergiebt.  Schliesslich  sind  die  Bestimmungen 
mit  Hülfe  des  Kreises  so  abhängig  von  den  systematischen  Feh- 
lern, welche  durch  das  Reiten  des  Mikroskopträgers  auf  der  Axe 
erzeugt  worden,  dass  ich  mich  entschloss  den  Werth,  welchen 
der  Niveauprüfer  gab,  vorzuziehen.   Danach  ist 

4  pars  =  4  "96. 

Die  äussersten  Enden,  welche  einen  etwas  grösseren  Werth 
ergeben ,  sind  zum  Tbeil  schon  früher  gedeckt  worden ,  ausser- 


284 


Fa.  Hayn, 


dem  wurde  die  Blase  der  Libelle  immer  nach  Möglichkeit  in  der 
Mitte  gehalten,  auf  welche  sämmtliche  Mikroskopablesungen  re- 
ducirt  sind. 

Die  beiden  Mikroskope  des  Höhenkreises ,  mit  I  und  II  be- 
zeichnet, waren  bei  Uebernahme  des  Instrumentes  noch  in  gutem 
Zustande ,  so  dass  an  ihnen  keinerlei  Aenderung  vorgenommen 
wurde.  Die  Ebene  des  Kreises  zeigte  sich  bei  einer  Untersuchung 
so  nahe  senkrecht  zur  Axe ,  dass  der  Run  eines  Mikroskops  für 
die  in  Betracht  kommenden  Zonen  constant  angenommen  werden 
konnte.  Der  Run  wurde  aus  den  Beobachtungen  eines  jeden 
Abends  direct  abgeleitet  mit  Hülfe  der  bekannten  Distanz  der 
beiden  Doppelfäden  in  jedem  Mikroskop.  Messungen  der  be- 
treffenden Fadendistanzen  ergaben : 

Mikr.  I       Mikr.  II 

4890  October3E  44?2     3B  43?4 

4891  August    3    44.4     3    43.6 

Mit  den  ersten  Werthen  ist  der  Run  während  der  Winter- 
monate, mit  den  letzten  in  den  Sommermonaten  berechnet 
worden. 

Es  sei  hier  nochmals  erwähnt,  dass  der  Kreis  von  5'  zu  5' 
getheilt  ist,  dass  5'  =  2?5  und  4 K=  60*.  Ein  Pars  ist  demnach  2". 
Der  Run  hat  sich  sehr  gut  gehalten,  ist  immer  sehr  klein  ge- 
wesen und  dürfte  ohne  Schaden  für  längere  Zeit  constant  ange- 
nommen werden ;  denn  eine  Bestimmung  eines  Abends  ist  in- 
folge der  zufälligen  Theilungsfehler  mit  einer  Unsicherheit  von 
etwa  0?4  bis  0?2  behaftet.  Die  folgende  Tafel  giebt  eine  Zusam- 
menstellung. 


Mikr.  I. 

Mikr.  II. 

4890  December    4 

+  0F7 

OPO 

7 

+  0.8 

+  0.7 

44 

+  0.6 

0.0 

44 

+  0.7 

+  0.8 

45 

+  0.7 

—  0.4 

47 

+  0.6 

+  0.5 

4  894  Januar         3 

+  0.2 

—  0.4 

29 

+  0.4 

+  0.4 

Februar      9 

+  0.2 

+  0.3 

40 

+  0.3 

+  0.2 

42 

+  0.4 

+  0.3 
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Mikr.  I. 

Mikr.  II. 

1894  Februar 

24 

+  0P4 

+  0P3 

25 

+  0.4 

+  0.4 

26 

+  0.3 

+  0.3 

März 

42 

+  0.5 

+  0.4 

20 

+  0.4 

+  0.4 

April 

6 

+  0.5 

+  0.7 

49 

+  0.2 

+  0.6 

Juli 

9 

—  0.4 

+  0.4 

43 

+  0.3 

+  0.9 

46 

+  0.3 

+  0.6 

24 

+  0.3 

+  4.0 

23 

+  0.4 

+  0.7 

28 

+  0.5 

+  0.7 

30 

+  0.4 

+  0.7 

August 

5 

+  0.4 

+  0.6 

Die  beträchtlichen  Schwankungen  in  den  Werthen  ftlr  Mikr. 
II.  in  der  ersten  Zeit  dürften  zum  Theil  auf  die  in  dieser  Zeit 
sehr  mangelhafte  Beleuchtung  des  genannten  Mikroskops  zurück- 
zuführen sein,  deren  Verbesserung  erst  nach  einiger  Zeit  gelang. 

Die  Schrauben  der  beiden  Mikroskope  sind  auf  fortschrei- 
tende wie  auf  periodische  Fehler  untersucht  worden.  Fortschrei- 
tende Fehler  konnten  mit  Bestimmtheit  nicht  nachgewiesen 
werden,  sie  sind  auch  ziemlich  belanglos,  da  höchstens  3  Gänge 
der  Schraube  zur  Verwendung  gelangen.  Untersuchungen  über 
periodische  Ungleichheiten  sind  im  Sommer  und  Winter  ange- 
stellt worden.  Ein  Urtheil  über  die  Grösse  erhält  man  aus  der 
folgenden  Zusammenstellung. 

Die  Correctionen,  mit  welchen  die  Beobachtungen  bis  April 
4  894  reducirt  wurden,  sind  aus  den  Messungen  des  Winters,  die 
weiteren  aus  allen  Schraubenuntersuchungen  abgeleitet. 


4890Dec- 

-1891  April 

4894  Juli 

Ablesung 

Mikr.  I. 

Mikr.  II.  |  Mikr.  I. 

Mikr.  II. 

0> 

—  0?2 

+  0P2 

—  0?4 

+  0?4 

40 

+  0.4 

+  0.2 

+  0.4 

+  0.4 

20 

+  0.2 

-0.4 

+  0.2 

0.0 

30 

+  0.4 

—  0.4 

0.0 

+  0.4 

40 

0.0 

—  0.4 

—  0.4 

0.0 

50 

—  0.2 

—  0.4 

—  0.2 

—  0.4 
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Es  ist  ersichtlich,  dass  dieCorrectionen  für  Schraubenfehler 
und  Run  so  geringfügig  sind,  dass  durch  dieselben  die  innere 
Uebereinstimmung  nur  wenig  erhöht  wird. 

Die  vorliegende  Reihe  sollte,  wie  schon  gesagt,  Aufklärung 
bringen  über  die  Ursache  der  grossen  Standunterschiede  bei 
den  Zenithpunkten  0°,  420°,  240°.  Während  nämlich  die  Diffe- 
renz: Breiten  aus  Südsternen  minus  solchen  aus  Nordsternen 
in  Stand  I  +5"  und  in  Stand  111  +3"  war,  betrug  sie  in  Stand 
II  etwa  —  2". 

Als  die  vorläufige  Reduction  der  Beobachtungen  der 
Wintermonate  vollendet  war ,  fand  sich  auch  hier  dasselbe  Re- 
sultat. Da  die  Zenithdistanzmessungen  der  Mire  wegen  der  ganz 
anderen  Bedingungen,  unter  denen  sie  angestellt  wurden,  wenig 
geeignet  schienen ,  dieser  Frage  näher  zu  treten,  beschloss  ich 
von  Polaris  in  dessen  Digression  an  einem  Abende  Zenithdistan- 
zen  bei  den  Zenithpunkten  0°,  60°,  120°,  480°,  240°,  300°  zu 
beobachten,  vor  allem  aus  dem  Grunde,  weil  hierbei  dieselben 
Stellen  des  Kreises  verwendet  wurden  wie  bei  den  übrigen 
Breitenbestimmungen.    Das  Resultat  war  folgendes: 


Zenithpunkt 

1894    J 

Uli  9 

Juli  4  3 

0° 

51°  20' 

2"5 

54°  20'  2'/4 

60 

4.4 

4.4 

120 

6.8 

6.7 

480 

2.5 

3.2 

240 

4.2 

3.8 

300 

6.4 

5.5 

Die  Vermuthung,  dass  systematische  Theilungsfehler  diese 
Differenzen  verursachen  könnten ,  wurde  hiernach  fast  zur  Ge- 
wissheit; denn  war  dies  der  Fall,  so  mussten  allerdings  die 
Werthe  bei  den  Zenithpunkten  0°  und  4  80°,  420°  und  300°,  240° 
und  60°  dieselben  sein,  denn  diese  Kreisstände  unterscheiden 
sich  durch  nichts,  als  dass  Mikroskop  I  in  dem  einen  Stand  die 
Stelle  des  Kreises  abliest,  der  im  anderen  Stande  Mikroskop  II 
gegenüber  steht. 

Die  Untersuchung  derTheilung  wurde  von  mir,  mit  Unter- 
stützung des  Herrn  Dr.  Hartmans,  im  December  4894  und  Januar 
4892  nach  dem  von  Herrn  Prof.  Brlns  entworfenen  Programm 
durchgeführt.  E|ne  Mittheilung  hierüber  ist  in  den  Astr.  Nachr. 
Bd.  130  Nr.  3098  veröffentlicht  worden,  aus  der  hier  der  Be- 
quemlichkeit halber  die  in  Betracht  kommenden  Zahlen  in  der 
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weiterhin  folgenden  Tafel  wiederholt  sind.  Columne  I  dieser 
Tafel  enthalt  die  direct  bestimmten  Durchmessercorrectionen. 
Zur  Reduction  der  Beobachtungen  machte  sich  das  Bedürfniss 
geltend,  Correctionen  zu  haben,  zwischen  denen  man  inter- 
poliren  kann.  Eine  nach  dem  Sinus  und  Cosinus  des  doppelten 
Argumentes  entwickelte  Formel  (II)  schloss  sich  den  beobachte- 
ten Werthen  noch  nicht  genügend  an,  es  wurde  deshalb  eine 
Art  graphischen  Verfahrens  angewendet,  welches  den  indivi- 
duellen Theilungsfehler  eines  Durchmessers  zum  grossen  Theil 
elimmirt  und  doch  den  verschiedenen,  deutlichen  Einbiegungen 
der  Theilungsfehlercurve  etwas  Rechnung  tragt.  Durch  Mittelung 
von  drei  benachbarten  Werthen  wurde  eine  neue  Corrections- 
tabelle  hergestellt  und  dieses  Verfahren  dreimal  wiederholt. 
Auf  diese  Weise  wurde  die  definitive  Tabelle  III  erhalten.  Es 
bleibt  natürlich  willkürlich ,  wie  oft  man  diese  Operation  fort- 
setzt ,  aber  es  schien  doch  die  dreimalige  Wiederholung  in  die- 
sem Falle  das  brauchbarste  Resultat  zu  geben,  da  bei  dieser 
Correctionstabelle  einerseits  die  verschiedenen  Einbiegungen 
erhalten  bleiben,  andererseits  aber  doch  ein  Interpoliren  mög- 
lich geworden  ist. 


Tafel  der  Durchmesser-Correctionen, 


J 1 

1 

II 

IN 

0° 

450° 

-H  r/98 

+  0'/74 

+-  4  f.'38 

4 

484 

+  0.37 

+  0.50 

+  0.80 

8 

488 

—  0.23 

+  0.29 

+  0.26 

42 

492 

—  0.54 

+  0.07 

—  0.07 

46 

496 

+  0.27 

—  0.46 

—  0.30 

20 

200 

+  0.03 

—  0.38 

—  0.60 

24 

204 

—  4.58 

—  0.59 

—  0.96 

28 

208 

—  4.82 

—  0.78 

—  4.22 

32 

242 

—  4.25 

—  0.98 

—  4.33 

36 

246 

—  0.73 

—  4.44 

—  4.44 

40 

220 

—  4.53 

—  4.29 

—  4.52 

44 

224 

—  2.53 

—  4.40 

—  4.54 

48 

228 

—  4.50 

—  4.49 

—  4.42 

52 

232 

—  0.54 

—  4.56 

—  4.24 

56 

236 

—  0.57 

—  4.60 

—  4.20 

60 

240 

—  2.47 

—  4.59 

—  4.24 

64 

244 

—  0.80 

—  4.57 

—  4.22 
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.1 

l 

1    « 

III 

68° 

248° 

-4'.'4  4 

—  4 '.'50 

-4'.'4  4 

72 

252 

—  0.68 

—  4.44 

—  4.09 

76 

256 

—  4.37 

—  4.30 

—  4.41 

80 

260 

—  4.48 

—  4.46 

—  4.46 

84 

264 

—  4.38 

—  0.99 

—  4.40 

88 

268 

—  0.80 

—  0.84 

—  4.00 

92 

272 

—  0.92 

—  0.64 

—  0.88 

96 

276 

—  0.69 

—  0.39 

—  0.80 

100 

280 

—  0.75 

—  0.48 

—  0.64 

404 

28i 

—  0.94 

+  0.04 

—  0.31 

108 

288 

+  0.35 

+  0.27 

+  0.49 

142 

292 

+  4.50 

+  0.48 

+  0.58 

146 

296 

+  4.22 

+  0.69 

+  0.66 

4  20 

300 

—  0.04 

+  0.89 

+  0.57 

424 

304 

+  0.08 

+  4.06 

+  0.57 

4  28 

308 

+  0.4  5 

+  4.22 

+  0.88 

132 

342 

+  2.49 

+  4.35 

+  4.24 

436 

346 

+  4.47 

+  4.44 

+  4.52 

440 

320 

+  4 .75 

+  4.53 

+  4.57 

444 

324 

+  0.97 

+  4.58 

+  4.66 

4  48 

328 

+  4.77 

+  4.60 

+  4.77 

452 

332 

+  2.53 

+  4.58 

+  4.83 

456 

336 

+  2.37 

+  4.53 

+  4.65 

460 

340 

+  0.53 

+  4.46 

+  4.37 

4  64 

344 

+  0.74 

+  4.36 

+  4.22 

4  68 

348 

+  4.33 

+  4.23 

+  4.35 

472 

352 

+  4.43 

+  4.07 

+  4.62 

476 

356 

+  2.79 

+  0.90 

+  4.69 

480 

360 

+  4.98 

+  0.74 

+  4.38 

Die  Beobachtungsreihe  begann  im  November  4890  und 
wurde  geschlossen  4894  August  5.  Hierauf  wurde  das  Instru- 
ment Dr.  Hartmann  zur  Fortsetzung  dieser  Beobachtungen  über- 
geben. Nach  Vollendung  der  Reduction  wurden  die  Bestim- 
mungen vom  November  4  890  gestrichen ,  da  die  innere  Ueber- 
einstimmung  wenig  gut  war,  wahrscheinlich  infolge  von 
Ablesefehlern,  die  man  an  diesem  Instrumente  erst  nach  einiger 
Uebung  vermeidet.  Während  der  Monate  Mai  und  Juni  4894 
verursachte  eine  achtwöchentliche  militärische  Uebung  eine 
grössere  Pause.  Im  Ganzen  wurden  4  66  einzelne  Breitenbestim- 
mungen erhalten,  die  sich  auf  28  Abende  vertheilen.    Davon 


Dib  Polhöhe  der  Leipziger  Sternwarte. 


289 


wurden  aber  alle  solche,  bei  denen  Ablesefehler  vermuthet 
wurden,  gestrichen  (41  Beob.).  3  Beobachtungen  erhielten  nur 
halbes  Gewicht,  weil  bei  ihnen  nicht  4  Einstellungen  vorhanden 
waren ,  sondern  eine  oder  zwei  als  verdächtig  verworfen  wur- 
den. Die  Breite  aus  Beobachtungen  von  £  Urs.  min.  4894  Febr.  42 
wurde  nicht  berücksichtigt,  da  an  diesem  Abende  kein  Südstern 
beobachtet  worden  war,  desgleichen  die  4  3  Polhöhen  von  a  Urs. 
min.  4894  Juli  9  und  43. 

Zur  Ableitung  des  definitiven  Resultates  verbleiben  dem- 
nach 4  44  einzelne  Breitenbestimmungen,  die  sich  auf  die  Decli- 
nationen  von  9  Polsternen  und  49  südlichen  Sternen  gründen. 
Die  scheinbaren  Oerter  sind  die  des  Berliner  Jahrbuches  und 
enthalten  nicht  die  kleinen  Mondglieder  kurzer  Periode.  Die 
Helligkeit  von  Sternen  2.  Grösse  wirkte  nicht  störend,  nur  bei 
a  Leonis  wurde  regelmässig  eines  der  vorhandenen  Gazegitter 
angewandt. 

Zu  der  nun  folgenden  Zusammenstellung  der  Beobachtungen 
ist  wenig  hinzuzufügen.  Die  Bedeutung  der  Columnen  ist:  4.  Da- 
tum, 2.  Name  des  Sterns,  3.  ö  app. ,  4.  und  5.  Meteorologische 
Daten  (das  Barometer  bereits  auf  0°  rerducirt),  6.  Kreislage, 
7.  oberer  oder  unterer  Horizontalfaden  (im  Fernrohr  gesehen, 
also  Kr.  W.  o.  =  Kr.  0.  u.  etc.),  8.  Kreisablesung  corrigirt  für 
Reduction  auf  den  Meridian  und  Refraction. 

Tafel  A. 


Name 


cfapp. 


Bar. 


Tb. 


Kr. 


F.    Ablesung 


4890  Dec.  4 


a  Kquulei 


KH.  Drac. 


#  Pegasi 


30  H.  Cam. 


Ol  n)  m"\ 


mm 


-I-    4°47'47.5 


+  98  44    43.9 


762.4  — 


-4-    5  39  38.6 


+  96  53  25.4 


762.4  — 


762.0 


76J.0  — 


—  2?4 

O 

0 

O 

u 

w 

0 

w 

u 

-    2.3  W 

0 

w 

u 

O 

0 

O 

u 

—    2.4    O 

0 

O 

u 

W 

0 

w 

u 

—    2.4   W 

0 

W 

u 

O 

0 

O 

u 

73° 

73 
4  66 
4  66 

73 

73 
4  66 
4  66 

74 

74 
4  65 
4  65 

74 

74 
4  65 
4  65 


33'56'.'0 
33  9.8 
48.4 
33.4 
48.4 
36.3 

7.2 
56.5 
48.5 

3.5 

0.9 
43.9 
56.3 

8.6 
52.3 
38.2 


37 
38 
43 
44 
57 
57 
25 
25 
46 
46 
32 
32 
38 
39 


Na,,,, 

d'npp. 

ll.ii- . 

'II, 

Kr.  1  P,     Ablesung. 

4890  Dec.  1. 

C  Pegasi 

+  I0°15'43'.'1 

791. B 

—   8?4 

0 
0 

W 

w 

: 

79°   1 '  5*"0 
79     1      5  3 
161     9  64.8 
161   10  87.7 

Dec.  7. 

1  H.  Drac. 

+  98  41  '«3.6 

757.0 

—    4.1 

0 

0 

w 
w 

■ 

886  64  36. 8 
886  53  31.7 
193    1*      S.6 
193  11    18.6 

80  H.  Cani. 

+  96   53  85.3 

757.0 

—    8.1 

0 
0 

w 
w 

■ 

385   36  16.9 

863  37     4  3 
494   30  33  8 
194  39   87  3 

rf  Piscium 

+    6   5»  36.5 

737.1 

—    5.5 

0 
0 

w 

w 

0 

193   43      4  7 
195   48   18  6 
284  33  39  3 

384  34  37  7 

48H.C*tphei 

+  85  4  0  30.3 

757.8 

—    8.7 

w 
w 

0 
0 

• 

305  43   19  3 
305  48  33  8 
«74  38  33  5 
374  34  4  4-3 

e  Piscium 

+    7   18     8.S 

757.« 

—    7.0 

0 

1) 
w 
w 

■ 

196     1   46  4 
196      1       0  1 
384      6      10 
384     6  43  7 

«  Urs.  min, 

+  88   43  (7.4 

757.8 

—   8.« 

w 
w 

0 
0 

o 

203  40     3-0 
303  39  4  6.8 
377  16  48.8 

377  37  89.5 

Dec.  11 

J  Piscium 

+   6  59  15.) 

769.0 

—    8.8 

w 
w 

0 

0 

• 

384  33  44.3 
384  34  35.6 

s  Piscium 

+    7  18     8.« 

75B.0 

—    4.0 

w 

w 

0 
0 

• 

384     4  39.7 
184      8  47.4 
196     1   46.0 
496     4     0.0 

a  Urs.  min. 

+  83  43  48.3 

75B.0 

—    *.* 

0 
0 

w 
w 

■ 

377  36  41.8 
377  37  30.0 
303   40      3.4 
303  39  4  6.7 

Dec.  11 

4  H.  Drac. 

f-S8    11    43.1 

754.5 

—   5.8 

w 

0 
0 

■ 

193  11      6.5 

4  93   11    30.8 
386  54  88.4 
386  53  33.4 

e  Pegasi 

+    B   83   28.3 

754.5 

—    6.4 

0 
0 

w 

w 

; 

498     6  4  0.0 
198     3  38.9 
383     0  40.8 

183      4    3T.7 

3  Pegasi 

+    6  39  87.5 

154.4 

—    6.4 

w 
w 

0 
0 

■ 

385  48  80.3 
283  4  4   46.8 
194   98    16.8 
194   SB  80.4 
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Name             <l  app.         Bk.     Tb. 

T. 

F. 

Ablesung 

1990  Dec.  4  4. 

30  ll.Cara. 

+  96™S3'!5'.'3 

754.3 

—    6?9 

O 

O 

w 
w 

u 

885°36'a8';o 
185  37     8.3 
4  94   30   15.7 
494   29  40.1 

(  Pegasi 

+  40  45  41.2 

714.3 

—    7.3 

w 
w 

0 

0 

; 

181      7  27.B 
281      8  41.4 

198   59   12.1 
4  98  58   35.7 

Dcc.  15. 

rf  Piscium 

r-    6   S9  26.1 

749.6 

—  40.0 

0 

0 

w 
w 

u 

315  (3  10.6 
325  (2  34.9 
44   23  58.2 

44   24   42.2 

4  3H.  Cephei 

+  85  40  sa.o 

748.6 

—  4  0.0 

w 
w 

0 
0 

• 

315   43   32.9 
315   41   44.6 
34  23   39.6 
34   14   16.7 

e  Piscium 

+    7    18      8.t 

749.fi 

—  40.0 

0 
0 

w 

w 

ö 

316      2     2.8 
346     4   47.3 
44     5  41.7 
44     5  59.6 

a  Urs.  min. 

+  SS   43   49.4 

7  49.6 

—  4  0.1 

w 
w 

0 

0 

« 

313  40  4  5.4 
Sil  39  13.1 
37   26  57.S 
37   27    43.3 

1 8      Jan.  S 

<f  Piscium 

+    B  59  84.9 

757.9 

—    8.1 

w 
w 

0 
0 

• 

44  13  53.7 
44   24    39.2 
345  43  47.4 

34  5  42  BS.4 

43  H. Cephei 

+  85  40  34.2 

757.9 

—    8.4 

0 
0 

w 
w 

; 

34   23   40.9 
S4  24  26.8 
315  43  34.6 
325  42  44.7 

e  Piscium 

+    7   48      7.0 

757.9 

—    8.6 

w 

w 

0 
0 

■ 

44     5  4  4.8 
44      5  57.4 
316      4    59.4 
34  8      4    12.9 

a  Urs.  min. 

+  88   43   58.8 

757.8 

—    8.9 

0 
0 

w 
w 

■ 

17  26  69.4 
37  27    47.4 
312  4  0   12.1 
322  39  27.1 

Jan.  SB 

s  Urs.  min. 

+  97  47  81.0 

758.9 

+    M 

0 
0 

w 

w 

; 

166   31    35.4 
166   32  23.4 
78  87  52.2 
73   37      6.7 

y  Orionis 

+    6  14  59.8 

758.9 

+    4.5 

w 
w 

0 
0 

■ 

165      9   25.7 
465  40   42.8 
75     0     1.6 

74  69  48.0 

a  Orionis 

+    7  18     B.4 

758.9 

+    0.9 

0 
0 

w 
w 

; 

76     8   4  0.fi 
76     7  13.9 
464     4   19.0 
164      1      5.6 

H»tb.-phji.  CUhb.  1893. 


N.me 

<faPp         Bar. 

Tl.. 

!,r 

F. 

Atjcsung 

1 891  Jan.  !9 

<f  Urs.  min. 

+  93°S3'33':t 

758.9 

+    0°9 

W 
W 
0 

0 

f 

78°    1'*0 

78     0  55.0 
163      7   4B.1 
163      8   35.8 

Y    emm. 

-r-  *«  2»  3t. 3 

758.9 

+     0.9 

0 
0 

w 
w 

■ 

85  14  84.9 
83  13  48.6 
15t  5t  56.1 
15t    55   t3.9 

51  H.  Cephai 

+  87   13    19.7 

758.9 

+    0.9 

w 
w 

0 
0 

j 

8t   11    59.6 
84  11   13.9 
155   57   89.1 
135  58  15.1 

1  Gemin. 

+  18    (4   13.4 

758.9 

+    0.9 

0 
0 

w 
w 

; 

85  39   15.3 
85   38   39.1 
154   40   16.2 
154   41      1.9 

ß  Can.  min. 

+    8  80  30.5 

7ÄS.9 

+    0.8 

w 

w 

0 
0 

; 

1S3   53   84.8 
162  54   43.7 
77   IS  33.4 
77   14   45.3 

1  Urs.  min. 

+  91      3      1.9 

7B8.9 

+     0.5 

0 
0 

w 
w 

■ 

159  46  17.7 

159   47      4.4 
80   33   14.8 
80   33   9.6.» 

Fehr.  9 

e  Urs.  min. 

+  97  47  «3.8 

781.7 

—    4.1 

w 
w 

0 
0 

« 

75  87     7.6 
78   86   31.9 
166  SO   55.7 
166   31    43.9 

y  Orionis 

+    6   14   59.1 

761.7 

—    t.S 

0 
0 

w 
w 

« 

74   59   30.7 
74   BS   33.8 
163     8  44.0 
165     9  81 .1 

n  Orionis 

+     7   13      9.0 

761.7 

—    t.7 

w 
w 

0 

0 

■ 

164      0   BS.4 
16t     1   31.5 

76     7   37.5 
76     6  41.7 

rf  Urs.  min. 

+  93  SS  35.4 

761,7 

—    4.9 

0 

0 

w 
w 

■ 

163      7      8.3 
163      7   36.8 
78      0   67.3 
78      0      8.5 

y  Gemin. 

+  16   39   81.3 

761.7 

—    S.1 

w 
w 

0 
0 

■ 

15t   54   13.4 
154  54  58.0 
85   13   50.8 
85  43     5.1 

SIH.Cephoi 

+  87  13  15.9 

761.7 

—    5.1 

0 
0 

w 

w 

| 

155  56  50.1 
155  57  86.7 
84  11    14.3 
84  10  38.7 

X  Gemin. 

+  18  44   11.4 

761.7 

—    5.1 

w 
w 

0 

0 

■ 

134  89  31.0 
434   40  18.4 
85   28   31.7 
83  37  46.9 
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Kam«       |       tf-pp. 

Bar. 

Th.     |Kr.     K. 

Ablesung 

4  88 1  Febr.  s 

,?Can.  mm. 

+    8"30'39"9 

761.7 

—  8?t 

0 

0 

w 

w 

o 

77°44'45'J1 
77   14      3.7 
163  53   16.4 
163  54     3.6 

Ä  Urs.  tnia. 

+  91      3      4.6 

761.7 

—   8.1 

w 
w 

° 

80   33  30.3 
80  31   39.3 

** 

0 
0 

° 

159  48  38.9 
159  40  34.8 

Fehr.  40 

e  Urs.  min. 

+  97   41   33.S 

760.4 

—   3.8 

0 
0 

w 
w 

■ 

386  30  33.7 
386  31     8.3 
193   86  33.1 

193   33   45.1 

y  Orionis 

+    8  14  59.1 

760.4 

—    9.9 

w 
w 

0 
0 

■ 

386     8  10.1 
385     3  56.8 
194  58  43.9 

194   57   53.6 

a  Orionis 

+   7  SS     9.0 

760.4 

—   S.9 

0 
0 

w 
w 

ö 

196     6  51.3 
196     6     6.0 
384     0     4.5 
384     0  47.4 

<f  Urs.  min. 

+  93  33   35.6 

760.1 

—    8.8 

w 
w 

0 
0 

■ 

198     0  18.3 
197  89  83.5 
3S3      6  85.1 

382     7  33.6 

y  (iemin. 

+  18  39  31.3 

760.4 

—    4.8 

0 
0 

w 
w 

« 

808  13   46.3 
306  43  39.8 
374  BS  40.7 
274  84  33.9 

54H.Cephei 

+  ST  13  4  6.3 

760.4 

—   4.9 

w 
w 

0 
0 

■ 

304  4  0  87.6 
304     9  31.3 
27S  56  4  4.6 
375  57     8.3 

Ä  Gemio. 

+  16  44  18,4 

760.4 

—    5.3 

0 
0 

w 

w 

• 

305  37  85.6 
SOS  37  10.3 

274  89      0.3 
374  39  43.7 

ß  Cen.  min. 

+    8  30  39.9 

760.« 

—    5.0 

w 
w 

0 
0 

I 

S8S  53  40.9 

383  53  28.3 
197   14   18.3 

197   13   38.0 

a  Urs.  min. 

+  91     1     4.9 

760.4 

—    5.1 

0 
0 

w 

w 

I 

279  45     4.7 
379  48  84.3 
300  11   49.4 
100  31     3.4 

Fehr.  42 

e  Urs.  min, 

+  97   47  33.8 

757.6 

+    0.3 

w 
w 

0 
0 

• 

198  36  36.6 
198   85  40.0 
286  80  10.0 
386  34     4.4 

Febr.  34 

t  Urs.  min. 

+  97  47  35.3 

765.0 

+    0.1 

0 
0 

w 
w 

; 

386   30   19.9 
386  31      6.5 
498   36   26.7 
4  93  83  86.7 

Stern« 

&  n,,p. 

lim 

Tl.. 

Kr. 

F. 

Ablesung 

...in 

1891  Febr.  14 

y  Orionis 

+  a°H'5g':7 

765.0 

+    0?1 

W 

w 

0 
0 

■ 

885°   8'   *"3 
4B5     8  58.4 
19«  58  37.1 
I9(   57   50.5 

a  Orionis 

+    7   83      8.6 

765.0 

—    0.7 

0 

0 

w 

w 

o 

196     e  47.* 
196     6     0.5 
883  59  57.8 
184     0  48.7 

9  Urs.  min. 

+  93   33   38.fi 

765.0 

—    0.9 

w 
w 

0 
0 

» 

198      0   40.7 
197   G9  19.6 
888     6   34.7 
883     7  81.6 

,0,„„ 

+  18  39   34.3 

765.0 

0 
0 

w 
w 

l 

305   43  11.1 

305   13  31.4 
874  58  36.8 
874   54  30.7 

64H.Cephei 

+  87   1»  4  9.« 

765.0 

w 

w 

0 
0 

l 

304  10  18.5 
104     9  45.3 
17  5   56  14.8 

873   57      1.4 

X  Gerain. 

+  18  44  11.5 

765.0 

0 
0 

w 
w 

■ 

305  37  53.1 
105  37      5.8 
374  38  59.4 
174  39  41.1 

ß  Can.  min. 

+    8   30  89.5 

765.0 

—   1.5 

w 
w 

0 
0 

o 

183  51  37.1 
181   53  33.3 
4  97  14     9.8 
197   18  34.0 

?.  Urs.  min. 

4- 91      1      8.9 

765.0 

—    1.6 

0 
0 
w 
w 

l 

379   45      9.6 
379  45  49.7 
300  31    40.5 
300  10  53.4 

Febr.  85 

■  Urs.  min. 

+  97    (7  85.8 

7S9.0 

+    0.9 

w 

w 

0 
0 

• 

34  3  33  17.1 
84  3  31  38.9 
46  37  30.1 
46  38      9.1 

y  Orionis 

+    6  14  58.7 

759.0+    1.8 

0 

84*    55  40.8 

0 

31*   5t   56.1 

w 

45      3     9.8 

w 

4G     5  GS. 6 

a  Orionis 

+    7  33     8.6 

759.0 

+  o.t 

w 
w 

0 
0 

o 

43   56  G8.6 
43  57  44.6 
316     8  47.8 
316     3     8.1 

<MJrs.  min. 

+  99   83  38.7 

759.0 

0 

0 

w 
w 

■ 

41     8  35.4 

tl     4  11.9 
34  7   87  11.9 
3  47   56  36.3 

y 

+  16   89   31.3 

759.0 

—    0.8 

w 

w 
0 

0 

° 

34  G0  34.4 
84  Gl   31.7 
825   19  13.6 
335      9  36.7 
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Name 

cf  app. 

Bar. 

mm 

T 

h. 

Kr.JF. 

Ablesung 

1891  Febr.  25 

51  H.  Cephei 

+  87°4  3'49'.'8 

759.0 

0°2 

O 
0 
W 
W 

0 

u 

0 

u 

35053'46'.'3 

35  54     3.2 

324     7  30.3 

324     6  45.4 

X  Gemin. 

+  16  44  12.5 

759.0 

0.3 

W 
W 
0 
0 

0 

u 

0 

u 

34  35  53.4 

34  36  38.5 

325  24  54.0 

325  24     7.2 

ß  Can.  min. 

+    8  30  29.5 

759.Q 

0.4 

o 

0 

w 
w 

o 
u 

0 

u 

347  44    11.0 

317  10  25.0 

42  49  36.5 

42  50  23.2 

X  Urs.  min. 

-f-91      2     9.4 

759.0 

0.6 

w 
w 

0 
0 

0 

u 

0 

u 

320  4  8   42.4 

320  47   55.2 

39  42     4.4 

39  42  50.7 

Febr.  26 

s  Urs.  min. 

+  97  47  25.4 

767.7 

+ 

6.0 

0 
0 

o 
u 

46  27  24.6 
46  28     9.6 

* 

w 
w 

0 

u 

34  3  33  27.5 
34  3  32  44.4 

y  Orion  is 

+    6  14  58.7 

757.7 

+ 

4.9 

w 

w 

0 
0 

0 

u 

0 

u 

45     5     7.2 

45     5  54.9 

34  4   55  40.2 

34  4  54  54.3 

a  Orionts 

+    7  23     8.6 

757.7 

+ 

4.2 

0 

0 

w 
w 

0 

u 

0 

u 

34  6     3  49.6 

346     3     3.4 

43  56  57.9 

43  57  45.7 

cf  Urs.  min. 

+  93  23  38.9 

757.7 

+ 

3.9 

w 
w 

0 
0 

0 

u 

0 

u 

347  57  41.5 

347  56  25.2 

42     3  33.8 

42     4  54.5 

y  Gemin. 

+  16  29  31.4 

757.7 

+ 

3.4 

0 
0 

w 

0 

u 

0 

325  40  42.6 
325     9  25.3 
-  34  50  35.0 

. 

w 

u 

34  54   24.5 

54  H.  Cephei 

+  87  43  20.0 

767.7 

+ 

3.3 

w 
w 

0 
0 

0 

u 

0 

u 

324     7   30.9 

324     6  44.2 

35  53  4  6.8 

35  54     2.4 

X  Gemin. 

+  46  44  42.6 

757.7 

+ 

3.2 

0 
0 

w 
w 

0 

u 

0 

u 

325  24  53.2 

325  24     6.9 

34  35  52.6 

34  36  39.8 

ß  Can.  min. 

+    8  30  29.5 

757.7 

+ 

3.0 

w 
w 

0 
0 

0 

u 

0 

u 

42  49  36.3 

42  50  24.0 

317  44      9.6 

347   4  4   22.9 

X  Urs.  min. 

+  94     2     9.4 

757.7 

+ 

2.9 

0 
0 

w 
w 

0 

u 

0 

u 

39  42     6.2 

39  42  52.3 

320  48  43.8 

320   47   55.0 

Num 

■>  -■ 1  -1 » 

Bar.l    Tb. 

Kr. 

■: 

A  hlf.su  np 

1891   Miir/H  ^ 

<f  Cancri 

+  48°83'n'.'0 

HS.f 

+    0?1 

0 
0 

W 

w 

° 

J27°14'  o':o 
327   13  13.2 
82  46  52.0 
32  47  39.5 

76  Drac. 

+  97  52  89.5 

748.4 

+    0.1 

w 
w 

0 

0 

l 

313  28   13.2 
313  27  27.0 
46  32  35.8 
46  33  23.9 

9  Hydrac 

+  %  4g  sa.i 

748.4 

+    0.4 

0 
0 

w 
w 

l 

311    »7      5.5 
Sil    26  17.9 
48  33  46.4 
48  34  33.3 

4  H.  Drac. 

+  S)    48  38.9 

749.4 

0.0 

w 
w 

0 
0 

l 

329  32  12.9 
329  81    28.1 
30  28  36.4 

SO  29  23.7 

+    S  33  58.0 

748.4 

0 
0 
w 
w 

l 

817   14   40.7 
347   13  35.8 
42  46   42.1 
42  4  8  S8.7 

a  LeoDis 

+  12  29  56.4 

748.4 

—    0.1 

w 
w 

0 

0 

■ 

38   SO   41.4 
38  50   59.2 
321    4  0   38.0 
324     9  58.9 

30  11.  Cam. 

+  83     6  54.2 

74  8.4 

—    0.) 

0 
0 

w 
w 

0 

31    40   53.0 
31    47  40.G 
328  14     0.3 
3)8    13   4  4.5 

März  20 

ä  Cancri 

+  18  33  17.5 

713.5 

—    0.6 

w 

0 
0 

» 

82   46   33.8 
82  47   41.4 
327  4  4     1.5 
327  13  15.5 

76  Drac. 

+  95  52  41.4 

743.5 

—    0.6 

0 

0 

w 

w 

■ 

46  82  42.6 
46  33  29.4 

&  Hydrae 

+    2  46  22.0 

743.5 

—    0.7 

w 
w 

0 
0 

o 

48  SS  48.6 
48  84  84.8 
311   27     7.2 
34  4    28  22.S 

1  H.  Drac. 

+  81   48  44.3 

7*3.5 

—    0.8 

0 
0 

w 

w 

■ 

80  1B   41.9 
30  29  28.6 
329  32  15.7 
329   31    28.6 

n  Le  Ollis 

+    8  83  68.1 

743.5 

—    0.9 

w 

0 
0 

■ 

42   46  12.8 
42  48  59.7 
34  7    14   42.1 

817    43   55.4 

a  Leonis 

+  12  29  50.7 

748.6 

—    0.9 

0 
0 

w 
w 

1 

321   10  40.2 
324      9   54.9 
88  50  14.4 
38  61     1.2 
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Name 

Jiiop.           Hur.  1     Tti.      kr.     V,  '    Aliliwmis 

IS9I  Muri  SO 

30  11.  Cum. 

+  83°   6' 86'.'* 

7*3.5 

t?0 

W 
W 
0 
O 

l 

388"  *  3' 59 
398  4  3  4  3 
34   *6  55 
3i    47   (3 

8 
7 
5 
3 

Apnl6 

76  Drac. 

+  97   59    4*.S 

7*7.8 

+ 

6.3 

0 
0 

w 
w 

l 

166   32      4 
166  39  18 
73   97   33 
73   £6  (7 

6 
8 
3 

2 

1  H.  Drac. 

+-  81    4M   *4.6 

7*7.8 

+ 

0 

0 

w 
w 

l 

150   98      9 
450   98   4S 
89  34   30 
89  30   (3 

7 
4 

(■     S   33   SB.5 

7*7.8 

+ 

4.9 

w 

w 

0 
0 

\ 

77   1*      4.8 

77   43   4*.) 

+  13  99  57.* 

7*7.8 

+ 

4.7 

0 
0 

w 
w 

l 

8t    (0      3.8 
81      9    16.1 
158  49   81.9 
158  50   18.4 

April  19 

*  Hydra e 

+  s  46  39.4 

755.0 

+ 

6.i 

w 
w 

0 
0 

l 

168  89  47.1 

168   33   39.9 
71    96      7.1 
74    95  94.7 

1  H.  Drac. 

+  81   *8  *6.5 

755.0 

+ 

5.9 

0 
0 
w 
w 

5 

150  37   (6.1 

150  98   33.3 
89  34      9.3 
89  SO  94.6 

n  Le  oiiis 

i-    »  33  S9.1 

735.0 

+ 

5.4 

w 

w 

0 

ü 

l 

169  (5  19,9 

169  4S   55.7 
77  43   *9.9 
77   19   57.7 

+  19  99  58.3 

755.0 

+ 

5.2 

0 
0 

w 
w 

l 

81      9  44.0 
81      8  57.4 
ISS   *9  14.* 
158   49  57.1 

30  ]].  Cam. 

+  83     7     3.* 

735.0 

+ 

4.9 

w 
w 

0 
0 

\ 

88   13  53.6 
88  19     6.* 
151    46     4.3 
151    46  54.1 

Juli  IS 

t  Urs.  min. 

+  89  43     *.* 

7*8.5 

+ 

7.3 

W 

w 

0 
0 

l 

399     7  51.4 
339     7     5.0 
30  53     7.0 

30  53   53.8 

a  Ophiuchi 

+  18  88  93.8 

7*8.5 

+ 

7.0 

0 
0 

w 

\v 

l 

331    19      8.6 
331   18  33.0 
38   41    51.6 
38  *3  35.1 

ß  Ophiucbi 

+    4  16  *7.7 

7*8.5 

+ 

6.9 

w 

w 

0 

l 

46  «3  96.9 
46   **   41.9 
313    47   34.7 

0 

" 

313  16  45 

0 

Niim«               <T  app. 

Bar. 

TU. 

Kr. 

F.  |   Ablesung 

1891  Juli  10 

rf  Urs.  min. 

+  86°36'45':9;748.!; 

+  1B?9 

0 

3S°46'46'.'7 

ü 

3B   17  33.8 

w 

33t  44   10.4 

w 

334  (8  35.3 

(09Herculis 

-|-31    43   15.1 

748.5 

+  16.B 

w 

w 

Ü 
0 

• 

89  36  56.0 
39  37    41.6 
330  34     0.7 
330  33    IS.3 

54  11.  Cephel 

+  98   46  89.8 

748.5 

+  46.1 

0 

w 

■ 

41    87      4.1 
41   27  49.1 
318  33   57.3 

Juli  31 

«  Urs.  min. 

+  88    13      5.5 

753.9 

+  (6.4 

0 

Ö 

w 

w 

■ 

30   53      8.4 
30   53  BS.9 
329      7   47.5 
329      7      1.7 

a  Oplliuclli 

+  13  38  84.6 

75S.M 

+  1B.8 

w 

w 

0 
0 

; 

33   41    46.8 
38   43  33.4 
331    49      9.9 
331    48  31.7 

ß  Opliiuclii 

+     t    36   48.2 

753.9 

+  15.4 

0 
0 

w 
w 

■ 

313   17   34.4 
313  46  47.0 
46  43  26.6 
46  44   41.5 

<f  Urs.  min. 

+  86  36  47.3 

753.9 

+  15.0 

w 
w 

0 

0 

; 

324  4  4     9.5 
334   43  33.0 
3B   18  49.0 
35  4  7   3S.fi 

109Herculis 

+  81   4!  16.1 

758.9 

+  lt.9 

0 
0 

w 
w 

; 

330  24      2.6 

330  33   16.0 
39   36  54.9 
2S  37  43.6 

51  H.Cephei 

+  98  47      4.S 

753.9 

+  14.8 

w 

w 

0 

0 

■ 

318  33  56.1 
318  33      8.1 
41   87      1.7 
41    27   49.1 

C  Aquilae 

+  13  48     8.6 

753.9 

+  14.3 

0 
0 

w 

w 

■ 

321  22  53.3 
332  83     6.7 

37  38     5.0 
37  38  S1.8 

l  Urs.  min. 

+  88  BS     3.1 

753.9 

+  14.1 

w 
w 

0 

0 

• 

328  38  4S.9 

332  38      0.1 

37   38    10.9 
37   38   56.9 

Juli  93 

B  Urs.  min. 

+  82  13      5.8 

750.Ü 

+  15.3 

0 
0 

w 
w 

• 

4  50   53   19.4 
1B>   84      6.8 

89      8      3.8 
89     7  17.7 

a  Opbiuchi 

+  13   38  91.9 

750,9 

w 
w 

0 
0 

; 

158  41   57.5 
158  43   44.8 
81    19  83.3 
81   18  36.1 
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Name 

cf  app. 

Bar.|    Th.    JKr. 

F. 

Ablesung 

4894  Juli  23 

ß  Ophiuchi 

-f-    4°36'48'.'4 

mm 
750.9 

+  44?6 

O 

O 

W 

W 

0 

u 

0 

u 

73°4  7'47'.'3 

73  4  7     0.3 

166  43  35.4 

4  66  44   20.9 

cf  Urs.  min. 

+  86  36  47.7 

750.9 

+  44.4 

W 

0 

84  44  49.0 

• 

W 
0 
O 

u 
o 
u 

84   43  34.6 
155  4  6  59.2 
155  47  45.4 

l09Herculis 

+  21    43  46.5 

750.9 

+  13.9 

O 

O 

W 

W 

o 
u 

0 

u 

90  24   4  3.5 

90  23  29.5 

4  49  37     6.4 

4  49  37  53.8 

54H.Cephei 

+  92  47     4.8 

750.9 

+  13.4 

W 
VV 
O 
O 

0 

u 
o 
u 

78  34     6.3 

78  33  49.3 

4  61   27   13.0 

161   28     1.0 

C  Aquilae 

+  43  42     8.9 

750.9 

+  13.0 

O 
O 

0 

u 

82  23     7.4 
82  22  19.5 

w 
w 

0 

u 

157  38  14.6 
457  39     0.0 

A  Urs.  min. 

+  88  58     8.7 

750.9 

+  12.9 

w 
w 

O 
O 

0 

u 

0 

u 

82  22  58.6 

82  22  4  3.2 

4  57  38  48.7 

457  39     6.5 

Juli  28 

e  Urs.  min. 

+  82  43     6.7 

746.4 

+  45.0 

w 
w 

0 
0 

o 
u 
o 
u 

89     7  59.4 

89     7  4  5.9 

150  53  47.9 

150  54     8.6 

a  Opbiuchi 

+  42  38  25.6 

746.4 

+  44.8 

0 
0 

w 
w 

0 

u 

0 

u 

84    49  24.0 

84   48  34.9 

4  58  44   54.7 

4  58  42  42.8 

ß  Ophiuchi 

+    4  36  48.9 

746.4 

+  4  4.9 

w 
w 

0 
0 

0 

u 

0 

u 

4  66   43  82.8 

466  44  48.6 

73  4  7  44.8 

73  46  57.6 

cf  Urs.  min. 

+  86  36  49.0 

746.4 

+  4  3.9 

0 
0 

w 
w 

0 

u 

0 

u 

455  47     4.0 

455  47  46.5 

84  44  47.4 

84  43  32.8 

Juli  30 

e  Urs.  min. 

+  82  43     7.0 

745.7 

+  4  6.0 

0 
0 

w 
w 

0 

u 

0 

u 

270  53  4  4.7 
270  54     2.4 
209     7  55.7 
209  "  7     8.4 

«  Ophiuchi 

+  42  38  25.8 

745.7 

+  4  5.5 

w 
w 

0 

0 

u 

0 

278  44   53.4 
278  42  38.4 
204   4  9  4  6.5 

. 

0 

u 

204   48  80.4 

ß  Ophiuchi 

+    4  36  49.1 

745.7 

+  15.8 

0 
0 

0 

u 

493  4  7  39.5 
193  4  6  52.8 

• 

w 
w 

0 

u 

286  43  27.6 
286  44  44.4 

(OBHerculis 

ifipp.       ]b»c  |    Tta. 

Kr.    V. 

Ablesung 

1891   Juli  30 

+  si°*nr» 

7(5.7 

+  15?1 

W 

0 

169037'    M 

w 

169  37  46.0 

0 

4(0   S*      7.7 

0 

210   13   13.7 

5IH.Cephci 

+  9t  47     3.S 

745.7 

+  4  4.8 

0 
0 

w 

w 

; 

181  17  10.5 
181  17  56.7 
198  33  58.5 
198  33  10.3 

AuguslS 

<i  üphiuohi 

+  11  38  16.5 

747.S 

+  13.» 

w 

w 

0 
0 

■ 

178  41  51.6 
278  41  38.3 
101  19  18.3 
«01    18   81.2 

p  Ophiuchi 

+     4   IS   49.6 

747.9 

+  13.9 

0 
0 

w 
w 

■ 

193   47   41.1 

193  16  54.7 
38«  43  17.8 
186   44   46.1 

,r  Urs.  min. 

+  86   36   50.9 

747.» 

+  13.6 

w 
w 

0 
0 

■ 

104  44  41.0 
104  43  14.3 

175  46  S8.0 
175  17  44.8 

109  Herculis 

+  31    41   18.9 

747.9 

+  13.0 

0 
0 

w 

w 

; 

14  0  14  8.3 
11  <  18  33.9 
169   37      1.5 

169   37   46.0 

51  H.  Ccphei 

+  93  47     5.1 

747.9 

+  11.6 

w 
w 

0 
0 

■ 

198  33  55.6 

198  33  10.0 
381  37  11.0 
18t   17    58.6 

C  Aquilae 

+  11  *£  H.l 

747.9 

+  13.« 

0 
0 

° 

101  13  1.1 
101   13   14.1 

Wj  o 

177  38     6.5 

WJ  u 

377   38   53.6 

1  Urs.  miD. 

+  88  58  13,8 

747.9 

+  ti.i 

w 
w 

0 
0 

\t 

101  S3   47.1 

203  11  0.9 
377   88   11.0 

377   39     7.1 

Zur  Ableitung  der  Zenithpunkte  wurden  nur  diejenigen  Be- 
obachtungen herangezogen ,  welche  vollkommen  einwurfsfrei 
sind.  Nach  der  unten  zusammengestellten  Uebersicht  sind  Ver- 
änderungen im  Laufe  eines  Abends  nirgends  zu  conslatiren,  wo- 
für auch  die  vorzugliche  Constanz  von  Abend  zu  Abend  spricht. 
Für  1 890  December  7  sind  2  Zenith  punkte  berechnet,  da  nach 
30  H.  Garn,  eine  grössere  Pause  stattgefunden  hat,  in  der  wahr- 
scheinlich die  Befestigungsschrauben  des  Niveaus  angezogen 
worden  sind,  wie  dies  öfters  zu  Beginn  eines  Beobachtungs- 
abends geschehen  ist,  ohne  dass  dies  besonders  notirt  wurde; 
daraus  erklären  sich  denn  auch  einige  Sprünge,  wie  von  Jan.  29 
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zu  Febr.  9,  Febr.  4  0  zu  Febr.  \  2  etc.  Einige  Abende  schienen 
darauf  hinzuweisen,  dass  zwischen  Zenithpunkten  aus  Nord- 
resp.  Südsternen  ein  Unterschied  bestände;  eine  Untersuchung 
darüber  hat  aber  nichts  derartiges  nachzuweisen  vermocht. 

Die  Einführung  der  Zenithpunkte  bei  der  Reduction  dieser 
Beobachtungen  kann  natürlich  an  den  Endresultaten  ebenso  wenig 
ändern,  wie  Biegung,  Standcorrectionen  etc.,  aber  sie  ermöglicht 
erst  ein  sicheres  Urtheil  über  die  Güte  des  Instrumentes  und  den 
Werth  der  Beobachtungen. 

Da  stets  mit  dem  rechten  Auge  beobachtet  wurde,  war  man 
gezwungen,  bei  Südsternen  in  Fernrohr  West,  bei  Polsternen 
Fernrohr  Ost,  dem  Kopfe  eine  etwas  gezwungene  Lage  zu  geben. 
Infolge  dessen  war  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  die  veränderte 
Lage  des  Auges  einen  systematischen  Unterschied  zwischen  den 
beiden  Kreistagen  hervorbringen  würde,  der,  ohne  Einfluss  auf 
den  Zenithpunkt,  bei  Polsternen  entgegengesetzten  Sinn  haben 
musste  als  bei  Südsternen.  Zu  einem  Versuche,  diesen  Unter- 
schied aufzufinden,  wurden  die  beiden  grösseren,  innerlich  gut 
übereinstimmenden  Reihen  des  Februar  und  Juli  verwendet. 
Sie  gaben  aus  42  Differenzen  (Polsterne)  und  49  Differenzen 
(Südsterne)  die  Differenz  Kr.  0.  —  Kr.  W. 

+  074  4  bezw.  —  074  2 
mit  einem  mittleren  Fehler  von  je  ±:0744.    Obwohl  die  Un- 
sicherheit grösser  ist  als  die  gesuchte  Grösse,  lässt  doch  vielleicht 
das  entgegengesetzte  Vorzeichen  einen  kleinen  Unterschied  ver- 
muthen.  Nachstehend  sind  die  Zenithpunkte  zusammengestellt. 


Tafel  B. 


Sterne 

Zenithpunkte 

Abendmittel 

1890  Dec.  44 

S 

420°    5' 5478 

120°    5' 5277 

N 

52.0 

S 

54.2 

N 

53.8 

S 

52.0 

Dec.    7 

N 

240     3  49.7 

240     3  49.9 

N 

20.2 

S 

22.0 

3  22.7 

N 

22.4 

S 

23.2 

N 

23.4 
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Fr.  Hahn, 


Sterne 

Zeni 

th  punkte 

Abend  mittel 

1890  Dec.  14 

S 
S 

N 

240° 

3'      " 
23.2 

22.8 

240° 

3'  23'.'0 

Dec.  4  4 

N 
S 
S 
N 
S 

240 

3  22.7 
25.4 
23.3 
24.0 
24.4 

240 

3  24.0 

Dec.  45 

S 

N 

0 

3  38.2 
35.9 

0 

3  37.0 

• 

S 

N 

38.0 
36.0 

1891  Jan.     3 

S 

N 
S 

N 

0 

3  35.5 
35.9 
36.0 
36.4 

0 

3  35.9 

Jan.  29 

N 
S 
S 
N 
S 
N 
S 
S 
N 

120 

4  44.2 
44.7 
44.7 

44.7 
45.8 
44.4 
45.6 
44.0 
45.9 

420 

4  44.9 

Febr.  9 

N 
S 
S 
N 
S 
N 
S 
S 
N 

420 

4     2.0 
2.3 
4.5 
2.6 
4.7 
2.4 
2.0 
4.7 
2.2 

420 

4     2.0 

Febr.  4  0 

N 
S 
S 

240 

3  27.0 
26.2 

27.2 

240 

3  27.2 

N- 

27.0 

S 

28.4 

N 

26.7 

S 

27.8 

S 

27.5 

.N 

27.0 
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1 

Sterne 

Zenitbpunkte 

Abendmittel 

1891  Febr.  12 

N 

240° 

3'  22'.'6 

240° 

3'  22'.'6 

Febr.24 

N 
S 

240 

3  22.4 
24.0 

240 

3  22.5 

S 

• 

22.0 

N 

22.6 

S 

23.2 

N 

22.7 

S 

23.3 

• 

S 

23.4 

N 

21.7 

Febr.25 

N 
S 

s 

N 
S 
N 
S 
S 
N 

0 

0  23.8 
25.4 
23.5 
24.3 
23.7 
23.7 
23.2 
23.9 
23.0 

0 

0  23.7 

Febr.26 

N 
S 

0 

0  24.9 
24.4 

0 

0  23.7 

s 

24.4 

t 

N 

22.9 

S 

23.5 

N 

23.5 

S 

23.4 

s 

23.4 

N 

24.3 

März  1 2 

S 

N 
S 

N 
S 

V 

S 

0 

0  26.4 
24.9 
25.7 
25.2 
26.8 
25.6 
27.4 

0 

0  25.9 

März  20 

s 

N 
S 
N 
S 
S 
N 

0 

0  28.0 

28.2 
28.6 
27.4 
27.6 
28.0 

0 

0  28.0 
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Fr.  Hayn, 


Sterne 

Zenithpunkte 

Abendmitlei 

1891  April   6 

N 
N 
S 
S 

4  4  9°  59'  47"7 
46.3 

47.3 

4  49° 

59'  47?4 

April  1 9 

S 
N 
S 
S 
N 

449  59  27.2 
28.3 
27.4 
27.4 
28.6 

449 

59  27.7 

Juli    16 

N 
S 
S 
N 
S 

0     0  29.0 
29.5 
28.6 
29.0 
27.8 

0 

0  28.9 

* 

N 

29.5 

Juli    21 

N 
S 
S 
N 
S 
N 
S 
N 

0     0  27.8 
27.9 
29.8 
28.9 
29.0 
28.7 
28.9 
28.7 

0 

0  28.7 

Juli    23 

N 
S 
S 
N 
S 
N 
S 
N 

420     0  44.7 
40.2 
40.9 
39.5 
40.8 
39.9 
40.3 
39.2 

420 

0  40.3 

Juli    28 

N 
S 
S 

N 

420     0  39.4 
38.3. 
38.4 
39.3 

420 

0  38.8 

Juli    30 

N 

240     0  35.2 

240 

0  34.3 

S 

34.4 

9 

S 

33.5 

s 

34.3 

N 

34.2 
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Sterne 

Zenithpunkte 

Abendmittel 

4894  Aug.    5 

'  s 

240°    O'35'.'O 

240°    0'34'.'4 

s 

34.9 

N 

34.5 

S 

35.4 

N 

33.8 

S 

33.8 

N 

34.0 

Die  folgende  Tafel  giebt  die  einzelnen  Breiten.  Die  Columnen 
sind  ohne  weiteres  verständlich:  Datum,  Name  des  Sterns,  Cul- 
mination,  endlich  <f.  Die  Columnen  I  und  II  werden  weiter  unten 
besprochen.  Die  in  eckige  Klammern  geschlossenen  Zahlen  haben 
nur  halbes  Gewicht.  Am  Schluss  der  Tafel  sind  die  Resultate 
der  Beobachtung  von  a  Urs.  min.  1894  Juli  9  und  43  angeführt. 


Tafel  C. 


Name 

Culm. 

<p 

I 

II 

4890  Dec.      1 

a  Equulei  .    . 

54°20'6'/4 

5'.'4 

579 

4  H.  Drac.  .    . 

u 

4.4 

5.4 

4.6 

&  Pegasi .    .    . 

6.8 

5.8 

6.3 

30  H.  Cam. .    . 

u 

3.7 

4.7 

4.2 

C  Pegasi .    .    . 

6.0 

5.4 

5.6 

Dec.      7 

4  H.  Drac.  .    . 

u 

4.8 

5.8 

6.2 

30  H.  Cam. .    . 

u 

4.9 

5.9 

6.3 

d  Piscium   .    . 

• 

7.4 

6.4 

6.0 

43  H.  Ceph.   . 

0 

4.4 

5.2 

5.6 

e  Piscium   .    . 

8.5 

7.5 

7.4 

a  Urs.  min.    . 

0 

4.4 

5.0 

5.4 

Dec.    4  4 

d  Piscium   .    . 

[6.7] 

[5.7] 

[5.3] 

e  Piscium    .    . 

8.6 

7.6 

7.2 

a  Urs.  min.    . 

0 

5.4 

6.3 

6.7 

Dec.    4  4 

4  H.  Drac.  .    . 

u 

3.9 

4.9 

5.3 

£  Pegasi  .    .    . 

6.7 

5.8 

5.4 

#  Pegasi .    .    . 

7.2 

6.2 

5.8 

30  H.  Cam..    . 

u 

4.2 

5.2 

5.6 

£  Pegasi .    .    . 

6.7 

5.8 

5.4 

Dec.    45 

d  Piscium   .    . 

6.7 

5.7 

5.6 

43  H.  Ceph.    . 

0 

4.8 

5.6 

5.7 

e  Piscium    .    . 

6.4 

5.4 

5.0 

a  Urs.  min.     . 

0 

4.9 

5.8 

5.9 
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Name 

Culm. 

9> 

1 

11 

1894   Jan.      3 

<5  Piscium    .    . 

54°20'5"8 

4'.'8 

4'.'7 

43  H.  Geph.    . 

0 

6.3 

7.4 

7.2 

£  Piscium    .    . 

6.9 

5.9 

5.8 

a  Urs.  min.    . 

0 

5.5 

6.4 

6.5 

Jan.    29 

€  Urs.  min. .    . 

u 

6.0 

7.0 

6.5 

y  Orionis    .    . 

4.4 

3.4 

3.6 

a  Orionis    .    • 

6.9 

5.9 

6.4 

d  Urs.  min.    . 

u 

5.4 

6.3 

5.8 

y  Gemin.    .    . 

5.4 

4.6 

5.4 

54  H.  Geph.    . 

0 

5.0 

5.8 

5.3 

X  Gemin.     .    . 

5.8 

4.8 

5.3 

ß  Can.  min.    . 

5.7 

4.7 

5.2 

1  Urs.  min.    . 

u 

6.8 

7.7 

7.2 

Febr.    9 

e  Urs.  min.     . 

u 

6.0 

7.0 

6.5 

y  Orionis    .    . 

4.2 

3.2 

3.7 

a  Orionis    .    . 

5.9 

4.9 

5.4 

d  Urs.  min.    . 

u 

5.6 

6.5 

6.0 

y  Gemin.    .    . 

5.3 

4.5 

5.0 

51  H.  Cepb.   . 

0 

4.9 

5.7 

ÖL.2 

1  Gemin.    .    . 

5.4 

4.3 

4.8 

ß  Can.  min.    . 

7.7 

6.7 

7.2 

1  Urs.  min.     . 

u 

5.0 

5.9 

5.4 

Febr.  4  0 

e  Urs.  min.     . 

u 

5.4 

6.4 

6.5 

y  Orionis    .    . 

6.4 

5.4 

4.6 

a  Orionis    .    . 

7.6 

6.6 

6.2 

ö  Urs.  min.     . 

u 

3.8 

4.7 

5.4 

y  Gemin.    .    . 

6.4 

5.6 

5.2 

54  H.  Ceph.   . 

0 

4.0 

4.8 

5.2 

1  Gemin.    .    . 

7.4 

6.6 

6.2 

ß  Can.  min.    . 

6.8 

5.8 

5.4 

1  Urs.  min.     . 

u 

4.0 

4.9 

5.3 

Febr.  1 2 

€  Urs.  min.     . 

u 

4.5 

5.5 

5.9 

Febr.  24 

€  Urs.  min.     . 

u 

4.5 

5.5 

5.9 

y  Orionis    .    . 

5.9 

4.9 

4.5 

a  Orionis    .    . 

6.7 

5.7 

5.3 

d  Urs.  min.     . 

u 

3.0 

3.9 

4.3 

y  Gemin.     .    . 

6.8 

6.0 

5.6 

54  H.  Ceph.   . 

0 

3.7 

4.5 

4.9 

X  Gemin.    .    . 

7.4 

6.3 

5.9 

ß  Can.  min.    . 

6.3 

5.3 

4.9 

k  Urs.  min.    . 

u 

4.0 

4.9 

5.3 

Febr.  25 

€  Urs.  min.     . 

u 

4.5 

5.5 

5.6 
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1           Name 

Culm. 

g> 

I      |      11 

4894  Febr.  25 

y  Orionis    .    . 

54°  20' 579 

479 

478 

a  Orionis    .    . 

6.6 

5.6 

5.5 

d  Urs.  min.     . 

U 

3.9 

4.8 

4.9 

y  Gemin.     .    . 

5.4 

4.6 

4.5 

54  H.  Ceph.    . 

3.8 

4.6 

4.7 

X  Gemin.     .    . 

5.1 

4.3 

4.2 

ß  Gan.  min.    . 

5.4 

4.4 

4.3 

X  Urs.  min.     . 

u 

4.7 

5.6 

5.7 

Febr.  26 

€  Urs.  min. .    . 

u 

4.7 

5.7 

5.8 

y  Orionis    .    . 

5.6 

4.6 

4.5 

a  Orionis    .    . 

6.2 

5.2 

5.4 

d  Urs.  min.     . 

u 

4.2 

5.4 

5.2 

y  Gemin.    .    . 

6.0 

5.2 

5.4 

54  H.  Ceph.    . 

0 

3.9 

4.7 

4.8 

X  Gemin.     .    . 

5.7 

4.9 

4.8 

ß  Gan.  min.    . 

6.4 

5.4 

5.3 

X  Urs.  min.     . 

u 

4.5 

5.4 

5.5 

März  42 

d  Gancri .    .    . 

6.5 

5.7 

5.6 

76  Drac. .    .    . 

u 

4.6 

5.6 

5.7 

&  Hydrae   .    . 

6.2 

5.4 

5.0 

4  H.  Drac.  .    . 

0 

4.4 

4.8 

4.9 

7t  Leonis     .    . 

6.6 

5.6 

5.5 

et  Leonis.    .    . 

6.4 

5.2 

5.4 

30  H.  Garn.     . 

0 

4.5 

5.2 

5.3 

März  20 

6  Gancri .    .    . 

7.0 

6.2 

6.4 

76  Drac. .    .    . 

u 

[3.4] 

[4.4] 

[4.5] 

0-  Hydrae    .    . 

5.5 

4.4 

4.3 

4  H.  Drac.  .    . 

0 

4.7 

5.4 

5.5 

tc  Leonis     .    . 

6.8 

5.8 

5.7 

a  Leonis     .    . 

6.8 

5.9 

5.8 

30  H.  Garn. .    . 

0 

5.0 

5.7 

5.8 

April    6 

76  Drac. .    .    . 

u 

6.8 

7.8 

7.3 

4  H.  Drac.  .    . 

0 

5.0 

5.8 

5.3 

rc  Leonis    .    . 

[7.8] 

[6.8] 

[7.3] 

a  Leonis.    .    . 

4.8 

3.9 

4.4 

April  49 

&  Hydrae   .    . 

5.2 

4.4 

4.6 

4  H.  Drac.  .    . 

0 

5.0 

5.7 

5.2 

n  Leonis     .    . 

6.3 

5.3 

5.8 

a  Leonis.    .    . 

4.9 

4.0 

4.5 

30  H.  Garn.     . 

0 

4.3 

5.0 

3.9 

Juli     4  6 

£  Urs.  min. .    . 

0 

3.5 

4.2 

4.3 

a  Opbiuchi.    . 

7.5 

6.6 

6.5 

Math.-phyB.  Claus 

e.  1893. 

2 

\ 
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Name 

Culm. 

9> 

I 

11 

1894   Juli     4  6 

ß  Ophiuchi .    . 
ö  Urs.  min.     . 

0 

54°20'8'/0 

4.7 

7:'0 
5.5 

V/9 
5.6 

4  09  Herculis  . 

6.0 

5.3 

5.2 

Juli     24 

51  H.  Ceph.    . 
e  Urs.  min. .    . 

u 

0 

4.2 

2.2 

5.1 
2.9 

5.2 
3.0 

a  Ophiuchi 
ß  Ophiuchi.    . 
d  Urs.  min.     . 

0 

6.7 
7.3 
4.0 

5.8 
6.3 
4.8 

5.7 
6.2 
4.9 

1 09  Herculis  . 

5.8 

5.4 

5.0 

54  H.  Ceph.    . 
£  Aquilae   .    . 
k  Urs.  min.     . 

u 

0 

4.6 
8.1 
2.9 

5.5 

7.2 
3.8 

5.6 
7.4 
3.9 

Juli     23 

£  Urs.  min. .    . 

0 

4.6 

5.3 

4.8 

a  Ophiuchi.    . 
ß  Ophiuchi .    . 
d  Urs.  min. 

0 

5.5 
5.5 
4.9 

4.6 
4.5 
5.7 

5.1 
5.0 
5.2 

1 09  Herculis  . 

5.8 

5.4 

5.6 

51  H.  Ceph.    . 
£  Aquilae    .    . 
\  Urs.  min.     . 

u 

0 

4.7 
5.8 
5.3 

5.6 
4.9 
6.2 

5.4 
5.4 
5.7 

Juli     28 

e  Urs.  min. .    . 

0 

5.1 

5.8 

5.3 

a  Ophiuchi 
ß  Ophiuchi.    . 
d  Urs.  min. .    . 

0 

6.0 
6.1 
4.6 

5.1 
5.1 
5.4 

5.6 
5.6 
4.9 

Juli     30 

e  Urs.  min. .    . 

0 

3.7 

4.4 

4.8 

a  Ophiuchi.    . 
ß  Ophiuchi .    . 
4  09  Herculis  . 

6.9 
6.5 
6.5 

6.0 
5.5 
5.8 

5.6 
5.4 
5.4 

51  H.  Ceph.    . 

u 

4.4 

5.3 

5.7 

Aug.     5 

a  Ophiuchi 
ß  Ophiuchi 
d  Urs.  min. .    . 

0 

6.8 
6.6 
4.0 

5.9 
5.6 
4.8 

5.5 
5.2 
5.2 

1 09  Herculis  . 

8.0 

7.3 

6.9 

• 

54  H.  Ceph.    . 
£  Aquilae    .    . 
1  Urs.  min.     . 

u 

0 

4.3 

7.4 
2.7 

5.2 
6.5 
3.6 

5.6 
6.4 
4.0 

Juli       9 

a  Urs.  min.     . 

4.4 

5.0 

5.4 

i 

4.4 

5.3 

5.7 

5.5 

6.4 

5.9 

4.4 

5.0 

5.4 

4.2 

5.4 

5.5 

. 

4.8 

5.7 

5.2 
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1          Name 

Culra. 

<P 

i 

11 

4894  Juli 

43 

a  Urs.  min.     . 

51°  20' 470 
4.4 
5.4 
4.8 
3.8 
4.2 

• 

479 
5.3 
6.3 
5.7 
4.7 
5.1 

570 
5.7 
5.8 
5.8 
5.1 
4.6 

Bei  der  Ableitung  der  Biegung  ist  vorausgesetzt  worden, 
dass  sie  in  der  Form  b  sin  z  darstellbar  ist;  ob  dies  wirklich  der 
Fall  ist,  kann  aus  den  vorliegenden  Zahlen  nicht  nachgewiesen 
werden,  da  z  nur  zwischen  den  Grenzen  30°  und  50°  schwankt, 
und  infolge  dessen  bei  der  Kleinheit  der  Constanten  Aenderungen 
proportional  dem  Sinus  der  Zenithdistanz  zu  unbedeutend  sind.  Es 
ist  übrigens  nicht  unwahrscheinlich,  dass  zwischen  den  Breiten 
aus  nördlichen  und  südlichen  Sternen  ein  Unterschied  besteht, 
der  unabhängig  von  z  ist.  Man  nehme  nur  an,  dass  sich  das 
Objectiv  in  seiner  Fassung  ein  wenig  verstellt,  so  können  daraus 
Unterschiede  von  mehreren  Secunden  entstehen;  denn  bei  den 
geringen  Dimensionen  des  Instrumentes  entsprechen  Bogen- 
secunden  Tausendsteln  eines  Millimeters.  Die  resultireude  Bie- 
gung für  die  Zenithdistanz  ist  für 

Zenithpunkt      0°  =  —  0797 

120   =  —  0.43 
240   =  —  4.32 

das  giebt  nach  obiger  Annahme  für  den  Horizont 

-4752 

—  0.67     und  im  Mittel  —  4741 

—  2.03 

Mit  diesem  Werthe  von  b  sind  sämmtliche  Beobachtungen  redu- 
cirt  worden.  Früher,  vor  Anbringung  der  Theüungsfehler,  waren 

die  Zahlen 

z  b 

0°  —  3'.'46 
420  +2.11 
240         —2.25 

Die  drei  Werthe  sind  also  durch  Gorrection  für  Theüungsfehler 
einander  bedeutend  genähert  worden ;  ja  ihre  Unterschiede  sind 

24* 
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leicht  zum  Verschwinden  zu  bringen,  wenn  man  nur  die  Durch- 
messercorrectionen  an  den  betreffenden  Stellen  um  O'.M  bis  072 
ändert.  Mit  dieser  Unsicherheit  können  immerhin  die  systema- 
tischen Theilungsfehler  an  einer  Stelle  bestimmt  sein;  denn  bei 
einer  Anzahl  von  90  Durchmessern  spielen  die  zufälligen  Fehler 
der  einzelnen  Striche  noch  eine  grosse  Rolle.  Wäre  dies  voraus- 
zusehen gewesen,  so  wären  vielleicht  180  Durchmessercorrec- 
tionen  bestimmt  worden;  nach  Abschluss  der  Untersuchung  aber 
musste  man  sich  begnügen,  diese  Fehler  erkannt  und  zu  ihrem 
grössten  Theile  eliminirt  zu  haben,  es  war  also  der  Zweck  vor- 
liegender Arbeit  erreicht. 

Berechnet  man  nun  die  Biegung  mit  dem  Mittel  wer  the — 1  74 1 , 
so  bleiben  demnach  noch  Unterschiede  zwischen  Breiten  aus 
nördlichen  und  südlichen  Sternen  in  den  einzelnen  Ständen, 
welche  verschwinden,  wenn  man  folgende  Gorrectionen  anbringt: 

Zenithpunkt  0°  120°  240° 

FürSttdsterne    —  0707       +  0'/47       —  0740 
»    Nordsterne    +0.07       —0.47       +0.40 

Es  brauchen  übrigens  diese  systematischen  Gorrectionen  nicht 
vonTheilungsfehlern  herzurühren,  sondern  sie  können  sehr  leicht 
ihren  Grund  in  verschiedenen  Biegungen  des  Kreises  in  den  drei 
Ständen  haben  infolge  nicht  ganz  homogenen  Materials.  Dass 
diese  Gonjectur  keine  gezwungene  ist,  erhellt  aus  der  Grösse 
eines  Winkelwerthes  von  074  in  Millimetern  ausgedrückt:   am 

Kreise  ist  T  =  0M00078,  also  074  =  Ö"o003. 

In  obiger  Tafel  G  nun  enthalten  Golumne  I  und  II  die  für 
Biegung  bezw.  für  Biegung  und  Standcorrection  verbesserten 
Breiten. 

Ueberblickt  man  die  einzelnen  Zahlen  in  Columne  II,  so 
fallen  die  Werthe  bei  e  Urs.  min.  und  y  Orionis  auf.  Im  Winter, 
in  unterer  Culmination,  giebt  €  Urs.  min.  ein  zu  grosses  cp,  im 
Sommer,  in  oberer  Culmination,  ein  zu  kleines,  y  Orionis  giebt 
eine  zu  kleine  Breite.  Bildet  man  die  Differenzen  zwischen  dem 
Tagesmittel  aus  Sternen  derselben  Kategorie  und  dem  betreffen- 
den Sterne,  so  ergiebt  sich  für  e  Urs.  min.  eine  Correction  von 
+  0755  für  obere  Culmination  und  —  0765  für  untere  Culmina- 
tion, d.  h.  die  Verbesserung  von  d  beträgt  +  0760;  sie  hat  für 
y  Orionis  den  Werth  +  0783.  Diese  Gorrectionen  sind  natürlich 
keine  absoluten,  sondern  sie  bilden  die  Reduction  auf  8  Urs.  min., 
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54  H.  Gephei,  X  Urs.  min.,  resp.  auf  c^Orionis.  y  Geminorum, 
k  Geminorum  und  ß  Can.  min.  Dass  für  das  Instrument  diese 
relativen  Correctionen  existiren,  ist  nicht  zu  bezweifeln;  ob  sie 
aber  allgemein  gültig  sind,  ist  immerhin  unsicher.  Würde  man 
die  Gorrection  der  Declination  nur  aus  Beobachtungen  desselben 
Abends  ableiten,  so  wäre  das  gleichbedeutend  mit  Weglassen 
des  Sterns.  Da  jedoch  diese  Correctionen  aus  den  Resultaten 
einer  ganzen  Reihe  von  Abenden  berechnet  sind,  so  gewinnt 
immerhin  durch  Mitnehmen  des  betr.  Sterns  die  Sicherheit  des 
betr.  Tagesmittels. 

In  Tafel  D  befindet  sich  eine  Zusammenstellung  der  Tages- 
mittel. In  der  2.  Golumne  bedeutet  die  erste  Zahl  die  Anzahl 
der  Polsterne,  die  zweite  die  der  Südsterne,  dann  folgen  die 
beiden  Tagesmittel  mit  Fortlassung  der  Grade  und  Minuten, 
ihre  Differenz,  und  schliesslich  das  Mittel  aus  Gol.  III  und  IV. 

Tafel  D. 


N  S 

Nord 

Süd 

N-rS 

Mittel 

V 

4  890  Decembex 

•    4 

2:3 

4'.'40 

5'/93 

—  4 '.'53 

5'.'4  6 

—  0'.'32 

Decembei 

■    7 

4:2 

5.88 

6.55 

—  0.67 

6.24 

+  0.73 

December  4  4 

1  :2 

6.70 

6.57 

+  0.43 

[6.63] 

[+4.45} 

December  4  4 

2:3 

5.45 

5.53 

—  0.08 

5.49 

+  0.04 

December  4  5 

2:2 

5.80 

5.30 

+  0.50 

5.55 

+  0.07 

4894  Januar 

3 

2:2 

6.85 

5.25 

+  4.60 

6.05 

+  0.57 

Januar 

29 

4:5 

6.05 

5.28 

+  0.77 

5.66 

+  0.48 

Februar 

9 

4:5 

5.62 

5.58 

+  0.04 

5.60 

+  0.42 

Februar 

40 

4:5 

5.37 

5.68 

—  0.34 

5.52 

+  0.04 

Februar 

24 

4:5 

4.95 

5.40 

—  0.45 

5.47 

—  0.34 

Februar 

25 

4:5 

5.07 

4.82 

+  0.25 

4.94 

—  0.54 

Februar 

26 

4:5 

5.47 

5.42 

+  0.05 

5.4  4 

—  0.34 

März 

42 

3:4 

5.30 

5.30 

0.00 

5.30 

—  0.48 

März 

20 

3:4 

5.42 

5.47 

—  0.05 

5.44 

—  0.04 

April 

6 

2:2 

6.30 

5.37 

+  0.93 

5.83 

+  0.35 

April 

49 

2:3 

4.55 

4.97 

—  0.42 

4.76 

—  0.72 

Juli 

46 

3:3 

5.23 

6.20 

—  0.97 

5.74 

+  0.23 

Juli 

24 

4:4 

4.50 

6.00 

—  4.50 

5.25 

—  0.23 

Juli 

23 

4:4 

5.35 

5.27 

+  0.08 

5.34 

—  0.47 

Juli 

28 

2:2 

5.40 

5.60 

—  0.20 

5.50 

+  0.02 

Juli 

30 

2:3 

5.55 

5.37 

+  0.48 

5.46 

—  0.02 

August 

5 

3:4 

4.93 

5.92 

—  0.99 

5.42 

—  0.06 

Mittel  5.48 
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Bildet  man  das  Mittel  aus  allen  Abenden  und  legt  denselben 
gleiches  Gewicht  bei  mit  Ausnahme  von  4890  Dec.  4  4,  da  diese 
Zahl  nur  auf  einem  Polsterne  beruht,  so  ergeben  sich  die  in  der 
letzten  Reihe  angefahrten  übrigbleibenden  Fehler. 

Eine  deutliche  Aenderung  von  q>  scheint  sich  in  diesen 
Zahlen  nicht  auszusprechen,  jedoch  zeigen  die  übrigbleibenden 
Fehler,  sowohl  was  Grosse  als  Vorzeichen  anbetrifft,  ein  auffälliges 
Verhalten;  doch  muss  eine  Discussion  so  lange  aufgeschoben 
werden,  bis  anderweitige,  gleichzeitige  und  genauere  Beobach- 
tungen hierüber  vorliegen.  Das  wahrscheinlichste  Resultat  wird 
man  jedenfalls  aus  den  obigen  Tagesmitteln  erhalten,  wenn  man 
einfach  das  Mittel  aus  allen  nimmt;  denn  wenn  auch  einige  der 
Zahlen  vermöge  der  grösseren  Anzahl  der  Sterne  mehr  Sicher- 
heit besitzen,  so  könnte  doch  durch  entsprechende  Gewichts- 
vertheilung  einer  bestimmten  Jahreszeit  zu  hoher  Einfluss  ein- 
geräumt werden.  Giebt  man  also  allen  Abenden  gleiches  Gewicht, 
nur  4  890  Dec.  4  4  aus  dem  schon  oben  genannten  Grunde  das 
Gewicht  £,  so  erhält  man  als  wahrscheinlichsten  Werth  der 
Breite  für  die  Mitte  des  Universalinstrumentes 

;54°  20'  5'.'48. 

Dies  giebt,  reducirt  auf  den  Hauptpfeiler  der  Sternwarte  (Breiten- 
unterschied 43IM  =0742) 

54°  20'  5790. 

Zum  Schluss  mag  noch  Einiges  über  den  Grad  der  Genauig- 
keit gesagt  werden,  welchen  man  mit  diesem  Instrumente  er- 
reichen kann.  * 

Die  Untersuchung  der  Theilungsfehler  hat  ergeben,  dass  der 
zufällige  individuelle  Theilungsfehler  eines  Durchmessers    im 

mm 

Mittel  die  Grösse  zb  076  =  0.0005  besitzt.  Die  Unsicherheit  einer 
Ablesung  beträgt  etwa  4".  Der  mittlere  Fehler  einer  Pointirung 
auf  einen  Stern  wurde  aus  der  Unsicherheit  der  Distanz  der 
horizontalen  Doppelfäden  hergeleitet,  er  ergiebt  sich  hieraus  zu 
=b  079.  Die  aus  den  Beobachtungen  der  Südsterne  berechnete 
Distanz  zeigt  keinen  auffälligen  Unterschied  zwischen  Kr.  O.  und 
Kr.  W.,  wie  bei  der  ScHNAUDF.a'schen  Reihe,  sie  ergiebt  sich  über- 
einstimmend im  Winter  und  Sommer  zu  4674  0.  Dagegen  resul- 
tirt  aus  den  Polsternen  ein  grösserer  Werth :  46'.'60  im  Mittel, 
für  Kr.  O.  46787,  für  Kr.  W.  46733.  Da  sich  bei  den  Südsternen 
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nichts  Auffallendes  zeigt,  so  scheinen  vielleicht  bei  Pointirungen 
auf  Polsterne,  infolge  der  verschiedenen  Fadendicke  (siehe  die 
Bearbeitung  der  früheren  Reihe)  grössere  systematische  Fehler 
unterzulaufen.  Sehr  wahrscheinlich  ist  übrigens  auch  die  An- 
nahme, dass  jenes  eigentümliche  Verhalten  des  Instrumentes, 
welches  weiter  unten  bei  der  Discussion  der  Zenithpunkte  be- 
sprochen wird,  die  Ursache  dieser  Unterschiede  ist. 

Rechnet  man  den  m.  F.  eines  Zenithpunktes  aus  den  Ab- 
weichungen vom  Abendmittel,  so  erhalt  man  dafür  dz  0'.'63. 

Die  Fehler  der  einzelnen  Breitenbestimmungen  wurden  auf 
zwei  verschiedene  Weisen  berechnet:  einmal  wurden  die  Ab- 
weichungen vom  Tagesmittel  der  betr.  Sternart,  sodann  die  vom 
allgemeinen  Tagesmittei  als  übrigbleibende  Fehler  betrachtet. 
Da  ergab  sich  denn  das  auffallende  Resultat,  dass  nach  der  ersten 
Methode  der  m.  F.  eines  cp  kleiner  ist,  als  der  eines  Z,  ±  0756 ; 
nach  der  zweiten  Berechnung,  =b  0764,  sind  sie  nahezu  gleich, 
obwohl  der  Zenithpunkt,  da  er  doch  unabhängig  von  der  Refrac- 
tion  wie  von  der  Declination  ist,  mit  der  grösseren  Genauigkeit 
bestimmt  sein  müsste.  Es  würde  also  hieraus  folgen,  dass  die 
halbe  Differenz  der  Kreisablesungen,  die  Zenithdistanz,  genauer 
bestimmt  wäre,  als  die  halbe  Summe,  der  Zenithpunkt.  Dies 
wäre  nur  möglich,  wenn  die  beiden  Kreisablesungen  in  dem- 
selben Sinne  entstellt  würden,  und  zwar  wechselnd  bei  dem 
einen  Sterne  mehr  als  bei  dem  andern.  Ein  Grund  hierfür  Hesse 
sich  finden  in  Nachziehungen  des  Mikroskopträgers  bei  grossen 
Bewegungen  in  Höhe.  Da  die  Südsterne  ihre  Höhe  während  der 
Beobachtung  stark  ändern,  wurde  hierbei  die  Feinbewegung  sehr 
ausgiebig  verwandt,  dagegen  waren  bei  den  Polsternen  immer 
nur  sehr  kleine  Bewegungen  nöthig.  Und  in  der  That  scheint 
sich  diese  Vermuthung  zu  bestätigen,  wenn  man  den  mittleren 
Fehler  des  Zenithpunktes  in  gleicherweise  wie  bei  cp  berechnet; 
es  ergiebt  sich  dann 

bei  Polsternen  zb  0752, 
»   Südsternendr  0.62. 

Da  nun  das  Mittel  hieraus  kleiner  ist  als  der  oben  gefundene 
Werth,  so  scheint  daraus  zu  folgen,  dass  doch  ein  systematischer 
Unterschied  zwischen  den  Zenithpunkten  aus  Nord-  und  Süd- 
sternen existirt. 

Aus  den  Abweichungen  der  Tagesmittel  von  der  definitiven 
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Breite  erhält  man  als  m.  F.  eines  Abends  =b  0738,  während  er 
nach  Massgabe  des  m.  F.  eines  q>  etwa  ±  0725  sein  müsste. 

Der  Grund  hierfür  liegt  ohne  Zweifel  in  den  constanten 
Fehlern,  mit  denen  ein  Abend  infolge  ungenügender  Elimination 
der  Refraction  behaftet  ist,  andererseits  wird  ein  Schwanken  der 
Polhöhe  natürlich  den  Fehler  auch  vergrössern.  Der  m.  F.  des 
Schlusswerthes  ist  ±  0708. 

Betrachtet  man  die  übrigbleibenden  Fehler  in  Tabelle  D, 
so  muss  auffallen,  dass  bis  4894  Februar  40  die  positiven  Werthe 
vorherrschen;  im  Februar,  März  und  April  sind  sie  wesentlich 
negativ,  und  im  Juli  und  August  sind  die  Fehler  sehr  klein  und 
ihre  Summe  nahe  gleich  Null.  Nachdem  die  anderweitigen, 
gleichzeitigen  Beobachtungen  nach  der  HoRREBow-TALcorr'sohen 
Methode  bekannt  geworden  waren,  verglich  ich  dieselben  mit 
den  hiesigen  Beobachtungen;  es  ergab  sich  eine  ziemlich  gute 
Uebereinstimmung.  Da  nun  die  Leipziger  Beobachtungen  sich 
viel  zu  ungleichmässig  auf  die  verschiedenen  Monate  vertheilen, 
war  es  nicht  angängig,  diese  Werthe  graphisch  auszugleichen. 
Um  eine  Interpolationsformel  zu  erhalten,  wurde  versucht,  die 
Polhöhenschwankung  als  Function  von  sin  0  und  cos  0  darzu- 
stellen. Einmal  wurde  allen  Abenden  gleiches  Gewicht  ertheüt, 
bei  einer  zweiten  Ausgleichung  wurde  4  890  Dec.  4  4  aus  schon 
früher  angeführten  Gründen  das  Gewicht  \  gegeben. 

Ich  führe  der  Uebersicht  halber  hier  noch  einmal  die  beiden 
letzten  Columnen  der  Tabelle  D  an,  das  Uebrige  bedarf  keiner 
Erklärung. 


V 

i 

•1.  Ausgleichung 

1          1       v 

II.  Au 

sgleichung 

V 

4890  Dec.     4 

5l°20'57i6 

—  0732 

5788i—0772 

5782 

—  0766 

Dec.     7 

6.21 

+  0.73 

85 

+  0.36 

89 

+  0.44 

Dec.   4  4 

[6.63] 

+[4.45^ 

84 

+  0.79 

78 

+[0.85] 

Dec.   4  4 

5.49 

+  0.04 

83 

—  0.34 

77 

—  0.28 

Dec.  45 

5.55 

+  0.07 

82 

—  0.27 

77 

—  0.22 

4894  Jan.      3 

6.05 

+  0.57 

77 

+  0.28 

73 

+  0.32 

Jan.    29 

5.66 

+  0.18 

55 

+  0.44 

53 

+  0.43 

Febr.   9 

5.60 

+  0.12 

48+0.42 

46 

+  0.44 

Febr.  4  0 

5.52 

+  0.04 

47  |+  0.05 

46 

+  0.06 

Febr.  24 

5.17 

—  0.34 

44  1—0.27 

44    —  0.27 

Febr.  25 

4.94 

—  0.54 

37  —0.43 

36 

—  0.42 

Febr.  26 

5.4  4 

—  0.34 

36 

—  0.22 

36 

—  0.24 
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V 

(.Ausgleichung 
v 

11.  Ausgleichung 

1         v 

4894  März  42 

54°20'5730 

—  074  8 

5'.'i8 

+  0702 

5729 

+  0704 

März  20 

5.44 

—  0.04 

24 

+  0.20 

26 

+  0.48 

April   6 

5.83 

+  0.35 

47 

+  0.66 

20 

+  0.63 

ApriJ  4  9 

4.76 

-0.72 

43 

—  0.37 

47 

—  0.44 

Juli    46 

5.74 

+  0.23 

36 

+  0.35 

38 

+  0.33 

Juli    24 

5.25 

—  0.23 

39 

—  0.4  4 

44 

—  0.46 

Juli    23 

5.34 

—  0.47 

44 

—  0.4  0 

44 

—  0.40 

Juli    28 

5.50 

+  0.02 

44 

+  0.06 

44 

+  0.06 

Juli    30 

5.46 

—  0.02 

45 

+  0.04 

46 

0.00 

Aug.     5 

5.42 

—  0.06 

49 

—  0.07 

49 

—  0.07 

r/>=54°20'5748 
I.  Ausgl.  5.54     —07284     sin0     —0.276     cos0 

II.  Ausgl.  5.50     —0.243     sin©     —0.245     cosQ 

Für  die  drei  Reihen  sind  die  Summen  der  Fehlerquadrate 
bezw.  2.97,  2.63,  2.26;  dazu  gehören  als  m.  F.  der  Gewichts- 
einheit (Tagesmittel)  db  0738,  ±:  0737,  ±  0734.  Für  die  zweite, 
definitive  Ausgleichung  erhält  man  mit  dem  Werthe  =b  0734  als 
m.  F.  der  mittleren  Polhöhe  ±  07084  und  der  beiden  Coöffi- 
cienten  bezw.  ±  074  4  2  und  =b  074  22.  Das  Resultat  der  zweiten 
Ausgleichung  dürfte  wohl  dem  Werthe  auf  Seite  342  vorzuziehen 
sein,  so  dass  das  definitive  Resultat  dieser  Beobachtungtreihe 
sein  würde: 

fp  =  54°  20'  5792  —  07344  sin  (0  +  45?2) 
gültig  für  den  von  den  Beobachtungen  überspannten  Zeitraum, 
nämlich : 

4  890  December  4  bis  4894  August  5. 

Wie  schon  gesagt,  sind  die  Declinationen  aus  dem  Berliner 
Jahrbuch  interpolirt  worden.  Die  Südsterne  enthalten  deshalb 
nicht  die  von  der  doppelten  Mondlänge  abhängigen  Correctionen, 
ebenso  einige  Polsterne ;  es  war  daher  wünschenswerth  Sicher- 
heit darüber  zu  erlangen ,  ob  diese  Vernachlässigung  auf  den 
Gang  der  Polhöhe  ohne  Einfluss  sei.  In  der  That  ergab  eine 
diesbezügliche  Untersuchung,  dass  im  Allgemeinen  sich  diese 
kleinen  Correctionen  vollkommen  aufheben,  nur  die  Tagesmittel 
der  Februarbeobachtungen  würden  durchgängig  einer  kleinen 
positiven  Gorrection  bedürfen,  +  0704,  welche  das  Endresultat 
um  +  0704  ändern  würde. 


H.  Ambronn ,  lieber  eine  neue  Methode  zur  Bestimmung  der 
Brechungsexponenten  anisotroper  mikroskopischer  Objecte. 

Es  liegen  bis  jetzt  nur  sehr  wenige  Untersuchungen  über 
die  Brechungsexponenten  von  Objecten  vor,  die  nur  der  mikro- 
skopischen Beobachtung  zugänglich  sind.  Der  Grund  dafür 
dürfte  darin  zu  suchen  sein,  dass  derartige  Untersuchungen  mit 
manchen  Schwierigkeiten  verknüpft  und  vor  Allem  sehr  zeit- 
raubend sind.  Man  muss  sich  eine  grossere  Anzahl  von  Flüssig- 
keiten herstellen,  deren  Brechungsexponenten  eine  Reihe  mit 
geringen  Differenzen  bilden.  Dies  lässt  sich  bei  Anwendung  des 
ÄBBE'schen  Refractometer  ziemlich  schnell  ausführen.  Viel  um- 
ständlicher ist  es ,  aus  dieser  Reihe  eine  Flüssigkeit  herauszu- 
suchen, in  der  die  Umrisse  eines  gegebenen  Objectes  verschwin- 
den. Man  darf  dann  annehmen,  dass  die  Brechungsexponenten 
der  Flüssigkeit  und  des  Objectes  dieselben  sind,  vorausgesetzt, 
dass  man  es  mit  einem  optisch  isotropen  Körper  zu  thun  hat. 
Um  grössere  Empfindlichkeit  bei  der  Vergleichung  zu  erzielen, 
hat  Exner  ')  für  diesen  Zweck  eine  kleine  Vorrichtung  am  Mikro- 
skop angebracht,  die  er  als  Mikrorefractometer  bezeichnet. 

Dieselbe  Methode  lässt  sich  auch  anwenden  bei  optisch 
anisotropen  Objecten;  nur  muss  man  hier  in  der  Weise  ver- 
fahren, dass  man  über  einem  Nicol'schen  Prisma  beobachtet  und 
die  Polariationsebene  zunächst  mit  der  einen,  sodann  mit  der 
anderen  Elasticitätsaxe  parallel  stellt.    Man  hat  also  für  jede 


4)  Vgl.  Archiv  für  mikroskopische  Anatomie  Bd.  XXV,  S.  97. 


BftECHÜNGSBXPONBlfTBN  MIKROSKOPISCHER  OBJECTB.  317 

dieser  beiden  Lagen  die  gleich  stark  brechende  Flüssigkeit 
herauszusuchen ;  dadurch  wird  die  Sache  noch  umständlicher. 

Es  ist  nun  eine  theoretische  Möglichkeit  vorhanden,  dieses 
Verfahren  abzukürzen.  Man  kann  leichter  eine  Flüssigkeit  fin- 
den, deren  Brechungsexponent  zwischen  den  beiden  gesuchten 
des  anisotropen  Objectes  liegt,  als  zwei  Flüssigkeiten,  die  gerade 
die  gewünschte  Uebereinstimmung  zeigen.  In  einer  solchen 
Flüssigkeit  wird  das  anisotrope  Object  bei  successiver  Parallel- 
stellung der  Polarisationsebene  mit  den  Elasticitätsaxen  nicht 
verschwinden,  sondern  das  eine  Mal  dichter,  das  andere  Mal 
weniger  dicht  als  das  umgebende  Medium  erscheinen.  Unter  ge- 
wissen Bedingungen  ist  es  jedoch  möglich,  dass  zwischen  beiden 
Lagen  ein  Azimuth  existirt,  in  dem  ein  vollständiges  Verschwin- 
den eintritt. 

Man  kann  ferner  ohne  grosse  Schwierigkeit  noch  eine  oder 
auch  noch  mehrere  Flüssigkeiten  finden ,  deren  Brechungsexpo- 
nenten zwischen  den  beiden  gesuchten  liegen,  und  es  lassen 
sich  auch  für  diese  Flüssigkeiten  die  Azimuthe  bestimmen,  in 
denen  ein  Verschwinden  der  Umrisse  eintritt.  Schon  aus  zwei 
solchen  Winkelmessungen  kann  man  die  gesuchten  Brechungs- 
exponenten durch  Rechnung  ermitteln. 

In  der  senkrecht  zu  den  einfallenden  Strahlen  stehenden 
Durchschnittsfigur  der  Elasticitätsfläche  sind  die  Halbaxen  pro- 
portional den  Quadratwurzeln  aus  den  optischen  Elasticitäten 
in  diesen  Richtungen;  ebenso  ist  ein  beliebiger  Radiusvector 
proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Elasticität  in  der  zu- 
gehörigen Richtung.  Kennt  man  nun  die  Richtung  zweier  Radien 
und  die  entsprechenden  Elasticitäten,  so  kann  man  auch  die 
den  Axen  entsprechenden  Elasticitäten  berechnen.    Es  seien 

die  beiden  Halbaxen:  VeQ  und  Vee;  ein  Radiusvector  sei:  Vemxmd 
seine  Richtung  durch  den  Winkel  a  gegeben.  Dann  ist  nach 
bekannter  Formel : 

e    _  '•«• . 

C'MI    — — 


m       e0  cos*  a  +  ee  sin*  a  J 


ebenso  ist  für  einen  zweiten  Radiusvector  Ve^  und  dessen  durch 
a4  gegebene  Richtung 


e.  —  e'6e 


n       e0  cos*  cr4  +  ee  sin*  tr4 
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Hieraus  lassen  sich  e0  und  ee  berechnen.   Man  erhält: 

emen(cos*a  —  cos*a4) 

0        em  cos*  a  —  en  cos*at  ' 

e  =emen{&int  a  — sin*  ccj 
e       em  sin*  a  —  en  sin*  a4 

Führt  man  nun  für  die  Werthe  von  e0,  eei  emi  en  die  Brechungs- 
exponenten n0,  ne,  nm,  nn  ein,  deren  Quadrate  umgekehrt  pro- 
portional den  Elasticitäten  sind,  so  erhält  man : 

n%  _  n*  cosi  a  ^-  n*n  cos*  «t 
0  cos*a  —  cos*«4        } 

m       ni  sin*  a  —  nL  sin*  a. 

71*  =  — 2£! 1  .  m 

sin8  a  —  sin*  a4 

Nach  diesen  beiden  Formeln  kann  man  für  verschiedene  Flüssig- 
keiten die  Werthe  von  w0  und  ne  berechnen. 

Die  Herren  Dr.  Crapski  und  Bratuschek  in  Jena,  denen  ich 
diese  Methode  mittheilte,  hatten  die  grosse  Freundlichkeit,  mich 
darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  aus  bestimmten  hier  nicht 
näher  zu  erörternden  Gründen  nur  für  sehr  dünne  Objecte  die 
Voraussetzungen  erfüllt  seien,  unter  denen  die  Rechnung  richtige 
Resultate  ergeben  könne. 

Im  Vorstehenden  sollte  nur  kurz  das  Princip  der  Methode 
angegeben  werden.  Es  war  nun  zunächst  durch  Messungen  an 
Krystallen  von  bekannten  Brechungsexponenten  die  Brauchbar- 
keit der  Methode  zu  prüfen.  Ich  habe  zahlreiche  derartige  Be- 
stimmungen an  sehr  dünnen  Krystallen  von  Natronsalpeter  aus- 
geführt; leider  lassen  sich  die  Winkelmessungen  noch  nicht  mit 
der  nöthigen  Genauigkeit  ausführen,  so  dass  die  Resultate  für 
die  Brechungsexponenten  oft  schon  in  der  zweiten  Decimale 
nicht  unwesentlich  von  einander  abweichen.  Immerhin  lässt 
sich  erwarten,  dass  man  durch  geeignete  Aenderungen  in  der 
Art  der  Beobachtung  vielleicht  eine  grössere  Genauigkeit  zu  er- 
zielen im  Stande  sein  wird. 
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SITZUNG  VOM  6,  MÄRZ  1893. 

Professor  Pfeffer  berichtete  über  Untersuchungen  des  Herrn 
Dr.  Miyoshi  aus  Tokio,  betreffend  die  chemotropischen  Bewegungen 
von  Pilzfäden. 

Bei  Behandlung  der  chemotactischen  Bewegungen  freibeweg- 
licher Organismen  wies  ich,  unter  Anführung  einiger  Bei- 
spiele, daraufhin,  dass  wahrscheinlichst  auch  in  solchen  Pflanzen, 
welchen  freie  active  Ortsbewegung  abgeht,  Richtungsbewegungen 
durch  chemische  Reize  vielfach  eine  Rolle  spielen  dürften1).  In- 
zwischen wurde  mehrfach  —  und  theilweise  wohl  mit  Recht  — 
chemische  Reizung  als  Ursache  verschiedener  Fälle  von  Rich- 
tungsbewegungen angesprochen,  doch  wurde  die  Richtigkeit 
dieser  Annahme  in  keinem  Falle  streng  erwiesen,  und  ein  Ver- 
such, die  Qualität  des  chemischen  Reizstoffes  zu  bestimmen, 
wurde  überhaupt  nicht  unternommen.  Speciell  in  Versuchen 
mit  Pilzen  dürfte  übrigens  mehrfach  die  nach  dem  hinzudiffun- 
dirten  Nährstoff  hin  gerichtete  Wachsthums-  und  Verzweigungs- 
thätigkeit  mit  Unrecht  als  ein  chemotropischer  Erfolg  angesehen 


4)  Pfeffer,  Unters,  a.  d.  bot.  Institut  zu  Tübingen  4884,  Bd.  I,  p.  469. 
Vorläufige  Uebersicht  auch  Bericht,  d.  bot.  Gesellschaft  4  883,  p.  524.  — 
Nadrücklich  sei  hier  bemerkt,  dass  ich  die  Unterscheidung  von  Chemotaxis 
und  Chemotropismus  (und  analog  bei  anderen  Reizen)  nur  anwende,  um 
ohne  weiteren  Zusatz  auszudrücken,  dass  in  dem  einen  Fall  der  ja  in  formeller 
Hinsicht  verschiedene  Reizerfolg  frei  beweglich  er,  im  anderen  Fall  der  nur 
durch  Wachsthumsvorgänge  erzielbare  Reizerfolg  der  anderweitigen  Pflan- 
zen vorliegt.  Mit  dieser  zweifellos  zweckmässigen  Unterscheidung  ist  natür- 
lich über  Uebereinstimmung  oder  Differenz  in  der  Perception  und  der  Reiz- 
ketle  gar  nichts  vorausgesetzt,  wie  ja  überhaupt  in  dieser  Hinsicht  alle 
Bezeichnungen  offenen  Spielraum  lassen,  die  nur  auf  den  sichtbaren  End- 
erfolg basirt  sind. 
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worden  sein1).  Denn  »Chemotropismus«  setzt  Krümmungs- 
bewegungen voraus,  die  nicht  zutreffen  in  jenen  einseitig  ge- 
steigerten Wachsthums-  und  Verzweigungsthätigkeiten,  welche 
deshalb  aber  doch  sehr  wohl  anderweitige  chemische  Reiz- 
effecte  sein  können  und  theilweise  thatsächlich  solche  sind. 

Zur  Klärung  und  zur  Gewinnung  eines  empirischen  Bodens 
veranlasste  ich  Herrn  Dr.  Mitoshi  zum  Studium  chemotropischer 
Reizbewegungen,  eine  Aufgabe ,  für  welche  zunächst  leicht  cul- 
tivirbare  und  schnell  wachsende  Pilze  die  besten  Objecte  zu 
geben  versprachen.  Zu  diesem  Zwecke  aber  kam  es  auf  die  Aus- 
bildung brauchbarer  Methoden  an,  da  thatsächlich  die  Zuführung 
der  Reizstoffe  vermittelst  Gapillaren,  diese  für  die  schnell  hinzu 
schwärmenden  Organismen  treffliche  Methode,  bei  den  erst  in 
etwas  längerer  Zeit  durch  Wachsthumskrümmungen  reagirenden 
Objecten  zumeist  nur  unsichere  und  oft  mehrdeutige  Resultate 
ergiebt. 

Mit  gutem  Erfolg  kamen  insbesondere  folgende  Methoden  in 
Anwendung:  1)  Blätter,  z.  B.  die  von  Tradescantia,  wurden 
mit  der  zu  prüfenden  Lösung  injicirt,  oberflächlich  mit  Wasser 
abgespult  und  dann  auf  der  Spaltöffnungen  führenden  Oberhaut 
mit  Pilzsporen  u.  s.  w.  beschickt.  Nur  bei  chemotropischer  Reiz- 
wirkung der  injicirten  Stoffe  kam  das  Eindringen  der  heran- 
wachsenden und  auf  der  Oberhaut  fortkriechenden  Pilzfdden 
in  die  Spaltöffnungen  zu  Stande.  2)  Dünne  Häutchen  aus  Gollo- 
dium  wurden  durch  Nadelstiche  mit  feinen  Löchern  versehen 
oder  an  ihrer  Stelle  auch  abgezogene  Epidermisstreifen  verwandt. 
Diese  Blättchen  wurden  mit  einer  Seite  in  Gontact  mit  Flüssig- 
keit oder  auch  mit  Gelatine  gebracht,  die  mit  den  zu  prüfenden 
Stoffen  versetzt  war.  Der  Erfolg  war  derselbe  wie  an  den  injicirten 
Blättern.  Dasselbe  Resultat  wurde  3)  auch  mit  fein  durchlochten 
sehr  dünnen  Glimmerblättchen  erreicht,  die  in  vorgenannter 
Weise  zur  Anwendung  kamen. 

In  allen  Fällen  dringen  die  positiv  gereizten  Pilzfäden  in  die 
Oeffnungen,  in  welchen  und  unter  welchen  die  Reizstoffe  in 
relativ  höchster  Concentration  geboten  werden.  Die  seitliche 
Ausbreitung  der  Reizstoffe  ist  aber  wiederum  Bedingung,  um  auf 
einige  Distanz  den  von  der  Goncentrationsdifferenz  abhängigen 


4  j  Auf  dieses  wurde  schon  früher  (Unters,  a.  d.  bot.  Institut  in  Tübingen 
4  884,  p.  470)  hingewiesen. 
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chemotropischen  Effect  zu  erzielen.  Während  aber  bei  Glimmer- 
blattchen  der  Reizstoff  sich  nur  von  der  Oeffnung  aus  verbreiten 
kann,  gelangt  er  bei  imbibitionsfähigen  Häuten  auch  diosmotisch 
an  die  von  der  Flüssigkeit,  resp.  der  Gelatine  abgewandte  Seite. 

Aus  diesen  Andeutungen  möge  man  entnehmen,  dass  jede 
der  Methoden  ihre  Vorzüge  und  Nachtheile  hat  und  klar  ist  auch, 
dass  die  lebenden  Blätter  unter  Umständen ,  ihrer  Schädigung 
oder  Tödtung  halber,  nicht  gut  verwendbar  sind. 

In  solcher  Weise  wurden  Versuche  hauptsächlich  mit  Mucor 
mucedo,  Mucor  stolonifer,  Phycomyces  nitens,  Penicillium  glau- 
cum,  Aspergillus  niger,  Saprolegnia  ferax  angestellt. 

Die  Versuche  ergaben,  analog  wie  bei  Bacterien,  dass  nicht 
ein  einzelner  Körper,  sondern  ganz  verschiedene  chemische 
Stoffe  reizend  wirken,  dass  ferner  die  genannten  Pilze  gegenüber 
einem  bestimmten  Stoffe  in  gleicher,  jedoch  auch  in  specifisch 
differenter  Weise  reagiren  können. 

Als  gute  Reizstoffe  wurden  allgemein  die  neutralen  Salze 
der  Phorphorsäure  und  des  Ammonium  befunden,  ebenso  hatten 
Pepton  und  Asparagin  mehr  oder  weniger  starke  Wirkung.  Da- 
gegen wurde  z.  B.  keine  Anlockung  durch  die  Nitrate  und  Chloride 
von  Kalium,  Natrium,  Calcium  erreicht,  auch  nicht  durch  wein- 
saures Kalium.  In  dieser  Hinsicht  besteht  also  eine  Differenz 
gegenüber  den  Bacterien,  die  durch  die  letztgenannten  Stoffe 
z.  Th.  sehr  stark  angelockt  werden *),  während  die  obengenann- 
ten Pilze  mit  den  Bacterien  den  fast  völligen  Indifferentismus 
gegen  Glycerin  gemeinsam  haben.  Traubenzucker  wirkt  auf 
Bacterien  verhältnissmässig  geringer  als  auf  die  fraglichen  Pilze, 
ausgenommen  Saprolegnia,  die  durch  Dextrose  nur  massig  im 
positiven  Sinne  gereizt  wird.  Ebenso  wie  bei  den  Bacterien 
gehen  auch  bei  unseren  Pilzen  Nährwerth  und  chemotropische 
Reizwirkung  eines  Stoffes  nicht  parallel. 

Die  zu  einer  merklichen  Reizung  nöthige  Menge  ist  natür- 
lich nach  Natur  des  Stoffes  und  des  Pilzes  in  weiten  Grenzen 
verschieden.  Für  Mucor  ist  z.  B.  Traubenzucker  eines  der  besten 
Reizmittel,  das  deutliche  Anlockung  schön  bei  0,04  #  ergiebt, 
während  durch  0,1  %  dieses  Körpers  auf  Saprolegnia  eine  nur 
zweifelhafte  Reizwirkung  ausgeübt  wird.  Mit  zunehmender  Gon- 
centration  steigt  die  Reizwirkung  und  durch  2 — \$%  Trauben- 


4)  Pfeffer,  Unters,  a.  d.  bot.  Institut  zu  Tübingen  4  888,  Bd.  II,  p.  604. 
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zucker  wird  Mucor  am  stärksten  angelockt.  Weiterhin  nimmt 
diese  Anlockung  wieder  ab ,  um  bei  einem  Gehalt  von  50  %  Trauben- 
zucker zu  schwinden,  oder  einer  abstossenden  Wirkung,  einem 
negativen  Ghemotropismus  Platz  zu  machen. 

Es  wiederholen  sich  also  analoge  Beziehungen  wie  bei 
freibeweglichen  Organismen,  und  wie  auf  diese,  werden  auf 
Pilze  repulsive  Wirkungen  auch  durch  solche  Stoffe  ausgeübt, 
die  in  keiner  Goncentration  eine  merkliche  Anlockung  erzielen. 
Die  Beimengung  eines  solchen  Stoffes  zu  einem  Lockmittel  wird 
also  die  positive  Ablenkung  des  letzteren  eliminiren  und  eben 
hierdurch  wird  uns  von  der  entgegengesetzten  Reizwirkung  des 
Körpers  Kunde.  Für  Kaliumnitrat,  Chlornatrium,  Kaliumtartrat 
u.  a.  wurde  z.  B.  nur  Repulsion  beobachtet  und,  wie  bei  Bac- 
terien,  wirken  auch  freie  Säuren  und  Alkalien,  sowie  Alkohol 
schon  in  geringer  Goncentration  auf  die  hier  behandelten  Pilze 
negativ  chemotropisch. 

Wie  besonders  die  Untersuchungen  an  den  freibeweglichen 
Organismen  lehren,  stehen  solche  schon  durch  kleine  Mengen 
erzielten  Repulsionen  jedenfalls  in  keiner  Beziehung  zu  den  all- 
gemeinen, nur  von  der  molekularen  Goncentration  abhängigen 
physikalischen  Eigenschaften,  sagen  wir  kurz,  zu  der  osmotischen 
Leistung  der  Lösungen.  Allerdings  giebt  es  auch  solche  von  der 
osmotischen  Fähigkeit  abhängige  Reizwirkungen,  die  natürlich 
nur  bei  Mangel  specifischer  Reizung  klar  hervortreten  können. 
Diese  müssen  aber  doch  in  jedem  Falle,  wie  ich  es  von  Anfang 
an  that,  von  den  specifischen,  von  der  stofflichen  Qualität  ab- 
hängigen Reizen  getrennt  gehalten  werden  und  in  der  Vernach- 
lässigung dieser  Distinction  begeht  Massart1)  zweifellos  einen 
Irrthum. 

Wie  kaum  anders  zu  erwarten,  scheint  auch  für  die  Faden- 
pilze hinsichtlich  der  Unterschiedsempfindung  das  WsBEit'sche 
Gesetz  zu  gelten2).    Nach  Versuchen  mit  Saprolegnia  muss  der 


4)  Archives  d.  Biologie  4  889,  Bd.  IX,  p.  64  5.  —  Eine  Reizkrtimmung 
durch  die  osmotische  ungleichseitig  vertheilte  Wirkung,  also  ein  Osmo- 
tropismus,  scheint  u.  a.  auch  bei  Wurzeln  vorzukommen. 

2)  Bei  Gelegenheit  des  Nachweises  der  in  diesem  Gesetz  ausgesprochenen 
Relation  für  die  chemische  Reizbarkeit  von  Samenfäden  und  Bacterien 
(Unters,  a.  d.  bot.  Institut  zu  Tübingen  4884,  Bd.  I,  p.  895;  ibid.  4888, 
Bd.  II,  p.  633)  wurde  auch  die  voraussichtlich  ausgedehntere  Verbreitung 
dieser  Art  von  Unterschiedsempfindung  besprochen.    Inzwischen  erwies 


Dir  chemotropischen  Bewegungen  von  Pilzfaden.        323 

Concentrationsunterschied  von  Rohrzucker  zu  beiden  Seiten  des 
Objectes  zwischen  dem  öfachen  und  JOfachen  liegen,  um  eine 
eben  merkliche  Ablenkung  zu  erzielen. 

Eine  genauere  Präcision  wurde  nicht  versucht,  da  eine 
exactc  Ausführung,  welche  die  Unterhaltung  constanter  Goncen- 
rationsdifferenz  für  längere  Zeit  erfordert,  einige  Schwierigkeiten 
macht.  Es  ist  übrigens  auch  klar,  dass  sich  für  die  Reizbarkeit 
geringere  Schwellenwerthe  ergeben  würden,  wenn  sich  die  Ver- 
suchsobjecte  dauernd  an  der  Grenze  von  Wasser  und  Lösung 
befänden,  während  doch  in  der  üblichen  Methode  sich  eine  mit 
der  Zeit  zunehmende  Ausgleichung  der  Concentrationsdifferenzen 
geltend  machen  muss. 

In  der  beschriebenen  Versuchsmethode  gleiten  die  Pilzfäden 
auf  einer  festen  Unterlage.  Der  Mithilfe  eines  solchen  Gontacts 
bedarf  es  indess  nicht  zur  Ablenkung  durch  chemische  Reize,  und 
durch  Gontactwirkung  allein  werden  die  Pilzfäden  nicht  veranlasst, 
in  enge  Oeflnungen  einzudringen,  obgleich  solche  Gontactwirkung 
immerhin  gewisse  Vortheile  gewähren  mag.  Der  Chemotropis- 
mus  tritt  demgemäss  auch  ein,  wenn  zu  den  in  homogener  Gela- 
tine eingebetteten  Pilzfäden  von  einer  Seite  das  Reizmittel  diffun- 
dirend  herantritt.  Ueberhaupt  werden  diese  Pilzfäden  durch 
Gontact  mit  festen  Körpern  nicht  oder  jedenfalls  nicht  erheblich 
gereizt.  Es  folgt  dieses  u.  a.  daraus,  dass  sie  ungehemmt  zwischen 
Sandkörnern  hindurch  sich  in  eine  Flüssigkeit  begeben,  die 
gleichwertig  mit  der  ImbibitionsflUssigkeit  des  Sandes  ist. 

Voraussichtlich  spielen  auch  bei  dem  Eindringen  von  para- 
sitischen Pilzen  ins  Innere  lebender  Organismen  Anlockungen 
durch  chemische  Reize  eine  entscheidende  oder  hervorragende 
Rolle.  Die  in  Rücksicht  auf  diese  interessante  biologische  Frage 
begonnenen  Untersuchungen  ergaben  u.  a.,  dass  die  Hyphen  von 
Botrytis  Rassiana  und  tenella,  diesen  Parasiten  der  Seidenraupe, 
resp.  des  Maikäfers,  in  ähnlicher  Weise  durch  chemische  Reize  ab- 
lenkbar sind  und  dass  sie  ferner  Gellulosehäute  durchbohren,  aber 
nur  dann,  wenn  unterhalb  derselben  ein  anlockendes  chemisches 
Reizmittel  befindlich  ist. 


Massart  (Ballet,  de  l'Acad.  royale  de  Belgique,  4894,  Bd.  XXII,  p.  US)  die 
Giltigkeit  des  Gesetzes  für  den  Heliotropismus  von  Phycomyces  und  nach 
den  Beobachtungen  von  Correns  (Flora  4  892,  p.  4  07)  scheint  es  auch  in 
der  Reizung  zuzutreffen,  welche  Staubfäden  von  Berberis  durch  wechselnde 
ParMärpressung  von  Sauerstoff  erfahren. 
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Durch  die  beschriebenen  Methoden  lassen  sich  auch  Pollen- 
schläuche in  die  Oeflhungen  von  Häuten  locken,  resp.  repulsiv 
beeinflussen.  Als  gute  Reizmittel  erwiesen  sich  z.  B.  Zuckerarten, 
während,  abweichend  von  den  Pilzen,  Pleischextract  und  Amnion- 
phosphat  keine  Anlockung  erzielten. 

In  diesen  Erscheinungen,  deren  Erweiterung  im  Gange  ist, 
bietet  sich  eine  wichtige  Thatsache  in  Hinsicht  auf  die  Lenkung 
der  Pollenschläuche  bis  in  die  Samenknospe.  Dieser  Vorgang 
ist  indess  mit  Erkenntniss  der  einfachen  chemotactischen  Reiz- 
barkeit der  Pollenschläuche  noch  nicht  endgiltig  aufgehellt. 
Vielmehr  bestehen  zur  Zeit  noch  alle  die  seiner  Zeit  von  mir  !) 
angeführten  Erwägungen  zu  vollem  Rechte,  in  welchen  betont 
wurde,  dass  hier  offenbar  ein  complexer  Vorgang  vorliegt,  in 
welchem  aber  chemische  Reizwirkungen  —  und  möglicherweise 
solche  von  verschiedener  Art  —  eine  wichtige  Rolle  mitspielen 
können. 


1)  Unters,  a.  d.  bot.  Institut  zu  Tübingen  4888,  Bd.  II,  p.  656. 
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Lenckart,  Heber  den  Infundibularapparat  der  Hirudineen. 

Schon  seit  längerer  Zeit  hat  man  vermuthet,  dass  die  Ne- 
phridien  (Schleifencanäle)  der  Hirudineen  nach  Art  der  augen- 
scheinlichen Weise  ihnen  entsprechenden  Segmentalorgane  der 
Borstenwttrmer  durch  einen  specifisch  gebauten  Trichterapparat 
mit  den  blutführenden  Hohlräumen  in  directem  Zusammenhang 
ständen.  Aber  erst  die  den  achtziger  Jahren  entstammen- 
den Untersuchungen  Bourne's  haben  diesem  Anschein  eine 
positive  Unterlage  gegeben.  Ist  doch  erst  durch  sie  der  Be- 
weis geliefert,  dass  der  vor  fünfzig  Jahren  durch  v.  Siebold 
bei  Nephelis  entdeckte  rosettenförmige  Flimmerkörper,  so  wie 
der  schon  von  Leydig  diesem  verglichene  hirtenstabartige 
Flimmerlappen  von  Glepsine  insofern  wenigstens  dem  Trichter- 
apparat der  verwandten  Würmer  entsprechen,  als  sie  dem 
terminalen  Endstücke  der  Nephridien  aufsitzen  und  mittelst  ihrer 
flimmernden  Oeflhung  einen  directen  Verkehr  mit  dem  Inhalte 
der  Bluträume  gestatten. 

Doch  nicht  bloss,  dass  die  Darstellung  Bourne's  mancherlei 
Lücken  lässt,  dass  sie  namentlich  auch  die  Beziehungen  des 
jetzt  entdeckten  Infundibularpparates  zu  dem  Canalsystem  der 
Nephridien  nur  unvollständig  aufhellt;  sie  hat  auch  insofern  an 
Bedeutung  vieles  eingebüsst,  als  ihr  Autor  der  Ansicht  ist,  dass 
das  betreffende  Gebilde  bei  den  Hirudineen  einem  Rttckbildungs- 
processe  anheim  gefallen  sei,  der  bei  den  einzelnen  Arten  ver- 
schieden weit  gehe  —  am  weitesten  bei  Hirudo  (u.  Aulastomum) 
—  demselben  aber  überall  den  Charakter  eines  rudimentären 
Organes  aufpräge. 
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In  Folge  dessen  mag  es  denn  auch  geschehen  sein,  dass  der 
Trichterapparat  der  Hirudineen,  der  auch  durch  seine  versteckte 
Lage  und  Anderes  der  Untersuchung  besondere  Schwierigkeiten 
bereitet,  seither  kaum  weitere  Beachtung  gefunden  hat,  ja  dass 
sogar  der  jüngste  und  anscheinend  eingehendste  Beobachter  der 
Schleifenorgane  bei  den  Hirudineen  (Bolsius)  die  Existenz  eines 
derartigen  Apparates  geradezu  in  Abrede  stellt. 

Unter  solchen  Umständen  dürfte  es  denn  durchaus  gerecht- 
fertigt sein,  nicht  bloss  mit  aller  Entschiedenheit  für  die  Existenz 
dieses  Apparates  einzutreten,  sondern  weiter  auch  nachzuweisen, 
dass  derselbe  in  keinerlei  Weise  die  Züge  eines  rudimentären 
Gebildes  an  sich  trägt,  wenn  auch  immerhin  zugegeben  werden 
muss,  dass  seine  functionelle  Bedeutung  dermalen  eben  so  wenig 
klar  liegt,  wie  die  der  sogen.  Nephrostomen,  die  jedenfalls  ver- 
wandte Bildungen  repräsentiren. 

Die  BouRNE'sche  Annahme  von  der  rudimentären  Natur  des 
Infundibularapparates  bei  den  Hirudineen  stützt  sich  vornehm- 
lich auf  den  Umstand,  dass  derselbe  in  Verbindung  mit  dem 
eigentlichen  Trichter,  dem  Einzeltrichter,  wie  wir  dieses  End- 
organ fortan  nennen  wollen,  überall  —  ich  untersuchte  vor- 
nehmlich (wie  auch  Boürne)  Clepsine,  Nephelis,  Hirudo  —  einen 
Haufen  körnerartiger  Gebilde  aufweist,  die,  wie  behauptet  wird, 
unverkennbar  die  Zeichen  des  Zerfalles  an  sich  trügen.  Diese  an- 
scheinenden Körner  sind  nun  aber  inWirklichkeit kleineKernzellen 
(von  etwa  0,009  mm),  und  zwar  Kernzellen,  die  sich  durch  wichtige 
Charaktere  eng  an  die  typischen  Nephridialzellen  ihrer  Träger 
anschliessen.  An  Grösse  freilich  werden  sie  von  der  Mehrzahl 
der  letzteren  beträchtlich  übertroffen;  aber  nicht  etwa  bloss  ihr 
Auftreten  in  dem  sonst  geschlossenen  Zellensysteme,  auch  der 
Umstand  spricht  schon  genügend  für  ihre  wahre  Natur,  dass  sie 
von  Nephridialcanälchen  durchzogen  sind,  gleich  den  typischen 
Nephridialzellen  also  durchbohrte  Zellen  darstellen. 

Wenn  man  diese  Zellen  an  Schnittpräparaten  untersucht, 
dann  hat  es  zunächst  den  Anschein,  als  wenn  dieselben  der  weitaus 
grössten  Mehrzahl  nach  frei  neben  einander  lägen.  Aber  bei 
näherer  Untersuchung  und  Vergleichung  gewinnt  man  bald  die 
Ueberzeugung,  dass  die  sie  anscheinend  trennenden  Zwischen- 
räume in  ziemlich  regelmässiger  Weise  an  einander  schliessen 
und  von  Gängen  herrühren,  die  den  Haufen  in  verschiedener 
Richtung  durchsetzen,  aber  nicht  zwischen  den  Zellen  verlaufen, 
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also  nicht  intercellulär  sind,  sondern  als  intracelluläre  Gänge  die- 
selben durchbohren.  Auch  an  wirklich  isolirten  Zellen  kann  man 
vielfach  die  Existenz  solcher  Durchbohrungen  ausser  Zweifel 
stellen. 

Der  mehr  oder  minder  ansehnliche  Haufen,  den  diese  Zellen 
bilden,  ist  nach  aussen  in  verschiedener  Weise  umgrenzt,  nie- 
mals aber  so  vollständig,  dass  er  allseitig  gegen  den  übrigen 
Nephridialapparat  abgesetzt  wäre.  Ueberall  steht  derselbe,  wenn 
auch  nicht  bei  allen  Arten  in  genau  derselben  Weise,  mit 
letzterem  in  directer  Berührung,  in  einer  so  engen,  dass  dessen 
Ge&sse  ohne  Weiteres  in. ihn  hinein  sich  fortsetzen  können.  Die 
Hohlräume  des  Zellenhaufens,  mögen  sie  enger  oder  weiter,  canal- 
artig  oder  mehr  lacunär  sein,  sie  sind  sämmtlich  mit  dem  Ganal- 
system  der  Schleifenorgane  in  unmittelbarem  Zusammenhange. 

Und  ein  eben  so  directer  Zusammenhang  existirt  auch 
zwischen  den  Hohlräumen  des  Zellenhaufens  und  dem  Central- 
en nale  der  Einzeltrichter  resp.  dessen  Endöffnung,  ganz  gleich- 
gültig, welche  speeifische  Form  und  Bildung  dieselben  besitzen. 
Was  demnach  durch  die  Trichteröffnung  etwa  aufgenommen  wird, 
kann,  wenn  auch  vielleicht  erst  nach  mancher  Veränderung, 
ebenso  direct  durch  die  Excretionsöffnung4)  nach  aussen  entleert 
werden ,  wie  das  speeifische  Secretionsproduct  der  Nephridien. 

Wenr>  wir  jetzt  die  histologische  Beschaffenheit  der  Einzel- 
trichter, wie  überhaupt  des  Trichterapparates  mit  Ausschluss 
des  eben  berücksichtigten  Zellenhaufens  in's  Auge  fassen,  dann 
stossen  wir  auch  hier  wiederum  auf  Nephridialzellen,  und  zwar 
solche,  die  sich  in  ihren  wesentlichsten  Eigenschaften  weit  enger, 
als  die  Zellen  des  Haufens,  an  die  genuinen  Zellen  der  Nephri- 
drialorgane  anschliessen.  Nicht  bloss  in  Betreff  ihrer  Grösse  und 
des  bläschenförmigen  Aussehens  ihrer  Kerne,  auch  nicht  bloss 
insofern,  als  sie  durchgehends  unter  sich  zu  einer  zusammen- 
hängenden Masse  verwachsen  sind,  sondern  hauptsächlich  des- 
halb, weil  ihre  Rinde  den  bei  den  typischen  Nephridialzellen  viel- 


4)  Bei  dieser  Gelegenheit  mag  übrigens  die  Bemerkung  gestattet  sein, 
dass  die  bei  unserem  medicinischen  Blutegel  an  manchen  Standorten  con- 
stant  und  oftmals  in  colossaler  Menge  der  Innenwand  der  Nephridienblaso 
ansitzenden  stäbchenartigen  Gebilde,  die  vielfach  von  den  Beobachtern  auf 
Krystalle  von  Harnverbindungen  oder  auf  Flimmerhaare  zurückgeführt 
wurden,  bei  näherer  Untersuchung  sich  mit  aller  Sicherheit  als  beweg- 
liche Bauteilen  ergeben, 
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fach  so  scharf  hervortretenden  pallisadenartigen  Bau  zeigt,  und 
ihr  Protoplasma  allseitig  von  feinen,  mehr  oder  weniger  stark  ver- 
ästelten Canälen  durchzogen  ist.  Der  (gleichfalls  intracelluläre) 
weite  Flimmergang,  den  die  Einzeltrichter,  je  also  das  Product  einer 
Anzahl  (2 — 5)  verschmolzener  Zellen ,  in  sich  einschliessen,  steht 
mit  diesen  peripherischen  Canälen  nirgends  in  directem  Zu- 
sammenhange, wohl  aber  mit  den  Hohlräumen  des  Gentralhaufens. 

Das  Vorstehende  soll  zunächst  nur  dazu  dienen,  die  allge- 
meinen Verhältnisse  des  Infundibularapparates  bei  den  Hirudi- 
neen  in  das  rechte  Licht  zu  setzen.  Im  Einzelnen  zeigt  der  Bau 
natürlich  mancherlei  mehr  oder  minder  auffallende  Eigenthüm- 
lichkeiten,  die  —  abgesehen  von  den  Besonderheiten  der  Lage 
und  Gestaltung  —  sowohl  in  der  Zahl  und  der  Bildung  der 
Einzeltrichter,  wie  auch  in  den  Beziehungen  derselben  zu  dem 
centralen  Zellenhaufen  ihren  Ausdruck  finden. 

Die  oben  namhaft  gemachten  drei  Genera  repräsentiren  in 
dieser  Hinsicht  je  einen  besonderen  Typus. 

Was  zunächst  die  Clepsineen  betrifft,  so  sind  diese  sämmt- 
sich,  so  weit  ich  sie  kenne,  dadurch  ausgezeichnet,  dass  der 
centrale  Zellenhaufen  von  einer  eigenen  Bindegewebshülle 
umgeben  ist  und  immer  nur  einen  Einzeltrichter  trägt.  Der 
letztere  hat  allerdings  nicht  überall  die  gleiche  F<?rm,  nicht  ein- 
mal immer  an  den  Nephridien  derselben  Art,  ist  aber  stets  von 
einfacher  Bildung.  In  der  Regel  erscheint  er  als  ein  röhren- 
artiger Aufsatz  mit  zwei  flimmernden  Endlappen,  die  bald  horn- 
artig  gestreckt,  bald  auch  kürzer  und  dann  am  Rande  gekerbt 
sind.  Bei  Gl.  tessellata,  die  auch  sonst  in  ihrer  Organisation 
mancherlei  Abweichungen  zeigt,  vermehrt  sich  die  Zahl  der 
Lappen  auf  vier.  Die  Lappen  enthalten  je  einen  Kern,  und 
ebenso  auch  das  mehr  oder  minder  bulbusartig  geschwollene 
Grundstück.  Von  dem  zapfenartig  hervoragenden  Wurzelende 
aus  sieht  man  die  Substanzmasse  des  Trichters  in  Form  eines 
dünnen  und  gefässhaltigen  Ueberzugs  eine  Strecke  weit  an  der 
Innenfläche  der  Kapsel  hinziehen. 

Während  der  Flimmertrichter  mehr  oder  minder  weit  frei 
in  die  ventrale  Leibeshöhle  des  Wurmes  hineinragt,  ist  die 
kugelige  Kapsel  mit  dem  centralen  Zellenhaufen  (die  gelegentlich 
bis  zu  0,45  mm  misst)  in  die  Substanzmasse  des  Leibes  einge- 
bettet. Der  Nephridiallappen,  dem  dieselbe  aufsitzt,  wird  von 
den  grossen  hellen  Zellen  gebildet,  die,  in  meist  einfacher  Reihe 
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an  einander  gefügt,  schon  von  0.  Schultze  bei  unseren  Egeln 
als  Nephridialzellen  erkannt  und  beschrieben  wurden.  Man  sieht 
die  dünnen  Gefässe,  welche  diese  Zellen  in  complicirter,  aber 
vielfach  wechselnder  Anordnung  durchziehen,  an  günstigen 
Präparaten  continuirlich  in  die  Kapsel  hinein  sich  fortsetzen. 
Wo  die  Zellen  an  die  Kapsel  sich  ansetzen,  fehlt  die  bindege- 
webige Begrenzung,  so  dass  die  zellige  Inhaltsmasse  hier  direct 
mit  ihnen  in  Berührung  tritt. 

Mehrfach  anders  gestalten  sich  die  Verhältnisse  des  Infundi- 
bularapparates  bei  Nephelis.  Zunächst  insofern,  als  die  be- 
treffenden Gebilde,  Einzeltrichter,  wie  Gentralhaufen,  im  Innern 
der  contractilen  sogen.  Gefässblasen  liegen,  also  in  das  Blut- 
gefässsystem  hineingesenkt  sind,  das ,  wie  überhaupt  bei  den 
Kieferegeln,  so  auch  bei  Nephelis  die  sonst  (Clepsine)  blut- 
führende Leibeshöhle  verdrängt  hat.  Allerdings  ist  der  be- 
treffende Apparat  nicht  lose  in  der  Blutblase  gelegen,  sondern 
einem  bindegewebigen  Strange  aufgeheftet,  der  durch  den  Innen- 
raum derselben  in  querer  Richtung  hindurchzieht.  Der  Ne- 
phridialausläufer,  der  ihn  trägt,  tritt  von  aussen  her  an  dieGefäss- 
blase  heran  und  treibt  deren  Wand  und  die  Bothryoidzellen,  mit 
denen  diese  belegt  ist,  eine  Strecke  weit  vor  sich  her. 

Auch  der  Apparat  selbst  besitzt  eine  mehrfach  abweichende 
Bildung.  Nicht  bloss,  dass  die  Zahl  seiner  Einzeltrichter  auf 
meist  sieben  (oder  acht)  gestiegen  ist,  auch  seine  Form  und  Zu- 
sammensetzung ist  eine  andere  geworden.  Er  ist  nicht  kugelig, 
wie  bei  Clepsine,  sondern  —  wie  das,  Fm  Gegensatze  zu  der 
wenig  charakteristischen  Abbildung  Lbydig's,  schon  von  Biddbr 
ganz  richtig  dargestellt  worden  —  lang  gestreckt,  wie  der 
Strang,  dem  er  aufsitzt,  und  seiner  Form  nach  am  besten  mit 
einer  aufgesprungenen  Schote  zu  vergleichen.  Die  Seitenwände 
bestehen  aus  einer  zusammenhängenden  Lage  von  Nephridial- 
zellen, die  den  centralen  Zellenhaufen  zwischen  sich  nehmen, 
wie  die  Klappen  der  Schote  die  Frucht,  ihn  aber  vorn,  wo  sie 
klaffen,  jederseits  an  drei  oder  vier  auf  einander  folgenden  Stellen 
in  Form  eines  ausgerandeten  Flimmerlappens  überragen.  Die 
nach  innen  gewendete  Fläche  der  einzelnen  Lappen  führt  in  den 
gleichfalls  flimmernden  Trichtercanal,  der  nach  unten  gegen  die 
Basis  des  Apparates  zuläuft,  streng  genommen  aber,  da  er  gegen 
den  centralen  Zellenhaufen  nicht  geschlossen  ist,  mehr  als  eine 
Rinne,  denn  als  Ganal  zu  bezeichnen  sein  dürfte.     Das  vordere 
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Segment  des  centralen  Zellenhaufens,  das  der  basalen  An- 
heftungsstelle  gegenüber  liegt  und  von  den  freien  Rändern  der 
Seitenwände  resp.  den  aufsitzenden  Trichterlappen  begrenzt 
wird,  liegt  unter  solchen  Umständen  frei  zu  Tage.  Man  findet 
nicht  selten  auch  einzelne  Zellen  desselben  nach  der  Abstossung 
frei  in  der  umgebenden  Blutmasse. 

Die  morphologischen  Beziehungen  der  typischen  Nephridiiil- 
zellen  zu  den  kleinen  Zellen  des  Gentralhaufens  sind  in  Folge 
der  Ausdehnung  ihrer  Berührungsfläche  bei  Nephelis  viel 
augenfälliger,  als  das  bei  Glepsine  der  Fall  war.  Man  sieht  beide 
gar  vielfach  in  einander  übergehen  und  zwar  dadurch,  dass  die 
in  die  erstem  eingelagerten  Kerne  unter  gleichzeitiger  Ver- 
kleinerung an  Menge  beträchtlich  zunehmen  und  die  umgebende, 
vielfach  von  feineren  Gefässen  durchzogene  Substanzmasse  zum 
Zerfall  bringen. 

Abermals  neue  Verhältnisse  trifft  man,  wie  gesagt,  bei  Hi- 
rudo  (resp.  Aulastomum) ,  deren  Nephridialapparate  bisher  nur 
von  Bourne  aufgefunden  sind.  Sie  liegen  auch  hier  im  Innern 
des  Gefässsystems  und  zwar  in  den  sogen.  Coeurs  moniliformes, 
die,  wie  Brandt  und  Gratiolet  das  beschrieben,  der  Hodenwand 
aufliegen  und  je  aus  drei  einander  folgenden  kugeligen  Gefäss- 
anschwellungen  sich  zusammensetzen.  Dem  entsprechend  sind 
denn  auch  die  Trichterorgane  unserer  Würmer  in  drei  Stücke 
zerfallen,  die  aber  sämmtlich  gleich  gebaut  sind  und  alle  drei 
demselben  Nephridialstrange  aufsitzen,  demselben,  dessen  dickere 
Basalhälfte  als  Hodenlappen  schon  seit  längerer  Zeit  bekannt  ist. 

Ein  jedes  dieser  Stücke  entsteht  aus  einer  Reihe  von  Ne- 
phridialzellen,  die  sich  von  dem  erwähnten  Strange  ablösen  und 
sich  in  ähnlicher  Weise,  wie  bei  Nephelis,  in  einen  centralen 
Zellenhaufen  und  dessen  peripherische  Begrenzung  mit  den  hier 
äusserst  zahlreichen  Einzel  trichtern  metamorphosiren.  Die 
letzteren  sind  eben  so  wenig,  wie  bei  Nephelis,  allseitig  an  der 
Wand  des  Zellenhaufens  vorhanden,  sondern  nur  in  einiger  Ent- 
fernung von  der  Basis  zu  finden.  Wo  sie  vorkommen,  ordnen 
sich  die  Nephridialzellen  der  Wand  zu  einem  Strange  zusammen, 
der  sich  aufknäuelt  und  gegen  den  Innenraum  des  Gefosses  hin 
in  dichtstehende  zweilappige  Einzeltrichter  auswächst.  Die 
nach  Innen  gekehrte  concave  Wandfläche  des  Stranges  geht  ohne 
scharfe  Abgrenzung  durch  Kernvermehrung  und  Theilung,  wie 
bei  Nephelis,  in  die  centrale  Zellenmasse  über. 


SITZUNG  VOM  8.  MAI  1 893. 

Paul  Stäckel  in  Halle  a/S.,  lieber  dynamische  Probleme,  deren 
Differentialgleichungen  eine  infinitesimale  Transformation  gestatten. 
Vorgelegt  von  Herrn  Lie. 

In  seinen  schönen  Untersuchungen  über  geodätische  Curven 
hat  Herr  Lie  die  Aufgabe  gestellt  und  gelöst,  die  Form  des  Linien- 
elementes einer  jeden  Fläche  zu  bestimmen,  »die  derart  in  sich  in- 
finitesimal verschoben  werden  kann,  dass  dabei  jede  geodätische 
Curve  der  Fläche  in  eine  benachbarte  geodätische  Ourve  derselben 
Fläche  übergeführt  wir  du.  Fasst  man  nun  die  geodätischen  Curven 
einer  Fläche  als  die  Bahncurven  eines  materiellen  Punktes  auf, 
der  gezwungen  ist,  sich  auf  dieser  Fläche  zu  bewegen,  während 
keine  beschleunigende  Kraft  auf  ihn  wirkt,  so  erkennt  man, 
dass  diese  Aufgabe  einer  wesentlichen  Verallgemeinerung  fähig 
ist.  Hat  man  nämlich  irgend  ein  Problem  der  Dynamik,  bei  dem 
es  sich  um  die  Bewegung  eines  Systems  von  beliebig  vielen  ma- 
teriellen Punkten  handelt,  deren  Lage  zur  Zeit  t  durch  die  Werte 
einer  endlichen  Anzahl  von  Bestimmungsstücken  p4 ,  pt ,  . . . ,  pn 
festgelegt  wird,  so  kann  man  fragen,  wann  das  System  der  n  —  \ 
von  der  Zeit  freien  Differentialgleichungen  zwischen  p{,p%,  . . . ,  pn 
eine  infinitesimale  Transformation  gestattet.  Beachtet  man  aber, 
dass  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung,  welche  man  für 
ein  solches  Problem  erhält,  bei  einer  erweiterten  Auffassung  der 
Mechanik  als  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines 
Punktes  in  einer  n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  gedeutet 
werden  können,  deren  Linienelement  durch  den  Ausdruck  der 
lebendigen  Kraft  des  Systems  bestimmt  ist,  so  kann  man  das 
Problem  auch  so  aussprechen,  dass  untersucht  werden  soll, 
wann  die  Bahncmven  eine§  Punktes ,  welcher  sich  in  einei*  n-fach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  bewegt,  eine  infinitesimale  Trans- 
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formation  gestatten;  ich  habe  schon  bei  anderer  Gelegenheit 
darauf  hingewiesen,  wie  sehr  die  Discussion  der  Differential- 
gleichungen der  Dynamik  an  Uebersichtlichkeit  und  Anschau- 
lichkeit gewinnt,  wenn  man  diese  Interpretation  zu  Hilfe  nimmt 
und  möchte  die  Einführung  dieser  Sprechweise  für  die  vorlie- 
gende Untersuchung  geradezu  als  unentbehrlich  bezeichnen '). 

Bei  der  folgenden  Untersuchung  setze  ich  voraus,  dass  für 
die  betrachtete  Bewegung  eine  Kräftefunction  II(pi7  p%}  . . . ,  pn) 
existirt  und  stelle  die  Bedingungsgleichungen  dafür  auf,  dass  die 
oo*n~*  Bahncurven  des  Punktes,  welche  einem  festen  aber  beliebigen 
Werthe  der  Constanten  h  der  lebendige?i  Kraß  entsprechen,  unab- 
hängig von  dem  Werthe  dieser  Constanten  eine  infinitesimale  Trans- 
formation 


n 


p/,=2f^(p„  ••-,?»)>„- 


gestatten.  Es  gelingt  mir  dann  zu  zeigen,  dass  diese  Bedingungs- 
gleichungen eine  einfache  Bedeutung  haben,  sie  verlangen  näm- 
lich, sobald  die  Kräftefunction  in  der  n-fachen  Mannigfaltigkeit 
nicht  constant  ist,  dass : 

1.  jedes  Niveaufeld,  d.  R.  jede  [n  —  \)-fachc  Mannigfaltigkeit 
cons tanter  Kräftefunction ,  durch  die  infinitesimale  Transformation 
in  sich  übergeführt  wird ; 

//.  die  infinitesimale  Transformation  für  die  Mannigfaltigkeit 
conform  ist; 

III.  bei  dieser  conformen  infinitesimalen  Transformation  auch 
die  Schaar  der  oo*w*~f* geodätischen  Linien  der  n-fachen  Mannig- 
faltigkeit invariant  bleibt. 

1.  Betrachtet  man  ein  dynamisches  Problem,  bei  welchem 
die  Lage  des  Systems  der  materiellen  Punkte  durch  die  Werthe 
von  n  Bestimmungsstücken  p4 ,  p%J  ...,;>„  festgelegt  wird,  so  hat 
man,  falls  für  diese  Bewegung  eine  Kräftefunction  II  (p{ ,  pt , . . .  ,pn) 
existirt,  behufs  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  der  Be- 


4)  Vgl.  meine  Abhandlung:  Ueber  die  Differentialgleichungen  der 
Dynamik  und  den  Begriff  der  analytischen  Aequivalenz  dynamischer 
Probleme,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  4  07, 
4894,  S.  34  9,  sowie  eine  demnächst  in  den  Mathematischen  Annalen 
erscheinende  Arbeit:  Ueber  die  Bewegung  etnes  Punktes  in  einer  n-fachen 
Mannigfaltigkeit. 
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wegung  den  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  des  Systems  zur 
Zeit  t: 

zu  bilden  und  erhält  dann  die  gesuchten  Differentialgleichungen 
in  der  Form  *) : 

w  "rfF"1"^  1 1/  /  1t  "dt  ~<Z  ö^  V> 

die  Indices  x,  X,  /*,  1/  bedeuten  hier,  wie  stets  im  Folgenden,  die 
Reihe  der  Zahlen  J,  2,  3,  •  •  •,  n.  Von  diesen  Gleichungen  kennt 
man  vermöge  der  Kräftefunction  TL  das  Integral  der  lebendigen 
Kraft: 


*?^*^-»+»- 


worin  A  eine  willkürliche  Constante  bedeutet. 

Um  aus  den  n  Differentialgleichungen  (A)  das  System  der 
n  —  \  Differentialgleichungen  herzustellen ,  durch  welche  die 
Bahncurve  des  Punktes  in  der  n-fachen  Mannigfaltigkeit  definirt 
ist,  bei  der  das  Quadrat  des  Linienelementes  ds  durch  die  Glei- 
chung: 

ds%==]!?altxdp%dpx 

x,A 

gegeben  wird,  sehe  ich  pi  als  unabhängige  Veränderliche  an  und 
benutze  die  Identitäten: 


Pq 

Po   =   "' 


dt*       rt?    dp 


in  denen  der  Strich  die  Differentiation  nach  p4  bedeutet,  während 
q}  wie  auch  später  a  und  % ,  die  Werthe  2 ,  3,  •  •  • ,  n  zu  durch- 
laufen haben.    Setzt  man  hierin  für  (-jQ-  und  C-j-^  ihre  Werthe 

dl%  dr 

aus  den  Gleichungen  (A)  ein,  so  kommt: 


4)  Vgl.  meine  oben  angeführte  Abhandlung  im  Journal  S.  933. 


334  Pia,  StIckbl, 


2?{K9  —  Pi'a'tt) 


es  ist  zu  beachten,  dass  in  diesen  (Gleichungen  p[  den  Werth  4 
hat.  Um  aus  ihnen  |-~|  zu  eliminiren,  bringe  ich  die  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft  auf  die  Form : 


±J£axXPxPX 


11  +  h  IdvA*' 


m 

und  erhalte   das  System  der  n  —  \  Differentialgleichungen  der 
Bahncurven  in  der  Gestalt : 

(B)  0  -  p,"  +^[(* *)  -  *'  (*/)]  PU'  ri  , 


wo  die  Symbole  I      1  durch  die  Gleichungen  definirt  sind : 

Es  ist  zu  untersuchen,  wann  dieses  System  von  n  —  \  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  (B)  eine  infinitesimale  Trans- 
formation: 

gestattet.  Als  Bedingungen  hierfür  erhält  man  sofort  die  n  —  4 
Gleichungen : 

welche  identisch  in  pK ,  p% ,  •  •  • ,  pn;  p'%1  />3',  •  •  • ,  pn'  bestehen 
müssen.  Es  wird  sich  darum  handeln,  diese  Gleichungen  expli- 
cite  herzustellen  und  ihre  Bedeutung  zu  untersuchen. 
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2.  Bei  Anwendung  der  infinitesimalen  Transformation  Pf 
erhält  man  zunächst: 


dt 


-?$-»■  ®* 


und  weiter  findet  man: 

■+•?(£-*'$)*■-¥&*'•  *■■''' 

worin  für;/;,/)';,  • . .,p£  ihre  Werthe  in/>4,/),,  •••/>„;  pt',p8',  •••,/>/» 
aus  den  Gleichungen  (B)  einzusetzen  sind.  In  Folge  dessen  wird 
der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von  (D)  eine  ganze  rationale 
Function  von  /?,',  p^  •  •  • ,  p'n,  deren  Glieder  in  diesen  Grössen 
höchstens  die  Dimension  vier  haben,  und  soll  die  Gleichung  (D) 
identisch  bestehen,  so  müssen  alle  Coefficienten  dieser  ganzen 
Function  identisch  verschwinden.  Um  diese  Coefficienten  zu 
berechnen,  muss  man  in  den  vorstehenden  Summen  die  Glieder 
besonders  schreiben,  bei  denen  einer  oder  mehrere  der  Indices 
die  Werthe  \  oder  q  haben,  und  es  ist  vortheilhaft  zur  Bezeich- 
nung der  Zahlen  aus  der  Reihe  \}  2, 3,  •  •  • ,  n,  welche  von  \  und 
q  verschieden  sind,  besondere  Indices  a,  ß,  y  zu  verwenden. 

Die  wirkliche  Ausführung  der  Rechnung  ist  etwas  umständ- 
lich. Da  sie  auch  kein  principielles  Interesse  bietet,  begnüge 
ich  mich  die  Resultate  mitzutheilen.  Es  ergiebt  sich,  dass  die 
Coefficienten  aller  Glieder  vierter  Dimension  identisch  ver- 
schwinden. Dasselbe  gilt  auch  von  den  Coefficienten  der  Aggre- 
gate PaPp'pJ,  wo  also  a ,  ß  und  y  von  \  und  q  verschiedene  ganze 
Zahlen  der  Reihe  \ ,  2 ,  3 ,  •  •  • ,  n  bedeuten.  Alle  anderen  Coeffi- 
cienten aber  liefern  gleich  Null  gesetzt  Bedingungsgleichungen 
für  £,,  £, ,  •  •  • ,  fn  und  die  Coefficienten  a^  von  ds*,  welche  sich 
auf  folgende  Gestalt  bringen  lassen.   Es  werde  eingeführt: 

W/v.  -r LU / a/>«M x tipx    \ v JVpj^^bpA x  / 


4)  Vgl.  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  bearbeitet  unter 
Mitwirkung  von  Emgel.    Abschnitt  I,  Kapitel  25. 

U»th.-phyi.  Clasie  1893.  23 
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Dann  lauten  die  gesuchten  Gleichungen  einfach : 

\)  |(x;A,^)  =  0  (*,****), 

2)  ?(x;x,A)  =  |(1;M)  (*=M,x), 

;  |(x;x,x)  =  2?(<;<,x) 

Um  statt  dieses  Systemes  von  Gleichungen  ein  solches  zu 
bekommen,  bei  denen  keiner  der  Indices  bevorzugt  ist,  braucht 
man  nur  zu  bedenken ,  dass  in  den  Gleichungen  2)  und  3)  und 
in  den  nebenstehenden  Bedingungen  \  überall  durch  //  ersetzt 
werden  darf.   Führt  man  noch  das  bekannte  Zeichen : 

—  /  *         x==;i 
ein,  so  lassen  sich  sämmtliche  Gleichungen  in  die  eine : 

*£(*;  Af/0  =  («xä  +  «jt^^;  ^ 

zusammenfassen,  in  der  die  Indices  x,  A,  /t  keiner  Beschränkung 
unterworfen  sind. 

3.  Um  aus  den  gefundenen  Bedingungsgleichungen  weitere 
Schlüsse  zu  ziehen,  führe  ich  jetzt  die  Forderung  ein,  dass  die 
oo*n~*  Bahncurven,  welche  einem  bestimmten  Werthe  der  Constanten 
h  der  lebendige7i  Kraft  entsprechen,  unabhängig  von  der  Wahl  dieses 
Werthes  von  h  die  infinitesimale  Transformation  Pf  gestatten.  Ist 
dies  der  Fall,  so  sind  die  n  Functionen  f 4 ,  £, ,  •  •  • ,  £n  unabhängig 
von  A,  und  diese  Grösse  kommt  daher  in  den  Gleichungen  4) — 
3)  nur  in  der  Verbindung 

JT+  h 

\    Da  diese  Gleichungen  aber  linear  in  den  Symbolen  |      j 

und  deren  partiellen  Ableitungen  nach  piyp%,  •  •  • ,  />n  sm^  ?  so 
lassen  sie  sich  alle  auf  die  Form  bringen : 

0  =G  +  F(JI+/i)-1  +  £(JI+A)-s  , 

wobei  E,  F  und  G  die  Grösse  h  nicht  mehr  enthalten.  Eine  solche 
Gleichung  kann  aber,  da  h  ganz  willkürlich  gewählt  werden  darf, 
nur  dann  identisch  bestehen,  wenn  gleichzeitig : 

E=0,     F=0,     G  =  0 

i$t,  sodass  jede  der  Gleichungen  4)  —  3)  drei  Gleichungen  liefert, 
welche  identisch  in  p{ ,  p% ,  •  •  • ,  pn  erfüllt  sein  müssen. 


vor. 
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4.  Bis  jetzt  ist  nur  vorausgesetzt  worden,  dass  für  die  be- 
trachtete Bewegung  eine  Kräftefunction  existirt,  aber  ihre  Natur 
war  gleichgültig.  Bei  der  Discussion  der  Gleichungen  \)  —  3) 
macht  es  jedoch  einen  wesentlichen  Unterschied;  ob  die  Kräfte- 
function für  die  n-fache  Mannigfaltigkeit  constant  ist,  oder  ob  sie 
innerhalb  derselben  variirt  und  Niveaufelder  bestimmt. 

Ist  die  Kräftefunction  77  constant,  so  wird  nach  (C) : 


t>a 


sodass  für  diesen  Fall  die  Gleichungen  £"=0  und  F=  0  von 
selbst  identisch  erfüllt  sind.  Mithin  geben  die  Gleichungen  G  =  0 
die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  die 
oo*n~*  geodätischen  Linien  der  n-fachen  Mannigfaltigkeit  die  in- 
finitesimale Transformation  Pf  gestatten.  Um  diese  Gleichungen 
explidte  hinzuschreiben,  braucht  man  nur  in  dem  Symbol  £(x ;  lt  p) 

überall  (      j  durch  <      \  zu  ersetzen,  wodurch  £{x;  X,  fi)  entstehen 

möge. 

Ist  die  Kräftefunction  77  variabel,  so  erhält  man  als  die 
notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  jene 
ootn~*  Bahncurven  die  infinitesimale  Transformation  Pf  ge- 
statten, drei  Systeme  von  Gleichungen,  welche  beziehungsweise 
durch  E  =  0 ,  F  =  0  und  G  =  0  repräsentirt  werden  und  er- 
kennt sofort  die  Bedeutung  des  Systems  der  Gleichungen  G  =  0, 
welche  darin  besteht,  dass  auch  die  oo*n""*  geodätischen  Linien 
der  n- fachen  Mannigfaltigkeit  die  infinitesimale  Transformation 
Pf  gestatten  müssen. 

5.  Was  weiter  die  Gleichungen  E=  0  betrifft,  so  ist  leicht 
einzusehen,  dass  mit  (77  +  A)~*  behaftete  Glieder  nur  aus  den 
Ausdrücken 

?>>  &  (V) 

entspringen  können,  und  dass  man  die  Coefficienten  von  (77+  A)~* 
erhält,  wenn  man  in  dieser  Summe  statt  - —  (   ^  I  schreibt: 


.        VÖ77  *77 


23* 
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Aus  den  Gleichungen  \ )  erhält  man  daher  die  Relationen  : 

a *2 1£  <*  2$>  ^ = °    &  *«  * «) ' 

aus  denen  man  erschliesst,  dass  entweder 

ist,  oder  gleichzeitig  die  n  Gleichungen 

21"/-=*«     (*«M,3---,n) 

bestehen.   Da  aber  die  Determinante 

a 


gleich  dem  reciproken  Werthe  der  Determinante 

I  a*Al 
ist,   so  können  diese  n  Gleichungen  nur  bestehen ,  wenn  die 
Kräftefunction  constant  ist,  wahrend  doch  77  als  variabel  voraus- 
gesetzt wurde.    Es  muss  also 

sein.  Ist  aber  diese  Gleichung  erfüllt ,  so  bestehen  sämmtliche 
Gleichungen  /?==(),  welche  aus  \) — 3)  folgen,  sodass  das  System 
dieser  Gleichungen  durch  die  eine  Gleichung  (E*)  vollständig 
ersetzt  wird. 

Die  Bedeutung  der  Gleichung  (E*)  liegt  auf  der  Hand:  sie 
besteht  darin,  dass  jedes  Niveaufeld  II  =  const.  durch  die  infini- 
tesimale Transformation 

in  sich  übergeführt  wird. 

6.  Es  bleibt  übrig,  die  Gleichungen  F=0  zu  betrachten, 
welche  sich  mittelst  der  Gleichungen  \) — 3)  ergeben,  indem 
man  nur  die  mit  (JT+A)"*  multiplicirten  Glieder  beibehalt. 
Man  wird  daher  die  Relationen  F=0  bekommen,  wenn  man 
in  den  Gleichungen  \)  —  3)  nur  die  Glieder  stehen  lässt,  welche 
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die  Symbole  I      I  und  deren  Ableitungen  enthalten,  und  wenn 
man  für  diese  Grossen  beziehungsweise 


Ä/I   , 


und  die  partiellen  Ableitungen  dieser  Ausdrücke  einsetzt.  Führt 
man  dieses  zunächst  an  den  Gleichungen  \)  aus,  so  erhalt  man 
nach  leichter  Umformung : 

Ist  daher  fttr  einen  bestimmten  Werth  von  x 


nicht  identisch  gleich  Null,  so  hat  man : 

y/fll  Ö_I*.  0    »&.«  ^V) 
„      >  wv  .  *j»>  *         */v  .  >/>»   **/ 

=av ^nr-; 

und  sieht,  dass  der  Factor  von  a^„  auf  der  rechten  Seite  nur 
von  x  abhängt,  also  fttr  alle  Goefficienten  a^ ,  bei  denen  l}  fi  =j=  x 
ist,  einen  und  denselben  Werth  cux  hat. 

Nimmt  man  jetzt  an,  dass  noch  fttr  einen  zweiten  Werth 
von  x  der  Ausdruck 

z  *p>  °" 

nicht  identisch  verschwindet,  so  ergiebt  sich,  sobald  n  ^  3  ist, 
sofort,  .dass : 
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ist,  wo  o)  für  alle  Coefficienten  a^„  der  quadratischen  Differen- 
tialform ds*  denselben  Werth  hat.  Zu  demselben  Resultate  ge- 
langt man  aber  auch  in  den  Ausnahmefällen,  wo  entweder 

n  =  2  ist,  oder  wo  alle  Summen  *£ - —  a'tK  bis  auf  eine  ver- 

schwinden,  indem  man  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  zu  Hülfe 
nimmt,  sodass  die  Gleichungen  (F  *)  ganz  allgemeine  Gültigkeit 
besitzen. 

Um  die  Bedeutung  dieser  Gleichungen  zu  erkennen,  braucht 
man  nur  die  infinitesimale  Transformation  Pf  auf  das  Quadrat 
des  Linienelementes  der  n-fachen  Mannigfaltigkeit  anzuwenden, 
und  erhält  dann : 


dds* 


G£*-+*&+*  $  *««>.• 


Die  Gleichungen  (F*)  fordern  also,  dass  die  infinitesimale  Trans- 
formation Pf: 

dds* 


dr 


=  tods* 


ergeben  muss}  oder  mit  anderen  Worten,  dass  sie  für  die  Mannig- 
faltigkeit mit  dem  Linienelemente  ds  conform  ist. 

Nachschrift.  Erst  nach  Abschluss  dieser  Untersuchung  wurde 
ich  von  befreundeter  Seite  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  bereits 
Herr  Staude  in  einer  Abhandlung :  lieber  die  Bahncurven  eines  auf 
einer  Oberfläche  beweglichen  Punktes,  welche  infinitesimale  Transfor- 
mationen gestatten  (diese  Berichte,  October  4  892,  S.  429)  das  von 
Herrn  Lie  behandelte  Problem  der  geodätischen  Linien  auf  das  ent- 
sprechende Problem  für  dynamische  Bahncurven  erweitert  hat.  Herr 
Staude  beschränkt  sich  jedoch  durchaus  auf  den  Fall  n  =  2 ,  für 
welchen  er  zu  denselben  Ergebnissen  gelangt,  wie  sie  erhalten  werden, 
wenn  in  meinen  allgemeinen  Formeln  n  =  2  gesetzt  wird.  Herr  Staude 
hat  aber,  was  hinzuzufügen  ich  nicht  unterlassen  möchte,  für  diesen 
Specialfall  die  Untersuchung  noch  weiter  geführt  und  bemerkens- 
werthc  Beziehungen  zwischen  den  Niveaulinien  auf  der  Fläche  und 
den  Bahncurven  des  Punktes  gefunden. 


Sophus  Lie,  Ueber  Differentialgleichungen,  die  Fundamenlal- 
integrale  besitzen. 

Ein  ausgezeichneter  französischer  Mathenfatiker  £.  Yessiot 
(ancien  61eve  de  l'Ecole  normale  supärieure)  hat  neuerdings  in 
einigen  kurzen  Noten1)  eine  Theorie  solcher  Differentialglei- 
chungen \ .  0. 

f(xyt/)  =  0 

entwickelt,  deren  allgemeines  Integral  y  sich  durch  m  beliebige 
particuläre  Integrale  yi  .  . .  ym  folgendermassen 

ausdrückt.  Durch  eine  interessante  Anwendung  meiner  allge- 
meinen gruppentheoretischen  Sätze  gelingt  es  ihm  alle  derartigen 
Gleichungen  zu  bestimmen ;  ihre  Integrationstheorie  deckt  sich 
mit  meiner  Theorie  der  Definitionsgleichungen  einer  Gruppe 

xK  =  0{xai  «,•••)• 

In  der  letzten  Sitzung  (4 .  Mai  \  893)  der  Academie  des  Scien- 
ces in  Paris  dehnt  nun  Herr  Vbssiot  diese  Theorie  auf  Glei- 
chungen zweiter  Ordnung 

h  (*  y  y'  f)  =  o 

aus,  während  andrerseits  Herr  Alf  Güldberg  versucht,  eine 
allgemeine  Theorie  für  beliebige  simultane  Systeme  zu  begrün- 
den. Es  ist  zu  vermuthen,  dass  die  mir  noch  unbekannte  Arbeit 
des  ersten  Verfassers  sich  durch  dieselben  Eigenschaften ,  wie 


4)  Journal  de  l'Ecole  normale  4892,  Comptes  rend.  4893. 
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seine  altern  Untersuchungen  auszeichnet.  Herr  Guldbbrg's 
interessante  Arbeit  benutzt  diejenigen  von  mir  herrührenden 
Theorien,  welche  schon  Vessiot's  ältere  Noten  verwerteten.  Er 
kommt  dabei  zu  bemerkenswerthen  Resultaten ,  welche  indess 
anscheinend  mit  gewissen  von  mir  herrührenden  Untersuchungen 
(Math.  Ann.  Bd.  XXV,  S.  \  28)  im  Widerspruche  stehen.  In  der 
soeben  cüirten  Arbeit  betrachte  ich  nämlich  eine  ausserordentlich 
ausgedehnte  Kategorie  von  simultanen  Systemen,  welche  Funda- 
mentalsysteme besitzen.  Da  nun  Herr  Guldberg,  der  alle  derar- 
tigen Systeme  bestimmen  will,  nur  einen  Theil  von  meinen 
Systemen  findet,  so  liegt  es  nahe  zu  vermuthen,  dass  seine  Be- 
trachtungen nicht  ganz  vollständig  sein  können.  Wenn  ich  nicht 
irre,  ist  es  mir  gelungen,  die  wirkliche  Tragweite  seiner  Be- 
trachtungen festzustellen.  Ich  gehe  um  so  lieber  hierauf  näher 
ein,  da  meine  soeben  citirten  Untersuchungen  in  den  Math.  Ann. 
Bd.  XXV  in  so  knapper  Form  dargestellt  sind,  dass  es  nicht 
ganz  leicht  ist,  meine  damaligen  Auseinandersetzungen  zu  ver- 
stehen. Ist  auch  der  wichtigste  Inhalt  jener  Abhandlung  jetzt 
ziemlich  bekannt,  so  sind  doch  die  wichtigen  Anwendungen 
meiner  allgemeinen  Theorien,  die  ich  in  einigen  Paragraphen 
jener  Arbeit  skizzirte,  grösstenteils  wenig  berücksichtigt  worden. 

I. 
Herr  Guldberg  betrachtet  ein  simultanes  System 

(4)  -jjJ  =  yk{Vi'--Vn*)     (*—*---n) 

und  setzt  voraus,  dass  sich  aus  m  beliebigen  particulären  Lö- 
sungssystemen 

x[    *  ' '  xn      (*  =  ^  •  ■  •  m) 
das  allgemeine  Lösungssystem  jrt  •  •  •  jn  durch  ein  Formelsystem 

mit  n  arbiträren  Constanten  ableiten  lässt.    Dabei  versäumt  er 
aber  an  die  Möglichkeit  zu  denken,  dass  unendlich  viele  wesentlich 
verschiedene  derartige  Formelsysteme  (2)  vorhanden  sein  können. 
Herrn  Guldbbrg's  allgemeine  Entwickelungen  sind,  soweit 
ich  es  übersehe,  richtig,  sobald  die  Annahme  ausdrücklich  hin- 
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m 

zugefügt  wird,  dass  das  allgemeinste  Formelsystem  (2)  aus  einem 
speciellen  derartigen  System  durch  Einführung  neuer  Parameter 

<*k  =  Ak(ai  '  • '  an)      (*  =  *  ■■•n) 

abgeleitet  werden  kann. 

Nur  unter  dieser  Voraussetzung  lässt  sich  nämlich  der 
Schluss  ziehen,  dass  die  m  n  Gleichungen 

eine  continuirliche  Gruppe  zwischen  den  mn  Grössen  x[  •  •  •  xw 

(m)  -  -  •  X™  der  mn  Grössen  $; .  .  .  jn' .  .  .  j(w>  -  .  -  £■>  und 


x 


den  Parametern  a/  •  •  •  an'  •  •  •  a(4m)  •  •  •  a^m)  bilden. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  sind  Guldbbrg's  allgemeine 
Betrachtungen,  soweit  ich  es  übersehe,  richtig.  Auf  die  Frage, 
ob  die  yon  ihm  für  den  Fall  n  =  2  angegebenen  speciellen  Re- 
sultate ganz  richtig  sind,  brauche  ich  nicht  hier  einzugehen. 

IL 

Wenn  zu  einem  simultanen  Systeme  (4)  unendlich  viele 
wesentlich  verschiedene  Formelsysteme  (2)  gehören,  bleiben 
Guldbbrg's  Entwicklungen  nicht  mehr  gültig. 

Dass  dieser  Fall  wirklich  eintreten  kann,  zeigen  meine  Ent- 
wickelungen  in  den  Math.  Ann.  Bd.  XXV  (S.  188). 

In  dieser  Arbeit  betrachte  ich  eine  beliebige  r-gliedrige 
Gruppe  in  x%  •  •  •  xn  mit  den  infinitesimalen  Transformationen 

und  entwickele  eine  allgemeine  Integrationstheorie  für  jede 
lineare  partielle  Differentialgleichung 

(3)  Fi  +  z« {z) x*f+  '"+  Z*W x'r==  °  ' 

wobei  ich  sogar  ausdrücklich  hinzufüge,  dass  meine  Betrach- 
tungen sich  auch  auf  den  Fall  ausdehnen  lassen,  dass  die  £^ 
die  Grösse  z  enthalten. 

Ich  hebe  ausdrücklich  (S.  428)  hervor,  dass  sich  aus  hin- 
länglich vielen  particulären  Integralsystemen 

xH'y  x£.--xf 
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immer  das  allgemeinste  Integralsystem  ableiten  lässt.  Obgleich 
nun  diejenigen,  die  meine  gruppentheoretischen  Untersuchungen 
genauer  kennen ,  unmittelbar  übersehen ,  wie  sich  in  jedem 
einzelnen  Falle  das  allgemeine  Integralsystem  aus  particulären 
ableiten  lässt,  so  halte  ich  es  doch  nicht  für  überflüssig,  dies  hier 
auszuführen. 

Liegt  eine  ganz  beliebige  Transformationsgruppe  X{  f . . .  Xrf 
eines  n-fach  ausgedehnten  Raumes  vor,  so  ist  es  nach  meinen 
Untersuchungen  immer  möglich,  die  Zahl  m  so  gross  zu  wählen, 
dass  m  +  4  Punkte 

n  hinsichtlich  £4  •  •  •  f n  unabhängige  Invarianten 

Jk(af-  ..#("»>$)     (4=1  ...n) 

besitzen.  Setzen  wir  dabei  voraus,  dass  m  Punkte  gar  keine 
Invarianten  haben,  so  ist  das  System  der  Invarianten 

wesentlich  bestimmt.  Wenn  dagegen  schon  m  Punkte  Invarianten 
haben,  so  giebt  es  unendlich  viel  wesentlich  verschiedene  Sy- 
steme J{  . . .  Jn. 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  m  Punkte  keine  Invariante 
haben.   Setzen  wir  dann 

so  haben  die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
keine  gemeinsame  Lösung,  während  die  Gleichungen 

xky+...  + 4*0/- +£*/•=<> 

genau  n  unabhängige  Lösungen  besitzen.  Wir  können  dabei 
immer  annehmen,  dass  diese  Lösungen  Ji . . .  Jn  so  gewählt  sind, 
dass  die  Gleichungen 

h  K  ' ' '  «?  >  h  • " '  In)  =  "k     (**=«•••*) 

eine  continuirliche  Gruppe  mit  der  identischen  Transformation 
bestimmen  (vgl.  meinen  zweiten  Fundamentalsatz),  in  welcher 
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die  a  ursprüngliche,  die  f  transformirte  Veränderliche  sind, 
während  die  x' ...  x(m)  Parameter  darstellen.  Es  ist  dieser  Fall, 
den  Guldberg  gefunden  hat. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  meinem  allgemeinen  Falle.  Wir 
können  annehmen,  dass  die  Ausdrücke 

Xk'f+...+X?f=Wkf 

durch  keine  lineare  Relation  verknüpft  sind.  Dann  haben  die 
Gleichungen 

xk'f+...  +  xim)f+3kf=0 

n  +  co  Lösungen,  unter  denen  w  von  y4 . . .  yn  frei  sind : 

Uv(x'  •  •  •  xm)     (*/=4  •  ••  w), 
während  die  übrigen 

Jk(af.-.aP,     ^..-JCn)     (*  =  «.-. n) 

hinsichtlich  f , . . .  yn  unabhängig  sind.  Bilden  wir  nun  wiederum 
die  Gleichungen 

so  bestimmen  dieselben  fortwährend  eine  Gruppe  zwischen  den 
a  und  y ;  dies  folgt  unmittelbar  aus  meinem  Beweise  meines 
zweiten  Fundamentalsatzes,  den  ich  oft  als  den  Hauptsatz  meiner 
Gruppentheorie  bezeichne.  Jetzt  dürfen  wir  aber  keineswegs 
behaupten,  dass  diese  Gruppe  mn  wesentliche  Parameter  hat. 

Dieser  allgemeine  Fall  ist  Herrn  Guldberg  entgangen. 

Die  Frage  nach  den  allgemeinsten  simultanen  Systemen  mit 
Fundamentalsystemen  ist  somit  durch  die  bisherigen  Unter- 
suchungen keineswegs  erledigt.  Es  ist  aber  leicht  zu  beweisen^  dass 
die  frühere  Gleichung  (\ )  das  allgemeinste  derartige  Sgstem  liefert. 

III. 

In  den  Math.  Annalen  Bd.  XXV,  S.  124  — 130  entwickelte 
ich  allgemeine  Integrationstheorien  für  lineare  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen 

(3)  ^+  Z4  (*)  XJ+  •  •  .  +  Zr (z)  X/-  0  , 

wobei  ich  zunächst  annahm,  dass  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 
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die  eine  Gruppe  erzeugen ,  die  Veränderliche  z  gar  nicht  ent- 
halten. Da  meine  soeben  citirten  Entwickelungen  einen  sehr 
allgemeinen  Charakter  haben  und  theilweise  nur  skizzirt  sind, 
dürfte  es  nützlich  sein,  den  einfachen  Fall,  der  jetzt  gerade  vor- 
liegt, etwas  ausführlicher  zu  behandeln. 

Seien 

yi=fiixi  •••***>  b{--br) 

die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  Xl/'...Ä'r/l  Wir  be- 
schränken uns  hier  auf  den  Fall,  dass  diese  Gleichungen  schon 
bekannt  sind.  Es  bestehen  nun  nach  meinen  allgemeinen  Theo- 
rien Gleichungen  von  der  Form 

lf  =2j  Vv*  ( V  •  •  K)  in  fr.  •  •  •  y») 

Mit  Benutzung  dieser  Gleichungen  erkennt  man  leicht,  dass  es 
möglich  ist,  die  Grössen  bi  •  •  •  br  derart  als  Functionen  von  z 
zu  bestimmen,  dass  unsere  lineare  partielle  Differentialgleichung 
(3)  in  den  Veränderlichen  z  y4 . .  ,yn  die  Form 


bz 

ös   '  « 

Hg      "K\~l  "Kl 

annimmt. 

Sind  nun 

Vi=fi(XK- 

und 

bt  (z) .  •  •  br  (*)) 
A  (*)•••  ßr) 

zwei  verschiedene  Substitutionen ,  welche  diese  Forderung  er- 
füllen, so  bestehen  Relationen 

(*)  to = Afoi •  •  •  y»>   yA*)*--yA*))i 

in  denen  die  y  Functionen  von  z  sind.   Bei  der  Substitution  (4) 
soll  die  Gleichung 

oz 
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ihre  Form  bewahren ;  folglich  müssen  die  ty  aufgefasst  als  Func- 
tionen der  yi  und  z  von  %  unabhängig  sein,  und  somit  die  Glei- 
chungen 

~       by^       dz 
sowie  die  äquivalenten : 

^^*i»M§.ft)-0      («  =  «... n) 

bestehen.  Hieraus  ergiebt  sich  in  bekannter  Weise,  dass  die 
Ausdrücke 

2-  *  % 

sämmtlich  verschwinden  und  dass  dementsprechend  alle  yk  ab- 
solute Constanten  sind. 

Diejenigen  Differentialgleichungen,  welche  die  Grössen 

derart  als  Functionen  von  x{  •  •  >  xnz  bestimmen,  dass  die  Glei- 
chung 

besteht,  gemessen  daher  die  fundamentale  Eigenschaft,  dass  das 
allgemeinste  Lösungssystem 

vi  "  ■  •  fc 
aus  einem  particulären  yK*  ■  •  yn  durch  Formeln 

*lk=fk{yK--yn,     Vcr) 

ausgedrückt  werden,  die  eine  bekannte  Gruppe  bilden. 

Diese  Differentialgleichungen  findet  man,  indem  man  zuerst 
diejenigen  Differentialgleichungen 

Wk(xA-.-xny    ^•••^dfr-    j  =  ° 

bildet,  welche  die  Grössen  yk  =  fk(xi  •  •  •  <rn,  i4  •  •  •  &r)  als  Func- 
tionen von  xi  •  •  •  xn  bestimmen  und  sodann  zu  den  Wk  —  0 
die  n  Gleichungen 
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\*  +  ZiXiyi+--.  +  ZrXryr  =  0  =  ni  =  0 

hinzufügt. 

Jetzt  bilden  die  vereinigten  Gleichungen 

ß.  =  0,    Wk  =  0 

ein  System  von  Differentialgleichungen,  das  sich  unmittelbar  auf 
ein  vollständiges  System  mit  einer  bekannten  endlichen  Gruppe 
reducirt.  Zu  einem  äquivalenten  Resultate  kommt  man  offenbar, 
wenn  man  die  bk  (z)  als  Functionen  von  z  bestimmt. 
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In  einer  Notiz  gleichen  Titels  ist  ein  Additionstheorem  zwi- 
schen Thetafunctionen  mit  verschiedenen  Moduln  dazu  gebraucht 
worden,  um  Relationen  zwischen  den  Wurzeln  von  Transfer- 
mationsgleichungen  herzustellen.  In  derselben  Notiz  ist  auf  ein 
weiteres  Additionstheorem  hingewiesen  worden,  dessen  linke 
Seite  gleich  einem  Producte  gewöhnlicher  Thetafunctionen  mit 
dem  Index  5  und  den  Moduln  raß  ist,  während  auf  der  rechten 
Seite  die  Indices  beliebig  und  die  Moduln  ganzzahlige  Multipla 
Yonraß  sein  können.  Die  Verbindung  dieses  letzteren  Additions- 
theoremes  mit  dem  ersten  führt  dann  zu  einem  allgemeineren 
Theorem,  dessen  Ableitung  so  einfach  ist,  dass  sie  unterbleiben 
kann.  Dieses  allgemeinere  Theorem  kann  dann  in  ganz  ähnlicher 
Weise  wie  das  ursprüngliche  für  die  Transformationstheorie  ver- 
wandt werden.  Wir  sehen  hiervon  aber  einstweilen  ab,  wollen 
uns  vielmehr  sofort  dazu  wenden,  die  beiden  Additionstheoreme 
für  die  einzelnen  Transformationsgrade  zu  verwerthen.  Hierbei 
machen  wir  die  naheliegende  Annahme,  dass  der  Grad  eine 
Primzahl  sei  und  wollen  uns  zunächst  auf  den  Fall  der  ellip- 
tischen Functionen  beschränken.  In  der  folgenden  Notiz  soll 
insbesondere  der  Fall  der  Multiplicator-  und  Modulargleichung 
3.  Grades  ausführlicher  behandelt  werden.  Die  Resultate  können 
selbstverständlich  auf  Neuheit  keinen  Anspruch  machen  —  die 
Betrachtungen  sollen  vielmehr  lediglicht  dazu  dienen,  die  Be- 
deutung der  Additionstheoreme  für  die  Transformationstheorie 
zunächst  in  den  einfachsten  Fällen  klar  zu  legen. 


4)  Siebe  diese  Berichte,  Sitzung  vom  6.  Februar  d.  J. 
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§1- 

Allgemeine  Betrachtungen. 

Untersuchung  des  ersten  Additionstheoremes. 

Als  Wurzeln  der  Multiplicatorgleichung  legen  wir  die  fol- 
genden zu  Grunde 

ÄS  =  ^(0,^=^),:S,(0,*)\ 

#»-M=(-<)2n*,(0,n  *):$,(<>,*)*, 

wobei  unter  n  eine  ungerade  Primzahl  —  der  Grad  der  Trans- 
formation —  verstanden  wird.  Diese  Grössen  sind  die  reciproken 
Werthe  derjenigen,  die  gewöhnlich  als  Wurzeln  von  Multiplicator- 
gleichungen  verstanden  werden.  Die  Beziehungen  zwischen  den 
transformirten  Thetafunctionen  v  mit  gebrochenen  Charakteri- 
stiken lauten  nun  für  den  Index  3 : 

(<)  *,  (f ,  V  +  * '  g)  =  2^*  •  *,M  (nv,  m) 

und  umgekehrt: 

(2)  *,MKnr)+^[-ju]K»r)=i2'a~^(v^n:")  > 
wobei  gesetzt  ist: 


a  =  en 


Setzen  wir  in  diesen  Formeln  v  =  0 ,  so  erhalten  wir  die  Re- 
sultate : 

n-1 

(3)  ^(o,l±l-l?)  =  ^(0,ni:)  +  2  J^«^f*,M(ö,nT), 

(4)  2*8M(0,«r)  =  l-2,«"^^(0'  T±£LJ)  ■ 

Hieraus  folgt,  dass  eine  jede  Relation  zwischen  den  transformirten 
Thetafunctionen  in  eij^e  Relation  zwischen  den  von  uns  unter- 
suchten Thetafunctionen  mit  rationalen  Charakteristiken  über- 
geführt werden  kann  und  umgekehrt,  wenn  die  Argumente  der 
Null  gleich  gesetzt  werden,  eine  Annahme,  die  bei  unseren 
Untersuchungen  erfüllt  ist.    Ausser  den  Functionen  mit  dem 
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Index  3  ziehen  wir  noch  die  Functionen  mit  den  drei  übrigen 
Indices  hinzu.  Auf  diese  Weise  gelangen  wir  zu  2  (n  + 1 )  Grössen, 
die  wir  bezeichnen  wollen  durch: 


w     l Xf = *8 ^  ^  n^ '  V9 = *° 

1   ^-*iW(0,nf),     v«  =  ^4 


=  *tM(o,»*)i 

Von  diesen  Grössen  können  (w  +  4),  z.  B.  die  Grössen  Zg  und  i>p, 
in  leichter  Weise  durch  die  übrigen  ausgedrückt  werden,  so 
dass  wir  es  nur  mit  n  +  1  neuen  Grössen  zu  thun  haben.  Die 
Einführung  dieser  firössen  giebt  uns  sofort  eine  Eigenschaft  der 
Multiplicatorgleichungen ,  wenn  der  Grad  der  Transformation 
eine  Primzahl  von  der  Form  4  k  +  3  ist.  In  der  That,  eine  solche 
lässt  sich  nicht  als  Summe  zweier  Quadrate  darstellen.  Hieraus 
folgt : 

wobei  die  Summe  über  alle  Wurzeln  der  Multiplicatorgleichung 
auszudehnen  ist,  oder  also  wir  erhalten  den 

Lehrsatz.  In  einer  jeden  Multiplicatorgleichung,  bei  welcher 
der  Transformationsgrad  eine  Primzahl  von  der  Form  4/c  +  3  ist, 
ist  der  Coefficient  von  Mn.  gleich  Null. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  gehen  wir  nunmehr 
zum  Falle 

n  =  3 
über. 

Nach  unseren  allgemeinen  Betrachtungen  existirt  dann  das 
folgende  Additionstheorem : 

g%  =  2s4  +  2s4  mod  6  , 
g%  =  si  —  2  s±  mod  3  . 

Aus  den  Gongruenzen  folgt: 

jf  — «&=  0  mod  6, 
so  dass  wir  die  Formel  erhalten : 

(6)  *,(«.,*)■*,(»„«*) 

=  *,[0]  (*»,  +  i>„  6  t)  *,[0]  (t>,  -  „t,  3t)  +  *,[8]  (iv, 
+t>lf6T)*,[4](t>l-wtl3r)+*1[*](ai;1+t>,l6*)^[i](t>i-t;1,3t). 

Math.-phya.  Ciasse.  1893.  24 
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Durch  Specialisirung  und  unter  Hinzunahme  der  bekannten 
Formeln  der  quadratischen  Transformation  ergeben  sich  hieraus 
eine  ganze  Reihe  von  Beziehungen  zwischen  den  von  uns  einge- 
führten Grössen.  Unter  den  Formeln  der  quadratischen  Trans- 
formation wollen  wir  die  folgenden  herausgreifen,  die  bei  un- 
seren Untersuchungen  besonders  häufig  gebraucht  werden: 

**\[v,**)  =  *,(<>,  r)  •  *,(v,  t)  +  *0(0,  x)  •  *0(v,  r)  , 
%d\(v,  2r)  =  *,(<>,  t)  •  &.(v,  t)  +  *0(0,  %)  •  #,  (v,  r)  , 

«*;{!;,  2*;  =#,(0,  r)  .  *0(V|  *)  -  #o(0,  tr)  .  »t[vt  %)  . 

Unter  den  Formeln,  die  sich  durch  Specialisirung  ergeben, 
wollen  wir  die  beiden  herausgreifen: 

(7)  V0,r).#,(0,2iT) 

=  *,(0,  6<;  #,(0,  Sr)  +  2#3[2]  (0,  6r)  *,[4]  (0,  3r) , 

(8)  *,(<>,*)  •*,(<>,  St) 

=  ^(0,6r)^3(0,3ir)  +  2^[2].0,6T)^[4];0,3T;. 

Führen  wir  unsere  Grössen  .r,  ?y,  s, «>  ein,  so  ergeben  sich 
Irrationalitäten.  Dieselben  können  ohne  Mühe  fortgeschafft  wer- 
den, indessen  ergeben  sich  die  betreffenden  Formeln  einfacher 
aus  unserem  Addition stheorem  für  den  Fall  von  vier  Factoren. 

In  der  That,  wir  können  setzen : 

Also  folgt: 


i/i 

•  —  —  ■  u  j 

»    °1 

-p-   öj    iuvu.  «    , 

9% 

=  *t 

—  *t 

—  s%  mod  3  , 

03 

C 

—  *i 

+  s4  mod  3  , 

9, 

=  5, 

—  »• 

—  54  mod  3  , 

w, 

=  l\ 

+  «. 

+  v3  , 

w% 

=  Vi 

—  »• 

—  «>•» 

wz 

=  t>4 

-V, 

+  ^> 

Wi 

—  Vl 

— »» 

—  r4   . 

s  den 

Gongru< 

3nzen  folgt: 
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9%  =  —  9k  —  0*  mod  3  > 

&  =  —  9k  +  9*  mod  3  > 
wobei  gA  und  g^  willkürlich  bleiben.    Mithin  erhalten  wir  die 
Formel : 

(9)  n*t(ve ,  x)  =  [30]0>  [3,]  W  [3,]W[3.]W 

+  [34](O[30]«[31]W[31](«)  +  [3,1(0  [3,1«  [3J(»  [3,](0 
+  P.^Op.lWp,]«^,]««)  +  [3,1(0  [3,]W  [3.1<»>[3t]W 
+  [3.](,)[3tl^[3t]W[3,](«)  +  [3.1(0  [3,1  W  [3,1«  [3,]C*> 
+  L3,1(0[311(')[30](')[3I1W+  [3,1<0[3J«[3,]«[3,]« , 

wobei  wir  gesetzt  haben: 

und  die  oberen  Indices  die  Indices  der  entsprechenden  Argu- 
mente bedeuten. 

Durch  Specialisirung  ergiebt  sich  eine  grosse  Fülle  von 
Formeln.   Wir  greifen  die  folgenden  heraus. 

Setzen  wir  v4  =  vt  =  v3  =  t>4  =  0 ,  so  wird: 

*J  =  acJ  +  8ajd-aßJ. 

Durch  Substitution  halber  Perioden  ferner  ergeben  sich  die  Be- 
ziehungen : 

&l  -  #o  =yl  •  xo  +  6*i  •  ?/0  •  y\  —  *xo  -  v\  , 
&\  - &l  =  yl  •  xl  +  4a?o  •  -T|  •  y\  -  *x\  •  !/o •  »i , 
#j  •  ^2  =  y<>  •  xl  —  6-To  •  x\  •  yt  +  %x\  •  »o  i 


ferner: 


*S  •  *t  =  *!  ■  a?t  +  6*4  •  *0  •  *J  +  2.t0  •  *J 


'1     ? 


'1    > 

#J  .  #*  =  s*  •  x\  +  kx0  •  cc4  •  5*  +  4£Cj  •*,-*, 
#,  .  #J  =  s0  .  anj  +  6#0  •  acj  -  s4  +  2#J  ■  s0  , 

Schon  diese  Relationen  genügen ,  um  zwei  weitere  Goefficienten 
der  Multiplicatorgleichung  zu  bestimmen. 
In  der  That,  es  ist: 

=  er*  +  Scfi  •  xl  •  x{  +  5*  «'?  -.tJ  •  .tJ  +  32.t0  .  arj  +  16aP  -  rrj . 

24* 
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Hieraus  folgt  durch  Anwendung  unseres  Additionstheoremes: 

#J(0,  t)  ZM*  =  12(.tJ  +  *x,cc\\  =  12#J(0,  r)  , 
oder  also 
(40)  JSJtf*=H2, 

so  dass  die  zweite  Potenzsumme  unmittelbar  bestimmt  ist. 
Ebenso  einfach  folgt: 

&\  SM*  =  84  (:rj  +  8xQx2{)*  =  84  &t 
oder: 

(11)  2J/4  =  84. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  unsere  Betrachtungen  unmittelbar  zu 
der  Berechnung  von  drei  Coefficienten  der  Multiplicatorgleichung 
führen,  so  dass  nur  noch  ein  Goefficient  unbestimmt  bleibt.  Zu 
demselben  Resultate  kommen  wir  durch  die  folgende  Betrach- 
tung. 

Es  ist : 

&12M*  =  24(—  x\  +  20 x\x*  +  8a>J) . 

Wir  wollen  diesen  Ausdruck  durch  c  bezeichnen.  Erwägen  wir 
nun  die  Beziehung : 

X»~  3       ' 

so  erhalten  wir  für  M  die  Gleichung: 

(42.  j/ *  _  6 Jlf *  —  ^:  —  3  =  0 

und  das  ist  die  Multiplicatorgleichung,  die  zu  der  Transformation 
dritten  Grades  gehört,  bei  welcher  freilich  noch  ein  Goefficient 
unbestimmt  bleibt. 

§2. 
Untersuchung  des  zweiten  Additionstheorems. 

Das  zweite  Additionstheorem,  auf  welches  in  der  Einleitung 
hingewiesen  wurde ,  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  in  den  ci- 
tirten  Arbeiten  angegebenen  Additionstheoreme  des  Verfassers, 
so  dass  wir  uns  damit  begnügen  können,  es  einfach  hinzu- 
schreiben. 
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Es  ist : 

2  w€  =  aH  .  v{  +  ort  •  v,  +  •  •  •  +  a6n  .  vn  , 

wobei  die  Zahlen  m6  und  7i€  beliebige  positive  ganze  Zahlen  be- 
deuten, die  Grössen  r[  die  Werthe  0  und  4  annehmen  können 
und  ferner  die  folgenden  Bedingungsgleichungen  bestehen : 

mi  '  an  '  ak\  +  mt '  «6«  '  ak*  H h  ™n '  acn '  «An  =  °  j 

oder  auch : 

(*  +  £+. ..+2^)_4, 


mf 


aKt'a\k    .    au'atk    , ■    an*'qnfc  =  0 

Die  Grössen  g  leisten  den  Congruenzen  Genüge: 

(2)  ^  =  aÄ4.m1.54  +  aÄt.7n,.5tH J-aÄn.wn.5n  mod2nfc. 

Um  die  Anwendung  dieses  Additionstheoremes  handelt  es  sich. 
Wir  nehmen  zunächst  den  Fall  von  zwei  Factoren  und 

setzen 

m{  =  1  ,     m%  =  3  , 
dann  wird: 

c-*i(«l>*).*1(t>t>3»)=J*,[|](w(+ij„3ir). *,[&](«,,+  ,„»), 

wobei  die  Beziehungen  stattfinden: 

2^=3^  +  *;,,     2^=3^  +  ^', 
Zivt  =  v,  -  v4  ,       2*7,  =  i?;  —  ^  , 

und  zwischen  g{  und  g%  die  Gongruenz  besteht: 

^+<h  =  0mod2. 

Die  Constante  c  ist  in  der  allgemeinen  Formel,  wie  auch  in  der 
speciellen  unmittelbar  bestimmt  —  im  vorliegenden  Falle  gleich 
2,  sodass  wir  die  Formel  erhalten : 
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3)  «*,(!;„*)  ■*,(v„3*;.  =  *1(«cll3T).*,(u;llr) 

+  #,(«;< ,  3r)  •#,  (w, ,  ir)  +  #eK  ,  3t)  .  #0(u>„  %) 

—  *4  (wt ,  3  r)  •  *t  (w, ,  t)  . 

Diese  Formel  findet  sich  schon  in  den  ScHRÖTEn'schen  Arbeiten 
vor,  wie  denn  überhaupt  der  Fall,  dass  die  Producte  aus  zwei 
Factoren  bestehen,  in  den  ScHRÖTER'schen  Arbeiten  ausführlich 
behandelt  worden  ist. 

Setzt  man  i\=  i\=  0 ,  so  ergiebt  sich  die  bekannte  Relation : 

Setzt  man  vi  =  |,  v%  =  0,  so  wird: 

setzt  man  vA  =  0 ,  v^  =  t,  so  wird : 

und  so  können  noch  weitere  Specialisirungen  vorgenommen 
werden. 

Wir  nehmen  nun  den  Fall  dreier  Factoren  und  setzen: 

m{  =  1 ,     m%  =  2  ,     ma  =  6  . 

Es  ergiebt  sich  mit  Hülfe  weniger  Schlüsse  das  Additionstheorem: 

=  ^,[f]K+i?u3*)^ 

wobei  die  Beziehungen  bestehen : 

2u-,  =  ivt  +  vt  +  v3,  2^  =  21?,'  +  i}i  +  ?,' , 
2«;,  =  2 1>,  +  t>,  —  t>, ,  2 1?,  =  21?,'  +  *;J  —  i?,' , 
2^  =  2«, -2vt,  2^  =  irft  -2^, 

und  die  Grössen  <?  die  Werthe  annehmen  können: 

9t=9*  =  9*  =  °  > 

9i=9t=9i  =  %  » 

9  t  —  9*  —  9t  =  4  • 
Somit  ergiebt  sich  die  folgende  allgemeine  Formel: 

(7)  2*,(*,,  *)•*,(»„**)•*,(»„  6») 

=  [3i](,H3,](«)[3,]W+  [3,]0)[31]W[3,](,)  +  p^COp,!«^») 

+  l°.](,)[0.](,)[3JW  +  [0,](')[0,](«)[31]W  +  [0I]0)[01](«)[3I](»>. 
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Aus   dieser  Formel   ergeben  sich  durch  Specialisirung  eine 
grössere  Anzahl  Thetarelationen. 
Setzen  wir: 

so  erhalten  wir  die  Formel : 

(8)  2#3  .#3(0,  2t)  •  *,(<),  6t)  =  (*•  +  y»)  x,  +  %{x\  +  tf)*4  , 

setzen  wir: 

vi  =  0  ,     t;4  =  t  ,     v3  =  3  r  , 
so  ergiebt  sich : 

(9)  8*.  .*t(0,  8*)  •  *t(0,  6t)  =  (**  -  t/J)  *,  +  2(*J  -  y\)x, . 
Durch  Addition  finden  wir  die  Formel: 

(*°)  ^(^(0,  ärJ.^^eirJ  +  ^fO^T).^^  6t))  =  (r30  +  2(r?. 

Aehnlich  wird: 

(11)  *M0,**).»,(0,*t)-W 

(«)  ^,(^(0,2r)^(0,6r)+^(0,2T).^(0,6r))=ir0.j8J  +  2cc4.^, 

(13)  ^(^3(0,2r)^t(0,6T)-^(0,2T)^3(0,6T))  =  2^.t;J  . 

Durch  Quadriren  lassen  sich  die  Moduln  2  t  und  6  t  fortschaffen, 
so  erhalten  wir  z.  B.  die  Relation : 

(14)  ^(^l^  +  ^lyl  +  ^l-zlJ^ixl  +  Sxlxl  +  Sx^ 

u.  s.  f.  Dieselben  Relationen  lassen  sich,  wie  wir  sehen  werden, 
unmittelbar  aus  anderen  Additionstheoremen  herleiten,  ohne 
dass  es  nöthig  ist,  Quadrirungen  vorzunehmen. 

Im  Falle  von  vier  Factoren  können  mehrere  Additionstheo- 
reme aufgestellt  werden.  Wir  beschränken  uns  darauf,  ein  ein- 
ziges kurz  anzuführen.   Es  ist: 

•*,[f  ]K+?,i  **)  A[!](">3+>?3,  Sr)  •  *,[§](«>«  +  *«,  3t) 

mit  den  Beziehungen : 

io{  =  3  vi  +  v,  +  v3  +  t\  ,      ?/,  =  31?;  +  rji  +  173'  +  i?4' , 
w*  =  v4  —  3vf  +  i\  —  v4  ,      */,  =  rji  —  3^  +  r/3'  —  17;  , 

w8  =  vi  —  vt  —  3v3  +  v4  >       *?•  =  7i  —  rli  —  3,?3  +  ^i  > 
">4  =  v,  +  vt  —  t>3  —  3t'4  ,      ij4  =  »?;  +  ^  —  »73'  —  3i?4'  . 

&  =  —  »4  —  2?tmod3  , 
?4  =      &  +    0»  mod  3  • 


358 


ML  Krausb, 


Die  entsprechende  Formel  gestaltet  sich  ziemlich  umfangreich. 
Da  die  Specialisirungen  zu  keinen  wesentlich  neuen  Resultaten 
führen,  so  möge  von  ihrer  Aufstellung  abgesehen  werden.  Eben- 
so wenig  wollen  wir  auf  den  Fall  von  fünf  Factoren  eingehen, 
vielmehr  wollen  wir  uns  darauf  beschränken,  ein  Additions- 
theorem zwischen  Producten  von  sechs  Factoren  zum  Schluss  auf- 
zustellen. 

Wir  setzen : 

m{  =  \  ,     mt  =  1  ,     m3  =  4  ,     mA  =  \  ,     mB  =  m%  =  3  , 

n{  =  3  , 
dann  wird: 

cll#3(v6,  m€r)  =  2n&,  [|]  (w£  +  17,,  3r), 
wobei  die  Beziehungen  stattfinden : 

2ir,=  —  2t>8—  u3—  vA+Vt+vü ,  2  w5=2i;4—  2  vf-2 vt , 

2^3=2^+^—^+^—^»       2uv=2ü4— 2i;,— 2v4  , 

und  die  Gongruenzen  bestehen: 

9%  =  —    9i  mod  6  ,    #4  =  —    g,  mod  6  , 
g%  =  —  2  &  mod  6  ,     g%  =  —  2  j4  mod  6  . 

Auf  die  Bestimmung  der  Grössen  rj  braucht  nicht  näher  einge- 
gangen zu  werden. 

Die  fertige  Formel  wollen  wir  folgendermassen  schreiben  : 
Wir  setzen  . 

^=[3.](,)[3.](l)[30](6)H-[20](')[20]0 

VMaJW 

Die  Bezeichnungen  sind  die  analogen  wie  früher,  die  obigen 
lndices  sind  gleich  den  Indices  der  entsprechenden  Argumente  w. 


-+[34]W[34]( 
+  [3,]<4>[3,](' 

0,=[o,](')[o,]( 

-[0,](O[0l](« 

^=[o„]W[o0]( 


:« 


^«».jW+P.jWp, 
)[3JC0+[S|](0[8, 

)[3,]O_[8j0)[8i 
;[30]C«)_[0,]O)[0t 


(*)[3,](6) 
(») [3,] (•) , 

«[3JW 
(«)[3t](0, 

W[3,]C) , 

«[3,](0 

(•)[3t](0. 
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Wir  wollen  nun  unter  P'}  Q'  diejenigen  Grössen  verstehen,  die 
aus  den  obigen  entstehen,  wenn  an  Stelle  der  oberen  Indices  (4), 
•2),  (6)  die  Indices  (3),  (4),  (5)  gesetzt  werden,  dann  lautet  das 
Additionstheorem : 

(45)    4  JI  »,(»<,  m6x)  =  PKP[  +  ptp;  +  <?,.<?;  +  q,q;. 

Durch  Specialisirung  der  Argumente  ergiebt  sich  hieraus  wie- 
derum eine  grössere  Reihe  von  Beziehungen  und  zwar  derartige, 
auf  welche  bei  Gelegenheit  des  Additionstheoremes  zwischen 
Producten  von  je  drei  Factoren  hingewiesen  wurde.  Wir  setzen 
t?t .  •  .  =  t?6  =  0 ,  so  wird : 

(<  6)       #i  •  x\  =  (x>  +  s*?)»  +  w  •  x,  +  2  *; .  xKy 

und  ebenso  lassen  sich  durch  andere  Special  isirungen  weitere 
Relationen  herleiten,  indessen  werden  die  bisherigen  Betrach- 
tungen genügen,  um  die  Anwendbarkeit  unserer  Additionstheo- 
reme für  die  Transformationstheorie  darzuthun, 
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Ueber  die  integrabeln  Gruppen. 

In  Nr.  II  meiner  kleineren  Beiträge  zur  Gruppentheorie 
(d.  Ber.  \  887,  S.  95  ff.)  habe  ich  einen  Satz  aufgestellt,  der  fol- 
gendermassen  ausgesprochen  werden  kann: 

Eine  r-gliedrige  Gruppe  ist  stets  dann  aber  auch  nur  dann 
integrabel,  wenn  sie  keine  dreigliedrige  Untergruppe  enthält,  die 
mit  der  allgemeinen  projectiven  Gjiippe  der  geraden  Linie  gleich- 
zusammengesetzt ist. 

Meine  damalige  Formulirung  des  Satzes  lautet  etwas  anders, 
weil  Lie  den  Namen:  »integrable  Gruppe«  noch  nicht  eingeführt 
hatte.  Ausserdem  bezeichnete  ich  damals  die  dreigliedrigen 
Gruppen,  die  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Gera- 
den gleichzusammengesetzt  sind,  kurz  als  Kegelschnittsgruppen. 
So  bequem  auch  dieser  Ausdruck  in  vielen  Fällen  ist,  so  ist  er 
doch  nicht  ganz  glücklich  gewählt ;  ich  werde  ihn  deshalb  hier 
vermeiden  und  lieber  statt  seiner  sagen :  die  Gruppen  von  der 
Zusammensetzung : 

(1)  (ZiZi)  =  ZJ,     (Z,Z,)  =  2Z,/\     foZJ^ZJ 

oder  noch  kürzer:  die  Gruppen  (1). 

Der  Beweis,  den  ich  a.  a.  0.  für  meinen  Satz  gegeben  habe, 
enthält  eine  Lücke.  Ich  setzte  nämlich  dabei  als  selbstverständ- 
lich voraus,  dass  die  Gruppe  (1)  zu  einer  Gruppe,  die  keine  Un- 
tergruppe von  der  Zusammensetzung  (1)  enthält,  niemals  mero- 


1)  VII  in  diesen  Berichten  4892,  S.  292  ff. 
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edrisch  isomorph  sein  könne.  Später  bemerkte  ich,  dass  das 
gar  nicht  so  selbstverständlich  ist,  dass  es  vielmehr  erst  be- 
wiesen werden  muss,  und  es  gelang  mir  auch,  einen  Beweis 
dafür  zu  finden.  Ich  habe  auf  diesen  Punkt  bereits  selbst  hin- 
gewiesen (Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Math,  für  4887,  S.  356). 

Killing  hat  seitdem  meinen  Satz  aus  seinen  allgemeinen 
Theorien  über  die  Zusammensetzung  der  r-gliedrigen  Gruppen 
abgeleitet  (s.  math.  Ann.  Bd.  36,  S.  1 69  ff.).  Da  aber  seine  Unter- 
suchungen dem  Verständnisse  ziemliche  Schwierigkeiten  bereiten, 
so  halte  ich  es  für  richtig,  auch  die  allerdings  recht  weitläufigen 
Betrachtungen  zu  veröffentlichen,  durch  die  es  mir  gelungen  ist, 
die  Lücke  in  meinem  ursprünglichen  Beweise  auszufüllen.  Ein 
Grund  mehr  für  mich  ist  der  Umstand,  dass  gerade  in  den  all- 
gemeinen KiLLiNGSchen  Theorien  die  Beweise  zum  Theil  nicht 
mit  der  nöthigen  Sorgfalt  geführt  sind.  Ich  selbst  habe  schon 
vor  längerer  Zeit  einige  Fehler  in  den  KiLLiNGSchen  Arbeiten 
bemerkt  und  neuerdings  hat  Herr  Cartan  noch  andere  Fehler 
darin  gefunden  (s.  Comptes  Rendus  1893,  Bd.  146,  S.  784  ff.). 

Die  Lücke,  die  mein  Beweis  von  4  887  enthält,  hat  zur  Folge, 
dass  durch  meine  damaligen  Betrachtungen  eigentlich  nur  der 
folgende  Satz  bewiesen  ist : 

Satz  1.  Ist  in  einer  r-gliedrigen  Gruppe  keine  dreigliedrige 
Untergruppe  von  der  Zusammensetzung  (4 )  enthalten  und  ist  ausser- 
dem die  Gruppe  (4 )  nicht  mit  ihr  meroedrisch  isomorph ,  so  ist  die 
r-gliedrige  Gruppe  integrabel.  Enthält  dagegen  eine  r-gliedrige 
Gruppe  eine  dreigliedrige  Untergruppe  von  der  Zusammensetzung 
(4),  so  ist  sie  nicht  integrabel. 

Wollen  wir  daher  den  damals  gegebenen  Beweis  vervollstän- 
digen, so  müssen  wir  noch  zeigen,  dass  die  Gruppe  (4 )  zu  einer  r- 
gliedrigen  Gruppe,  die  keine  dreigliedrige  Untergruppe  von  der 
Zusammensetzung  (4 )  enthält,  auch  niemals  isomorph  sein  kann 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  jede  r-gliedrige  Gmppe, 
mit  der  die  Gruppe  (4)  meroedrisch  isomorph  ist,  eine  dreigliedrige 
Untergruppe  von  der  Zusammensetzung  (4 )  enthält. 

Den  Beweis  hierfür  wollen  wir  jetzt  auseinandersetzen. 

Ist  die  Gruppe  (4)  zu  einer  andern  Gruppe  meroedrisch 
isomorph,  so  ist  die  Gliederzahl  dieser  letzteren  noth wendig 
>  3 ,  also  etwa  =r  +  3(r>  0)  und  die  Zusammensetzung 
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dieser  (r  +  3)-gIiedrigen  Gruppe  Gr+i  wird  durch  Gleichungen 
von  der  Form: 


(2) 


(x,jg=   xj 

(X{  X,)  =  2  XJ 

(*,*,)=     XJ 
(Xt  Yk)  =  0 
(1*1})  =  0 
(i=<,2,3;  k,j=l 


modd.  YJ---YJ 


r) 


bestimmt.  Hier  ist:  YJ  •  •  •  yr/"  die  r-gliedrige  invariante  Unter- 
gruppe der  Gr+3  ,  die  der  identischen  Substitution  entspricht, 
wenn  man  die  Gr+8  und  die  Gruppe  (4)  isomorph  auf  einander 
bezieht.  Das  Zeichen  =  bedeutet,  dass  die  beiden  infinitesi- 
malen Transformationen,  zwischen  denen  es  steht,  sich  nur  um 
einen  Ausdruck  unterscheiden,  der  aus  YKf  •  •  •  Yrf  linear  abge- 
leitet werden  kann. 

Zu  beweisen  ist,  dass  jede  Gr+3  von  der  Zusammensetzung 
(2)  eine  dreigliedrige  Untergruppe  von  der  Zusammensetzung  (4 ) 
enthalt. 

Ware  die  Gruppe  (4 )  auch  mit  der  invarianten  Untergruppe : 
Yxf"  Yj/unsrer  Gr+3  isomorph,  so  wäre  es  offenbar  bequemer, 
nicht  die  Gr+,  zu  betrachten,  sondern  die  Gruppe:  Yif^>  Yrf 
und  zu  beweisen,  dass  diese  eine  Untergruppe  von  der  Zu- 
sammensetzung (4)  enthalt.  Die  Gruppe:  YJ---  Yrf  enthielte 
dann  nothwendig  eine  (r  —  3)-gliedrige  invariante  Untergruppe. 
Wäre  nun  die  Gruppe  (1)  auch  mit  dieser  (r  —  3)-gliedrigen 
Gruppe  meroedrisch  isomorph,  so  brauchten  wir  blos  zu  be- 
weisen, dass  diese  (r  —  3)-gliedrige  Gruppe  eine  Untergruppe 
von  der  Zusammensetzung  (4)  enthalt.  Fahren  wir  so  fort,  so 
erkennen  wir,  dass  wir  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
annehmen  können,  dass  die  Gruppe  (4)  mit  der  r-gliedrigen  inva- 
rianten Untergruppe :  YKf . . .  Yrf  unsrer  Gr+3  nicht  meroedrisch 
isomorph  ist. 

Enthielte. nun  die  Gruppe:  YKf  .  .  .  Yrf  eine  dreigliedrige 
Untergruppe  von  der  Zusammensetzung  (I ) ,  so  enthielte  auch 
unsre  Gr+Z  eine  und  wir  wären  fertig.  Wir  können  daher  zu 
der  eben  gemachten  Annahme  noch  die  Voraussetzung  hinzu- 
fügen, dass  die  Gruppe:  YJ . . .  Yrf  keine  dreigliedrige  Unter- 
gruppe von  der  Zusammensetzung  (4)  enthält.   Dann  aber  ist  die 
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Gruppe:  Yif...  rr/*nach  Satz  4  integrabel.  Wir  brauchen  dem- 
nach nur  noch  zu  beweisen ,  dass  jede  (r  +  3)-gliedrige  Gruppe 
von  der  Zusammensetzung  (2),  deren  invariante  Untergruppe: 
Ykf . . .  Yrf  integrabel  ist,  eine  dreigliedrige  Untergruppe  von  der 
Zusammensetzung  [\)  enthält. 

Wir  setzen  also  jetzt  voraus,  dass  die  Gruppe:  YKf . . .  Yrf 
integrabel  ist.  Ihre  erste  derivirte  Gruppe ,  so  heisst  nach  Lie 
die  Gruppe,  die  von  allen  [Y^Yj]  erzeugt  wird,  ist  dann  nicht 
r-gliedrig,  wir  können  daher  annehmen,  dass  sie  blos  (r  —  n}- 
gliedrig  ist  und  von  den  infinitesimalen  Transformationen : 
Yn+if.  . .  Yrf  erzeugt  wird.  Diese  Gruppe:  Yn+if . .  .  Yrf  ist 
wiederum  integrabel  und  ausserdem  ist  sie  eine  invariante 
Untergruppe  nicht  blos  der  Gruppe:  YKf . . .  Yrf  sondern  auch 
der  ganzen  Gr+2:  X{f,  X%f,  Xzf ,  YAf...  Yrf,  denn  die  erste 
derivirte  Gruppe  jeder  invarianten  Untergruppe  unsrer  Gr+i 
ist  stets  wieder  eine  invariante  Untergruppe  der  Gr+3 .1)  Hieraus 
folgt,  dass  die  Gleichungen  (2)  jetzt  die  einfachere  Form: 


(3) 


« 


(XtX,)  =     XZ+^o    »'/■ 


n 


(A'€  Ä',)  =  2  XJ 


K  rj 


pi 


n 


l 
(Xt  Yy)  =  2f  h*P  V 


modd.rn+,/-...rr/> 


(XiYn+T)  =  (Y^)  =  0 
(e  =  4,2,3;  v=  1  •  •  •  n\  t=  \  ...  r  —  n;  k,j\=  1  •••  r) 

annehmen,  wo  die  Gruppe:    Fn+1/\..  Yrf  wiederum  inte- 
grabel ist. 

Da :  Yn+l  f. . .  Yrf  eine  invariante  Untergruppe  unsrer  Gr+3 
erzeugen,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  Yn+lf . . .  Yrf  alle  gleich 
Null  setzen ,  aus  (3)  die  Gleichungen  für  die  Zusammensetzung 


4)  Theorie  der  Transformationsgruppen,  bearbeitet  von  Lie  unter 
Mitwirkung  von  F.  Engel,  Abschn.  I,  S.  262,  Satz  7. 
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einer  (n  +  3)-gliedrigen  Gruppe  Gn+S,  die  mit  unsrer  Gr+3 
meroedrisch  isomorph  ist.  Diese  Gn+8  hat  die  Zusammensetzung : 


(*) 


u 


(x.«j=  *if+2"°t*%r 


u 


(I1J3)  =  2X,/-+^6„2)„/- 


n 


&*,)  =  y+^vV 


ti 


(W  =  ^«VV 


®»SM  =  o 

» 

sie  ist  also  eine  Gruppe  von  derselben  Beschaffenheit  wie  die 
Gruppe  (2) ,  nur  sind  die  infinitesimalen  Transformationen  ihrer 
invarianten  Untergruppe:  9)4/\  . .  9)n/*  paarweise  vertauschbar. 

Um  nun  nachzuweisen,  dass  unsre  Gruppe  (3)  eine  drei- 
gliedrige Untergruppe  von  der  Zusammensetzung  (4)  enthält, 
brauchen  wir  nur  zu  zeigen,  dass  jede  Gruppe  von  der  Zusam- 
mensetzung (4)  eine  solche  Untergruppe  enthält,  dass  es  also 
möglich  ist,  an  Stelle  von:  HKf,  3E,/*,  £,/* solche  Ausdrücke: 


n 


(t=M,3) 
einzuführen,  dass  sich  aus  (4)  die  einfachen  Beziehungen : 

ergeben.  Ist  es  uns  nämlich  gelungen  dies  zu  zeigen,  so  denken 
wir  uns  die  Constanten  aif4  in  der  angegebenen  Weise  bestimmt, 
führen  in  (3)  die  Ausdrücke : 


v 


«VV    («  =  M,8) 


als  neue  XJ  ein  und  erreichen  dadurch,  dass  die  Constanten: 
<V>  V'  V  a^e  verschwinden.   Dann  aber  erzeugen  offenbar  die 
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r  —  n  +  3  infinitesimalen  Transformationen:  Xxf}  Xtf,  X3f, 
Yn+if.. .  Yrf  eine  (r  —  n  -f-  3)-gliedrige  Untergruppe  unsrer  Gz. 
Da  nun:  Yn+if ...  l^/*  eine  integrable  Gruppe  erzeugen,  so 
können  wir  auf  diese  (r  —  n  +  3)-gliedrige  Gruppe  dasselbe 
Verfahren  anwenden  wie  auf  die  ursprüngliche  Gr+S.  Fahren 
wir  in  dieser  Weise  fort,  so  müssen  wir  schliesslich  auf  eine  in 
unsrer  Gr+3  enthaltene  (l  +  3)-gliedrige  Gruppe  stossen,  die 
ebenfalls  eine  Zusammensetzung  von  der  Form  (2)  besitzt,  deren 
invariante  /-gliedrige  Untergruppe  aber  aus  paarweise  vertausch- 
baren Transformationen  besteht.  Wenn  wir  daher  als  bewiesen 
annehmen,  dass  jede  solche  (/  +  3)-gliedrige  Gruppe  eine  drei- 
gliedrige Untergruppe  von  der  Zusammensetzung  (4 )  enthält,  so 
ist  damit  zugleich  bewiesen,  dass  unsre  Gr+3  eine  enthält. 

Durch  das  Vorstehende  ist  unsre  Aufgabe  auf  die  einfachere 
zurückgeführt,  nachzuweisen,  dass  jede  (n  -f-  3)-gliedrige  Gruppe 
Gw+3  von  der  Zusammensetzung  (4)  eine  dreigliedrige  Untergruppe 
von  der  Zusammensetzung  (4)  enthält. 

Wir  können  annehmen,  dass  die  grössten  in  der  Gruppe: 
?)if  ••  •  £)*/* enthaltenen  Untergruppen,  die  in  der  ganzen  Gw+8: 
%ify  %%fi  &*/?  tyif-  •  •  tynf  invariant  sind,  die  Gliederzahl  n  —  m 
besitzen,  und  dass:  ?)m+4  /"• . .  tynf  eme  Untergruppe  von  dieser 
Beschaffenheit  erzeugen.  Setzen  wir  dann:  %)m+if  >  -tynf  a^e 
gleich  Null,  so  erhalten  wir  aus  (4)  die  Zusammensetzung  einer 
(m  + 3)-gliedrigen  Gruppe  Gm+i,  die  mit  unsrer  Gn+S  mero- 
edrisch  isomorph  ist.    Diese  Gruppe  hat  die  Zusammensetzung : 


(5) 


m 


(StSt)=    SJ+^apHpf 


m 


(»£,)  =  2  S.H-^&^ff,,/- 


m 


(=•,«,)=    BJ+^^H^f 


m 


[Si  Hv)  =  J^u  hiv[l  Hpf 

i 

(H^Hr)  =  0 

(/  =  4 ,  2 .  3  ;  /i ,  v  =  4  •  •  ■  77?)  , 
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sie  ist  also  eine  Gruppe  von  ahnlicher  Beschaffenheit  wie  die 
Gn+3,  nur  hat  sie  die  Eigenschaft,  dass  ihre  invariante  Unter- 
gruppe :  H{f .  . .  Hmf  keine  Untergruppe  mehr  enthält,  die  in  der 
ganzen  [m  +  %)-gliedrigen  Gruppe:  Sif,  Huf  invariant  ist. 
Enthielte  nämlich:  Hif ...  Hmf  eine. derartige  Untergruppe,  die 
nicht  blos  aus  der  identischen  Transformation  bestände ,  so  er- 
gäbe sich  daraus  ein  Widerspruch  mit  der  Voraussetzung ,  die 
wir  über  die  Gruppe:  tym+Kf .  . .  $)nf  gemaqht  haben. 

Genau  so  nun,  wie  wir  oben  die  Untersuchung  der  Gruppen 
von  der  Zusammensetzung  (3)  auf  die  der  Gruppen  von  der  Zu- 
sammensetzung (4)  zurückführten,  können  wir  jetzt  zeigen,  dass 
die  Untersuchung  der  Gruppen  (4)  auf  die  der  Gruppen  von  der 
besonderen  Beschaffenheit  (5)  hinauskommt.  Wir  brauchen  also 
nur  noch  zu  zeigen,  dass  jede  [m-\-3)-gliedrige  Gruppe:  S{f, 
Hufi  die  die  Zusammensetzung  (5)  und  ausserdem  die  vorhin  an- 
gegebene besondere  Beschaffenheit  besitzt,  eine  dreigliedrige  Unter- 
gruppe von  der  Zusammensetzung  [\)  enthält. 

Um  diesen  letzten  Schritt  zu  thun,  deuten  wir  die  oo,rt+* 
infinitesimalen  Transformationen  der  Gm+i :  Sif,  Hflf  als  Punkte 
in  einem  (m  +  2)-fach  ausgedehnten  Räume  Rm+^  und  denken 
uns  die  Punkte  dieses  Raumes  duroh  die  adjungirte  Gruppe 
unsrer  GfW+s  transformirt.  In  unserm  Rm+%  bleibt  dabei  eine 
ebene  (m —  4)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  Em__K  invariant, 
die  das  Bild  der  invarianten  Untergruppe:  HKf ...  Hmf  ist,  da 
aber  diese  Untergruppe  keine  in  der  Gm+3  invariante  Unter- 
gruppe enthält,  so  ist  sicher,  dass  in  dieser  2?m_4  keine  kleinere 
invariante  ebene  Mannigfaltigkeit  auftritt. 

Nun  sind  die  H„f  paarweise  vertauschbar,  demnach  wer- 
den die  Punkte  unsrer  Em_K  bei  der  adjungirten  Gruppe  der 
Gm+i  blos  dreigliedrig  transformirt  und  zwar  durch  eine  drei- 
gliedrige projective  Gruppe,  die  mit  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  auf  der  Geraden  gleichzusammengesetzt  ist  und  die  keine 
in  der  Em^i  liegende  ebene  Mannigfaltigkeit  invariant  lässt1). 
Nach  einem  alten  Satze  von  Lib  folgt  hieraus,  dass  in  unsrer 
#m-i  e*ne  möglichst  gekrümmte  rationale  Curve  (m  —  4)ter  Ord- 
nung invariant  bleibt. 


4)  Auf  den  Fall  m=  4  brauche  ich  wohl  nicht  besonders  einzugehen, 
ich  nehme  daher  im  Folgenden  m>  4  an. 
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Ist:  %\Hhf+  •  •  •  +  vm^mf  die  allgemeine  infinitesimale 
Transformation  der  Gruppe :  Hif..t  Hmf,  so  können  wir  durch 
eine  lineare  homogene  Transformation  der  v  stets  erreichen,  dass 
die  eben  besprochene  rationale  Gurve  durch  die  Gleichungen : 

Vp  =  $-*  I™-?     [n  =  4  •  •  •  m) 

dargestellt  wird.  Die  Schaar  der  oo1  infinitesimalen  Transfor- 
mationen, die  den  Punkten  dieser  Gurve  entsprechen,  hat  dann 
die  Form : 

j&  <f-  c^  Hrf . 

1 

Da  nun  diese  Schaar  bei  allen  Transformationen  unsrer  Gm+i 
invariant  bleiben  muss,  so  ergiebt  sich  schliesslich,  dass  die  Aus- 
drücke (StHp)  bei  geeigneter  Wahl  der  Btf  die  Form : 

(6)  }     \    %     i*i  2  tu 

(n  ==  f  . . .  m) 

erhalten  können,  wo  natürlich  Hm+if  und  H0/*  gleich  Null  zu 
setzen  sind. 

Um  jetzt  auch  die  übrigen  der  Relationen  (5)  zu  vereinfachen, 
setzen  wir: 

m 

1 

m 

i 
und  bekommen  aus  (5)  und  (6) : 

m 


7) 


Ist  daher  m  gerade,  so  können  wir  die  a^  und  y^  stets  so  wählen, 
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dass  rechts  alle  Glieder  mit  Hif . . .  Hmf  verschwinden.  Wir 
haben  dann  einfach : 

(&  E)  =  E'f        (&  s'')  =  E.f 

und  durch  Bildung  der  JACOBischen  Identität  zwischen:  ffKf, 
Etf,  3'zf  ergiebt  sich  überdies,  dass  zugleich: 

wird. 

.*  Ist  dagegen  m  ungerade,  etwa  =  2m  —  1 ,  so  kann  man 
durch  geeignete  Wahl  der  er  und  y  nur  erreichen,  dass  die  Glei- 
chungen (7)  die  Form: 

rm,  f        [S[  S%)  =  B'{f+  am+i  Hm+if 

I     IE  E')  =  E'f-l-c       H       r 

annehmen.  Durch  Bildung  der  JACOBischen  Identität  ergiebt 
sich  nunmehr,  dass  (S^Si)  von  allen  H„f  ausser  von  Hmf  frei 
ist  und  dass  die  Gleichung : 

(m  —  \)  am+i  —  (m  —  \)  cm_,  =  0 

besteht,  aus  der,  weil  m  und  also  auch  m>  \  ist,  sofort  folgt: 
am+i  =  cm_, .   Setzt  man  daher: 

so  bekommt  man: 

(E'  E')  =  E'f.      ( *'  E'\  =  E'f 

und  verfügt  man  endlich  noch  über  die  bisher  unbenutzten  Co- 
efficienten:  an+i  und  ym_t  in  geeigneter  Weise,  so  wird  auch: 

Damit  ist  bewiesen,  dass  jede  Gm+Z  von  der  Zusammen- 
setzung (5),  die  die  auf  S.  366  angegebene  Beschaffenheit  hat, 
eine  Untergruppe  von  der  Zusammensetzung  (4)  enthält.  Es  ist 
daher  nach  dem  Früheren  zugleich  der  allgemeinere  Satz  be- 
wiesen : 

Jede  (r-f-  3)-gliedrige  Gmppe,  mit  der  die  Gruppe  (4)  mero- 
edrisch  isomoiyh  ist,  enthält  eine  Untergruppe  von  der  Zusammen- 
setzung (4). 

Demnach  ist  nunmehr  die  Lücke,  die  in  meinem  früheren 
Beweise  für  den  Satz  über  die  integrabeln  Gruppen  geblieben 
war,  ausgefüllt  und  der  Satz  ist  vollkommen  streng  bewiesen. 
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Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  gleich  noch  einen  zweiten 
Mangel  in  meinem  früheren  Beweise  zu  beseitigen. 

Um  zu  zeigen,  dass  eine  integrable  Gruppe  niemals  eine 
dreigliedrige  Untergruppe  von  der  Zusammensetzung  (4 )  enthält, 
habe  ich  mich  nämlich  damals  (d.  Ber.  4  887,  S.  96)  auf  den  Satz 
gestützt,  dass  es  in  einem  Räume  von  genügend  grosser  Dimen- 
sionenzahl r-gliedrige  projective  Gruppen  von  jeder  möglichen 
Zusammensetzung  giebt.  Dieser  Satz  ist  nun  zwar  unzweifelhaft 
richtig,  aber  er  ist  leider  noch  nicht  allgemein  bewiesen ;  jedoch 
hat  dieser  Umstand  für  den  vorliegenden  Fall  keine  Bedeutung. 
Eine  r-gliedrige  Gruppe  ist  nämlich  nach  Lib  dann  und  nur  dann 
integrabel,  wenn  eine  ihrer  derivirten  Gruppen  blos  aus  der 
identischen  Transformation  besteht ;  hieraus  aber  folgt  unmittel- 
bar, dass  jede  Untergruppe  einer  integrabeln  Gruppe  wieder 
integrabel  ist,  dass  also  eine  integrable  Gruppe  niemals  eine 
dreigliedrige  Untergruppe  von  der  Zusammensetzung  (1)  ent- 
halten kann. 


25* 


SITZUNG  VOM  5.  JUNI  1893. 

Sophns  Lie,  lieber  die  Gruppe  der  Bewegungen  und  ihre 
Differentialinvarianten. 

Die  Begriffe  Invariante  und  continuirliche  Gruppe  sind  so 
alt,  wie  die  Mathematik  selbst,  wenn  sie  auch  erst  am  Schlüsse 
des  vorigen  Jahrhunderts  in  speciellen  Fällen  einigermassen 
deutlich  hervortreten.  Der  Begriff  Differentialinvariante  tritt 
andrerseits,  wenn  auch  in  versteckter  Form,  schon  in  den  ältesten 
Untersuchungen  über  Differentialrechnung  und  Differentialglei- 
chungen hervor. 

Der  Zusammenhang  zwischen  diesen  Begriffen  und  ihre 
allgemeine  Bedeutung  für  die  verschiedenen  Zweige  der  Mathe- 
matik wurde  zuerst  von  mir  entwickelt.  Wer  daran  noch  zweifelt, 
möge  u.  a.  bedenken,  dass  meine  allgemeinen  Theorien  nur  für 
solche  continuirliche  Gruppen  gelten ,  die  durch  Differentialglei- 
chungen definirt  werden  können.  Giebt  es  auch  möglicherweise 
Mathematiker,  die  nachträglich  den  Begriff  continuirliche  Gruppe 
als  selbstverständlich  betrachten,  so  dürften  doch  alle  zugeben, 
dass  es  keineswegs  selbstverständlich  war,  dass  sich  grade  für 
die  besprochenen  Gruppen  eine  allgemeine  Theorie  begründen 
lässt. 

Der  dritte  und  letzte  Band  meines  grossen  Werkes  über 
endliche  continuirliche  Gruppen,  bei  dessen  Abfassung  Herr 
Professor  Dr.  Fr.  Engel  mich  unterstützt  hat,  wird  im  Laufe  des 
Sommers  erscheinen.  Es  war  ursprünglich  mein  Plan,  in  diesem 
Werke  auch  meine  allgemeine  Theorie  der  unendlichen  continuir- 
lichen  Gruppen  zu  entwickeln.  Die  Fülle  des  Stoffes  machte  dies 
indess  unmöglich.  Daher  ist  es  jetzt  meine  Absicht,  mit  Unter- 
stützung des  Herrn  Prof.  Engkl  ein  neues  Werk  über  Differen- 
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tialinvarianten  zu  veröffentlichen  und  dabei  in  einem  Abschnitte 
meine  Theorie  der  unendlichen  Gruppen  darzustellen.  Gleich- 
zeitig gebe  ich  eine  neue  Begründung  für  die  Theorie  der  end- 
lichen Gruppen.  In  diesem  Werke  werden  andererseits  die  lei- 
tenden Ideen  für  meine  Behandlung  der  Differentialgleichungen 
Platz  finden,  wenngleich  eine  ausgeführte  Darstellung  dieser 
letzten  Theorie  für  die  Zukunft  vorbehalten  werden  muss. 


I. 

In  den  folgenden  Zeilen  betrachte  ich  diejenige  endliche 
continuirliche  Gruppe,  die  zuerst  betrachtet  wurde,  nämlich  die 
Gruppe  der  Bewegungen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes.  Die 
alte  Krümmungstheorie  der  ebenen  und  gewundenen  Curven, 
sowie  die  MoNGE-EuLER'sche  Krümmungstheorie  der  Flächen  bil- 
den besondere  Kapitel  meiner  allgemeinen  Theorie  der  Differen- 
tialinvarianten der  Bewegungsgruppe.  Dies  ist  die  wirkliche 
Sachlage.  Dagegen  wäre  es  umsichtig  zu  sagen,  dass  meine  Theorie 
der  Differentialinvarianten  der  Bewegungsgruppe  sich  mit  den 
genannten  Krümmungstheorien  deckt. 

Ich  halte  es  für  richtig,  auf  diesen  Punkt  ausführlicher  ein- 
zugehen und  nachzuweisen,  dass  meine  In  Varianten  theorie  der 
Bewegungsgruppe  Kapitel  enthält,  die  nicht  allein  hinsichtlich 
der  Form,  sondern  auch  hinsichtlich  des  Inhaltes  neu  sind.  Ein 
solcher  Nachweis  hat  eine  doppelte  Berechtigung.  Einerseits 
sind  nämlich  diese  neuen  Kapitel  sehr  interessant,  indem  sie  u.  a. 
neue  Beiträge  zur  Theorie  der  Minimalcurven  liefern,  ebenso 
zur  Theorie  der  Minimalflächen  und  zur  Theorie  derjenigen  Ge- 
radentransformationen, die  Kreise  in  Kreise  überführen.  Ande- 
rerseits ist  aber  zu  beachten,  dass  diese  meine  neuen  Theorien 
für  jede  Gruppe  ihr  Analogon  haben.  Stellt  man  nämlich,  wie 
ich  es  gethan  habe,  für  eine  beliebige  continuirliche  Gruppe  die 
Frage  nach  den  Aequivalenzkriterien  zweier  Gebilde  gegenüber 
der  Gruppe,  so  hat  man  immer  zunächst  zu  entscheiden,  ob  die 
betreffenden  Gebilde  allgemein  oder  Singular  sind.  Die  Aequi- 
valenzkriterien  sind  wesentlich  verschieden,  je  nachdem  die  Ge- 
bilde singulär  oder  allgemein  sind,  während  jedoch  in  beiden  Fällen 
gewisse  volle  Systeme  von  Differentialinvarianten  die  Entschei- 
dung liefern.  Die  singulären  Gebilde  zerfallen  dabei  in  besondere 
Kategorien,  deren  jede  ihre  eigene  Invariantentheorie  besitzt. 
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Nun  gestatten  allerdings  meine  allgemeinen  Theorien  einer- 
seits für  jede  continuirliche  endliche  oder  unendliche  Gruppe 
alle  zugehörigen  Kategorien  singulärer  Gebilde  anzugeben,  an- 
dererseits für  jede  derartige  Kategorie  die  zugehörige  Invarianten- 
theorie zu  entwickeln.  Hierbei  ist  aber  zu  bemerken,  dass  eine 
.vollständige  und  ausführliche  Darstellung  dieser  Theorie  noch 
nicht  vorliegt,  und  dass  es  in  Folge  dessen  selbst  für  diejenigen, 
die  meine  Publicationen  ziemlich  genau  kennen,  nicht  ganz  leicht 
ist  zu  sehen ,  wie  die  betreffenden  Kriterien  in  jedem  einzelnen 
Falle  gefunden  werden  können. 

II. 

Die  Gruppe  der  Bewegungen  im    dreifach  ausgedehnten 
Räume  ist  erzeugt  von  den  sechs  infinitesimalen  Transformationen 

bx}     y  bz        Z  by   ' 

by  '        bx  bz    ' 

bf  bf  bf 

bz  '         by        *  bx 

Wünschen  wir  nun  die  Bedingungen  für  Aequivalenz  zweier 
Gurven  gegenüber  dieser  Gruppe,  anders  ausgesprochen  die 
Bedingungen  für  »Gongruenza  im  Euklidischen  Sinne  zweier  be- 
liebigen Gurven  zu  finden,  so  muss  man  folgendes  Rdisonnement 
anstellen. 

Führt  man  auf  eine  gegebene  Curve:  f=Q,  q>  =  0  alle  Be- 
wegungen aus,  so  erhält  man  eine  Curvenschaar: 

F(xyz  c,  •  •  •  c6)  =  0  ,        0[xyzcA  . . .  c6)  =  0 

mit  sechs  Parametern,  die  allerdings  nicht  immer  wesentlich  zu 
sein  brauchen. 

Diese  Curvenschaar  lflsst  sich  indess  in  allen  Fallen  durch 
ein  invariantes  System  von  Differentialgleichungen 

iik(xy  z  y' z'  y" z"  •  •  •)  =  0 

darstellen,  wobei  y'  z'  y"  z"  >  •  •  die  Ableitungen  von  y  und  z  nach 
x  bezeichnen.  Ist  die  gegebene  Curve  eine  Gerade,  so  hat  dieses 
Gleichungssystem  die  Form 
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y"  =  o,   *"=o, 

und  ist  somit  von  zweiter  Ordnung.  Ist  die  gegebene  Curve  ein 
Kreis,  so  hat  das  zugehörige  invariante  Gleichungssystem  die 

Form 

q  =  a  ,     t  =  0  , 

wobei  q  den  Krümmungsradius,  x  den  Torsionsradius  und  a  eine 
Gonstante  bezeichnen.  In  diesem  Falle  besteht  somit  das  inva- 
riante System  aus  einer  Gleichung  von  zweiter  Ordnung  und 
einer  Gleichung  von  dritter  Ordnung.  Ist  die  gegebene  Curve 
eine  Schraubenlinie,  so  erhält  man  wiederum  eine  Gleichung  von 
zweiter  und  eine  von  dritter  Ordnung. 

In  den  bis  jetzt  betrachteten  Fällen  gestatteten  die  gegebenen 
Curven  —  Gerade,  Kreis,  Schraubenlinie  —  eine  oder  sogar  zwei 
infinitesimale  Bewegungen. 

Betrachten  wir  jetzt  eine  beliebige  reelle  Curve,  die  keine 
infinitesimale  Bewegung  gestattet.  Alsdann  werden  alle  congru- 
enten  Curven  bekanntlich  definirt  durch  zwei  Gleichungen  dritter 
Ordnung 

-£  =  <p(Q),    *  =  Vte)f 

in  denen  s  die  Bogenlänge  bedeutet. 

Dies  bleibt  aber  offenbar  nicht  immer  richtig,  wenn  die  ge- 
gebene Curve  imaginär  ist,  weil  z.  B.  der  Krümmungsradius 

(*"  +  y"  +  *' ')* 

V(y'x"-  x'y")*  +  [z'tf-y'zy  +  (x  z"  -  *V)* 
gleichzeitig  mit  der  Bogenlänge 


VaP  +  y'%  +  z'* 
verschwindet. 

Die  bisherige  Krümmungstheorie  giebt  also  nicht  allgemein- 
gültige Kriterien  für  die  Congruenz  zweier  Curven. 

Wir  wollen  nun  zunächst  zeigen ,  dass  die  Minimalcurven, 
d.  h.  die  Curven,  deren  Länge  gleich  Null  ist,  die  einzigen  sind, 
für  welche  die  bisherige  Krümmungstheorie  illusorisch  wird. 
Sodann  entwickeln  wir  die  Kriterien  für  die  Congruenz  zweier 
Minimalcurven  und  zeigen  endlich,  dass  hiermit  ein  interessanter 
Beitrag  zur  Theorie  der  reellen  wie  der  imaginären  Minimalflüchen 
geliefert  ist. 
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Die  fünf  Grössen 


x  y  z  y   z 


werden  von  der  Gruppe  der  Bewegungen  durch  eine  secbsglied- 
rige  Gruppe  transformirt,  nämlich  durch  die  einmal  erweiterte 
Gruppe : 

hf     v     ä/- 

ix'      by  '      bz   ' 


~         __w ^_  z  —  —  y 


*y 


y 


bz 


*!/' 


bz 


'   > 


■Z-*+n+^&+«%. 


bz 


bx 


Jbx  by 

In  der  zugehörigen  Matrix 

\  0 

0  1 


W 


bz 


0 
0 


0 


0 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

—  y 

1 

-2/' 

j' 

f/    "' 

1  +  ;'* 

0 


y     —  x-      u     —  (1  +  y'4)    —  y'  z' 

verschwinden  die  fttnfreihigen  Determinanten  nicht  identisch, 
dagegen  verschwinden  sie  vermöge  der  Gleichung 

i+y"  +  s"  =  o 

und  nur  vermöge  dieser  Gleichung. 

Hiermit  erkennen  wir,  dass  der  Raum  der  Linienelemente 
transitiv  transformirt  wird,  und  dass  dabei  jedes  Linienelement 

xyzy'z'  , 

für  welches  \  +  y'%  +  z,%  von  Null  verschieden  ist,  in  jedes 
andere  Linienelement  allgemeiner  Lage  übergeführt  werden  kann . 
Betrachten  wir  jetzt  den  Raum  der  Krümmungselemente 

xy*  yV  y"*" 

und   gleichzeitig   die   Matrix   der  zweimal  erweiterten  infini- 
tesimalen Transformationen.    Die  sechsreihigen  Determinanten 
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dieser  Matrix  verschwinden  nicht  identisch;  sondern  nur  vermöge 
4  +  y'*  +  z*  =  0  oder  vermöge  y"  =  0 ,  z"  =  0 . 

Für  krumme  Gurven,  die  keine  JUinimalcurven  sind,  existiren 
daher 

eine  Differentialinvariante  zweiter  Ordnung,  nämlich  q  und 
zwei  Differentialinvarianten  dritter  Ordnung;  nämlich 

%  und  j-  • 

ds 

Schliessen  wir  daher  einerseits  alle  Geraden,  andererseits 
alle  Minimalcurven  aus,  so  dürfen  wir  behaupten,  dass  für  alle 
andern  Curven  die  neun  Grössen 


xyz y  z  y  z  y  z 

jedenfalls  nur  durch  Gleichungen  verbunden  sind,  die  durch 
Relationen  zwischen  den  drei  Grössen 

dg 

*'    T'   Ts 

ersetzt  werden  können. 

Hier  sind  nun  wieder  mehrere  Fälle  denkbar.  Es  ist  denk- 
bar, dass  diese  drei  Grössen  feste  Werthe  haben;  dies  tritt  ein 
dann  und  nur  dann,  wenn  die  Curve  eine  Schraubenlinie  oder 
ein  Kreis  ist.  Es  ist  ferner  denkbar,  dass  unsre  drei  Grössen  durch 
nur  zwei  Gleichungen  verbunden  sind. 

In  diesem  Falle  müssen  diese  Gleichungen  die  Form 

haben ;  wäre  nämlich  q  constant  und  in  Folge  dessen 

ds 

so  müsste  auch  x  einen  constanten  Werth  haben,  wreü  keines- 
wegs alle  Curven ;  welche  die  Gleichungen 

o  =  Const.  ,     -ß  =  0 

s  '     ds 

erfüllen,  congruent  zu  sein  brauchen. 

Auf  der  anderen  Seite  ist  leicht  zu  beweisen ,  dass  zwei 
Gleichungen  von  der  Form 
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immer  oo6  Curven  bestimmen,  die  unter  einander  congruent  sind. 

Benutze  ich  meine  gewöhnliche  Terminologie,  so  muss  ich 
sagen ,  dass  alle  Curven  des  Raumes  gegenüber  der  Gruppe  der 
Bewegungen  sich  in  vier  Kategorien  anordnen,  unter  denen  drei 
singulär  sind,  wahrend  die  vierte  Kategorie  die  allgemeine  ist. 

Die  Schaar  der  Geraden,  deren  Länge  von  Null  verschieden 
ist,  bilden  die  erste  singulare  Kategorie,  die  offenbar  keine 
Schwierigkeit  darbietet,  weil  jede  Gerade,  deren  Länge  von  Null 
verschieden  ist,  mit  jeder  anderen  derartigen  Geraden  con- 
gruent  ist. 

Die  Geraden,  deren  Länge  gleich  Null  ist,  bilden  die  zweite 
singulare  Kategorie,  die  ebenfalls  keine  Schwierigkeit  bietet,  in- 
dem zwei  derartige  Geraden  offenbar  congruent  sind. 

Die  krummen  Minimalcurven  bilden  die  dritte  singulare 
Kategorie.  Die  Kriterien  für  Gongruenz  zwischen  zwei  derartigen 
Curven  sind  bis  jetzt  noch  nicht  entwickelt  worden,  sollen  aber 
in  dieser  Note  angegeben  werden.  Eine  besondere  Stellung 
nehmen  unter  diesen  Curven  die  Minimalcurven  3. 0.  ein,  indem 
sie  eine  infinitesimale  Schraubenbewegung  gestatten. 

Alle  übrigen  Curven  bilden  die  allgemeine  Kategorie,  deren 
Invariantentheorie  mit  der  gewöhnlichen  Krümmungstheorie  zu- 
sammenfallt. Eine  besondere  Stellung  nehmen  die  Schrauben- 
linien ein. 

III. 

Wir  wollen  nun  die  Invariantentheorie  der  Minimalcurven 
gegenüber  der  Bewegungsgruppe  in  kurzen  Zügen  entwickeln. 

Die  Minimalcurven  treten,  wenn  auch  in  analytischer  Form, 
zuerst  bei  Lagrange,  Monge  und  Legendrb  auf.  Da  diese  Curven 
durch  die  Gleichung 

dx*  +  ofj/*  +  (/34  =  0 

bestimmt  sind,  so  leuchtet  ohne  Weiteres  ein,  dass  alle  Minimal- 
curven durch  die  Gleichungen 

x  =  a  (l) 

y  =  ß(t)  

s  =  if  Ya*  +  (T*  dt 
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bestimmt  sind,  in  denen  zwei  arbiträre  Functionen  a  und  ß  des 
Parameters  t  auftreten.  Legbndrb  war  der  erste,  der  bemerkte, 
dass  es  möglich  ist,  diese  Formeln  durch  andere  zu  ersetzen, 
die  kein  Integralzeichen,  sondern  nur  Differentialquotienten  ent- 
halten. Ennbper  und  Wbibrstrass  gaben  diesen  Formeln  die 
zweckmässige  Form 

x  =  (4  —  *■)  F"{s)  +  2s  F'  —  2  F 

iy  =  (4  +  s*)  F"(s)  —  2s  F'  +  2  F 

z  =  ZsF'(s)  —  %F'  , 

wobei  allerdings  zu  bemerken  ist,  dass  diese  Verfasser  nirgends 
explicite  über  Gurven  von  der  Länge  Null  reden. 

Führt  man  nun  auf  eine  Minimalcurve  alle  Bewegungen  aus, 
so  werden  auch  die  Grössen  5  und  F  transformirt  und  zwar 
durch  Gleichungen  von  der  Form 

s%  =  S(s) 

Fi  =  0(s1F), 

welche  überdies  sechs  Parameter  enthalten,  weil  die  Bewegungen 
von  sechs  Parametern  abhängen.  Diese  Gleichungen,  die  wir  fol- 
gendermassen  schreiben: 

Fl  =  0{s1F,ai  --.o,), 

bilden  nun  ihrerseits  eine  sechsgliedrige  Gruppe  und  zwar  in 
meiner  Terminologie  eine  sechsgliedrige  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen der  Ebene  (sF). 

Dass  die  Sache  so  steht ,  ist  keineswegs  von  vorneherein 
evident.  Zur  Illustration  bemerke  ich,  dass  zwar  alle  oo10  con- 
formen  Transformationen  des  Raumes  Minimalcurven  in  Minimal- 
curven  überführen,  dass  aber  die  Grössen  s  und  F  in  diesem 
Falle  keineswegs  durch  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen, 
sondern  durch  eine  Gruppe  von  Berührungstransformationen 

'•  =  S(sF  dTs  °<  '  *  •  °") 
'i  =  ®( ) 

transformirt  werden. 
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Werden  aber  die  Minimalcurven  durch  alle  Bewegungen 
des  Raumes  transformirt,  so  erhalt  man,  wie  schon  gesagt,  in 
der  Ebene  (s  F)  eine  sechsgliedrige  Gruppe  von  Punkttransfor- 
mationen ,  die  offenbar  mit  der  Bewegungsgruppc  des  Raumes 
gleichzusammengesetzt  ist.  Hieraus  lässt  sich  nun  unmittelbar 
schliessen,  dass  die  besprochene  Gruppe  von  Punkttransforma- 
tionen jedenfalls  mit  der  Gruppe 


hF' 

•tf.  < 

bF 

bs  ' 

'?.+> 

bF 

s* 

OS 

bF 

ähnlich,  wenn  nicht  identisch  sein  muss. 

Die  Differentialinvarianten  der  soeben  aufgestellten  Gruppe 
habe  ich  nun  längst  berechnet.  Es  giebt  eine  invariante  Diffe- 
rentialgleichung dritter  Ordnung  F"f  (s)  =  0 ,  eine  Differential- 
invariante fünfter  Ordnung  J6  und  eine  Invariante  sechster  Ord- 
nung J6.  Zwei  krumme  Minimalcurven  sind  congruent  dann  und 
nur  dann,  wenn  Jh  und  Jt  dieselbe  Gleichung  erfüllen*). 


4)  An  anderer  Stelle  behandle  ich  die  hier  berührten  Fragen  mehr 
eingehend. 


A.  Mayer,  lieber  die  unfreie  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  unter  Berücksichtigung  der  Reibung. 

Unter  Zugrundelegung  der  auch  im  Folgenden  beibehaltenen 
Hypothese,  dass  die  Reibung  dem  Drucke  proportional  sei,  hat 
man  von  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  fester, 
rauher  Gurve  oder  Oberfläche  zwar  den  einen  oder  anderen  Fall 
besonders  behandelt,  auch  verschiedene  allgemeine  Eigenschaften 
bemerkt,  aber,  soviel  ich  weiss,  die  allgemeinen  Differentialglei- 
chungen in  unabhängigen  Bestimmungsstücken  des  Punktes  bis- 
her noch  gar  nicht  wirklich  aufgestellt.  Auch  das  vortreffliche 
JBLLEir'sche  Werk  *)  giebt  diese  Differentialgleichungen  nicht  an. 
Allerdings  erscheint  die  Integration  derselben  im  Falle  einer 
festen  Fläche  sehr  schwierig,  und  es  dürfte  kaum  viel  Fälle  geben, 
in  denen  sich,  wie  in  dem  Beispiele  des  schweren  Punktes  auf 
rauher,  schiefer  Ebene2),  die  Integration  vollständig  durchführen 
Hesse.  Immerhin  ist  es  aber  doch  wichtig,  die  Form  jener  Diffe- 
rentialgleichungen genau  zu  kennen,  da  man  jedenfalls  aus  ihr 
noch  am  Ersten  ersehen  kann,  ob  und  welche  Probleme  der  be- 
trachteten  Art  lösbar  sind.  Und  bei  der  Bewegung  auf  fester 
Curve  giebt  es  in  der  That  eine  wichtige  Glasse  solcher  lösbarer 
Probleme,  die  wohl  nur  deshalb  noch  nicht  bemerkt  wurde,  weil 
man  eben  die  allgemeinen  Differentialgleichungen  dieser  Prob- 
leme nicht  vor  Augen  hatte. 

Damit  ist  der  Zweck  der  vorliegenden  Note  selbst  schon  zur 
Genüge  gekennzeichnet. 


4)  Jellett,  Die  Theorie  der  Reibung,  deutsch  bearbeitet  von  Lürotb 
und  Schepp,  Leipzig  4890. 

5)  S.  daselbst  p.  4  07—4  40. 
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Zar  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
kommt  es  vor  Allem  darauf  an,  den  normalen  Druck  zu  berechnen, 
den  das  Mobil  auf  seine  Unterlage  ausübt.  Die  allgemeinen  For- 
meln für  diesen  Druck  werden  in  §  4  entwickelt  und  im  zweiten 
Paragraphen  sodann  angewandt  auf  den  Fall  einer  festen  Curve; 
der  dritte  Paragraph  dagegen,  der  am  Schlüsse  eine  neue  Lösung 
des  JELLBir'schen  Beispiels  bringt,  berechnet  den  Druck  auf  eine 
feste  Fläche  direct  aus  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung, 
weil  dies  noch  einfacher  ist  als  die  Anwendung  der  allgemeinen 
Formeln  des  ersten  Paragraphen.  Dabei  wird  durchweg  voraus- 
gesetzt, dass  die  gegebene  bewegende  Kraft  des  Punktes  nur 
von  seiner  Lage  abhangig  und  durch  diese  eindeutig  bestimmt  sei. 

§<• 

Der  Druck  auf  die  Unterlage. 

Wenn  man  sich  die  feste  Curve  oder  Fläche,  an  welche  ein 
materieller  Punkt  von  der  Masse  m  gebunden  ist,  zunächst  als 
vollkommen  glatt  denkt,  und  hierauf  die  bekannte  Zerlegung  der 
bewegenden  Kraft  in  eine  tangentiale  und  eine  centripetaleGom- 
ponente  mit  dem  Principe  verbindet,  dass  man  den  Punkt  als 
frei  betrachten  darf,  sobald  man  nur  der  gegebenen  bewegenden 
Kraft  P,  die  ihn  treibt,  noch  den  normalen  Widerstand  der  festen 
Unterlage  hinzufügt,  so  erhält  man,  bezogen  auf  eine  beliebige 
Projectionsrichtung  <r,  für  die  Bewegung  des  Punktes  die  be- 
kannte Formel: 


dv 
Pcos(P,  x)  —  Nco$(N7x)  =  m  —  cos(v,x)  + 


mv1 


cos  (?,  er), 


in  der  v  die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  g  den,  im  Sinne  vom 
Mobile  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin  genommenen 
Krümmungsradius  der  Bahncurve,  und  N  den,  jenem  Wider- 
stände gleichen  und  entgegengesetzten  Druck  bezeichnet,  den 
das  Mobil  auf  die  Unterlage  ausübt. 

Zerlegt  man  weiter  die  bewegende  Kraft  P  selbst  nach  der 
Richtung  der  Geschwindigkeit  und  senkrecht  darauf  in  die  beiden 
Componenten  Pt  und  Pn ,  so  wird : 

(4)  Pcos(P, x)  =  Ptcos(v,x)  +  Pwcos(Pn,  x)  . 

Zugleich  ist  aber: 

1  dt  ' 
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also  reducirt  sich  die  obige  Formel  auf  : 


mv* 


(2)  Pn  cos  (Pn,  x)  —  N  cos  (iV,  x)  = cos  [q ,  x)  , 

und  das  wieder  lösst  sich,  weil  wegen 

Pt=  Pcos(P,  t>) 
aus  (4)  folgt: 

Pn  cos  (Pn ,  x)  =  P{cos  (P,  a?)  —  cos  (P,  v)  cos  (v ,  a?)}  , 

so  schreiben: 

171 V* 

(3)  iVcos(iV,ac)  =  P{cos(P,a?)  —  cos(P,v)cos(t;,cc)} cos(£,#). 

Nun  stehen  die  Richtungen  von  v  und  q  auf  einander  senkrecht. 
Wendet  man  daher  die  Formel  (3)  der  Reihe  nach  auf  drei,  gegen 
einander  rechtwinklige  Projectionsrichtungenrr,  t/,  z  an,  quadrirt 
die  erhaltenen  Gleichungen  und  addirt  sie  dann,  so  ergiebt  sich 
für  den  normalen  Druck  N,  den  die  feste  Unterlage  auszuhalten 
hat,  die  Formel: 

(4)  JV*  =  P«  sin*(P,  v)  —  ^-^  Pcos (P,  q)  +  ^  ■ 

Nimmt  man  andrerseits  die  drei  Richtungen  #,  y ,  z  zu  Axen  eines 
festen  rechtwinkligen  Goordinatensystems,  in  welchem  x,  y,  z 
die  Goordinaten  des  Mobils  und  X,  F,  Z  die  Componenten  der 
bewegenden  Kraft  P  bezeichnen,  und  nennt  s  den  Bogen  der 
Bahncurve,  so  hat  man  bekanntlich : 

dx 
cos(t>,#)  =  ^  ,     •  •  • 

d%x 

COS(e,.T)  =  ?—  ,       .    .   . 

Jene  drei,  aus  (3)  erhaltenen  Gleichungen  stellen  sich  daher 
analytisch  also  dar: 

/»r     x       xr       l^dx  ,    X7dy  ,-dz\dx  9d*x 

/*r         v  ,r  l*rdX      ,       ,rrfü      .       „^  Z\    dV  ,    rf*  ü 

(5)    *cosM=r-(x^+r^  +  z^-m^ 

tf cos  (tf,  .)  =  Z  -  (X  rf-+  FsJ  +  ^J^-  "  —  ^  , 
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während  die  Formel  (4)  übergeht  in : 


dsV 


+■"•{(£)'+ GS)" +fö)V 

Erfolgt  nun  die  Bewegung  unter  Reibung,  oder  auch  in  einem 
widerstehenden  Medium,  und  wird  die  absolute  Stärke  der  Rei- 
bung, resp.  des  Widerstandes  durch  F  bezeichnet,  so  hat  man 
im  Vorhergehenden  nur  X,  Y)  Z  zu  ersetzen  durch : 

X-F^,     Y-F&,     Z-Fp- 
ds  ds  ds 

Hierdurch  ändern  sich  aber  die  Formeln  (5)  gar  nicht,  was  auch 
von  vornherein  klar  ist,  da  ja  in  der  Ausgangsformel  (2)  von  der 
bewegenden  Kraft  P  nur  die  normale  Gomponente  Pn  auftritt. 

Reibung  oder  Widerstand  des  umgebenden  Mediums  ändern 
also  den  Druck  N  nur  insoweit,  als  durch  dieselben  überhaupt 
die  Geschwindigkeit  und  eventuell  auch  die  Bahn  des  Punktes 
eine  andere  wird.  Die  Formeln  (5)  und  (6)  bleiben  aber  auch 
in  diesen  Fällen  noch  gültig. 

§*- 
Bewegung  auf  fester  rauher  Curve. 

Sei  nun  der  Punkt  m  gezwungen,  auf  einer  festen  Curve  zu 
bleiben,  in  deren  Gleichungen: 

(7)  x  =  x{6)1     y  =  y(0),     z  =  z(6) 

die  rechten  Seiten  eindeutige  Functionen  des  Parameters  6  be- 
zeichnen sollen. 

Um  dann  den  Druck  zu  finden,  den  diese  Curve  bei  der 
Bewegung  des  Punktes  auszuhalten  hat,  sind  in  den  Formeln  (5) 
und  (6)  nur  noch  die  Differentiationen  nach  dem  Bogen  s  durch 
solche  nach  dem  Parameter  0  zu  ersetzen.  Deutet  man  die  Diffe- 
rentiationen nach  0  durch  Accente  an,  so  hat  man : 
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dx x'        (P  x s'  x"  —  x'  s" 

ds~7'      rfs7""         7*         ' 

s'*  =  x'*  +  2/'*  +  z'* ,     s's"  =  x'x"  +  y'y"  +  jsV  . 
Durch  diese  Formeln  wird: 

as*  as*  ds* 

=  i  {s'  [Xx"  +  Yy"  +  Zz")  -  s"(Xx'  +  iy  +  Zz')}  , 

P'+(3F+(£)'=^- +»•■+--••), 

und  aus  (6)  ergiebt  sich  daher : 

(8)       (Ns')*  =  (X*  +  Y*  +  Z»)  s'1  —  (XV  +  ?y  +  ZV)« 

—  2»nt>«  <Xx"  +  Yy"  +  Zz"  —  ^  (Xx'  +  Yy'  +  Zz')\ 

+  vi  *  (**■ + r  +  ="*  -  »•*) , 

wo  man  die  von  t>  freien  Glieder  auch  so  schreiben  kann : 

(IV  -  ZyT  +  (Z.r'  -  AV)»  +  (Ay  -  F*' )« . 

Da  nach  Voraussetzung  A',  F,  Z  eindeutig  gegebene  Functionen 
von  x}  y}  z  sind,  so  ist  hiermit  Ns'  bis  auf  das  Vorzeichen  un- 
zweideutig durch  6  und  v*  ausgedrückt.  N  aber  ist  eine  wesent- 
lich positive  Grösse.  Aus  (8)  erhält  man  daher  für  Ns  einen 
Werth  von  der  Form : 


(8')  Ns*  =  e  Vy,  (0)  -  2 v, (0}  v*  +  Vt[0)  v*  , 

in  welchem  r/)0 (0) ,  (p{{ß) ,  (pt  (0)  eindeutige  Functionen  von  6  sind, 

e  aber  =  +  4   oder  =  —  \  zu  setzen  ist,  je  nachdem  der  Diffe- 

ds 
rentialquotient  $'=---  des  Bogens  selbst  gerade  positiv  oder 

negativ  ist. 

Liegt  im  Besondern  die  feste  Gurve  in  einer  Ebene,  die  auch 

beständig  die  Richtung  der  bewegenden  Kraft  P  enthält,  und 

nimmt  man  diese  Ebene  zur  xy -Ebene,  so  reduciren  sich  die 

drei  Gleichungen  (5)  auf  die  beiden: 

lUth.-phys.  Clasie.  1893.  .  26 
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(9) 


v    '  9l  \    ds^     ds)  ds  ds* 


Zugleich  hat  dann  der  Druck  N  die  Richtung  der  Curvennormalen, 
also  ist,  e  wieder  =  ±  \  genommen : 

ixt      \         du  ...    .  dx 

cos  (N,  x)  =  e  ^  ,     cos  [N,  y)  =  —  e  ^-  , 

und  damit: 

/1T     ydy  ...    .  dx 

cos(JV,  ^)js  —  cos  (N,  y)  -^  =  s  . 

dv  dx 

Multiplicirt  man  daher  die  Formeln  (9)  mit  e  -  -  -  und  —  s  -j-  und 

»+  o  (IS 

addirt,  so  erhalt  man  sofort  die  bekannte  Formel : 

»r         ivdy       „dx  ,        mldxd*y      dyd*x\\ 
[    ds  ds  \ds  ds*       ds  ds1]) 

oder,  wenn  man  wieder  0  an  Stelle  des  Bogens  s  einführt: 

(40)  Ns'  =  e ixt/  -  Ftf  +  rot;*  ^^=J^j  , 

was  sich  auch  durch  die  Annahme  s  =  0,  Z  =  0  leicht  direct 
aus  (8)  ergiebt. 

Diese  Formel,  in  der  e  ==  -f-  1  oder  =  —  4  zu  nehmen  ist, 
je  nachdem  der  Factor  von  e  gerade  dasselbe  oder  das  entgegen- 
gesetzte Zeichen  von  s'  besitzt,  liefert  für  Ns'  einen  Werth  von 
der  Form: 

(4  0')  **'  =  «{?•  ff) +  9,  (*)*«}, 

in  welchem,  bis  auf  €  selbst,  wieder  Alles  eindeutig  ist.  — 

Für  die  Bewegung  eines  Punktes  von  der  Masse  m  auf  einer 
festen  rauhen  Gurve  vom  Reibungscoefficienten  a  gilt  nun  die 
Gleichung: 

d*s  dx       vdy       „ds 

dt*  ds  ds  ds 

wo  nach  unsrer  Grundvoraussetzung  a  eine  Constante  ist. 

Wegen  v  =  —  ist  aber: 
dt 
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d*s dv dv  ds dv h   dv% 

dt*       dt       ds  dt         ds       2    ds 

ds 
Mulliplicirt  man  daher  noch  mit  -j^  =  s\  so  wird  diese  Differen- 
tialgleichung : 

(H)  j^  =  Xx'+Yy'  +  Zz'-aNs'. 

Hierin  ist  der  Werth  von  Ns'  aus  (8)  zu  substituiren.    Nach  (8') 
wird  daher  die  Gleichung  (H)  von  der  Form: 

("')    f  %  =  0  W)  -  ««  V*P.  W  -  8y,  (O)  v*  +  <p%  (0)  t>« 

und  somit  eine  Differentialgleichung  \ .  O.  zwischen  v f  und  0. 
Ueberdies  ist: 


also: 


"—"($'. 


v     ' 


oder  auch : 


.  s'd0  .  2s'   . 

dt=€  * r-  rfV  =  €  -r-i  «V  , 

~d0 

wo  wieder  e  =  +  \  oder  =  —  \  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
gerade  5  mit  0  zugleich  wächst,  oder  aber  mit  wachsendem  0 
abnimmt.  Kann  man  also  die  Differentialgleichung  (1  1 )  integriren 
—  und  das  ist  z.  B.  der  Fall  für  eine  Schraubenlinie  mit  verti- 
caler  Axe,  indem  dann  die  rechte  Seite  der  Gleichung  frei  von  6 
wird  — ,  so  erhält  man  die  Zeit  /  selbst  durch  eine  blosse  Qua- 
dratur als  Function  von  0  oder  von  v  und  hat  damit  das  ganze 
Problem  gelöst. 

Liegt  im  Besondern  die  feste  Curve  in  dei^<ry- Ebene,  so 
reducirt  sich  die  Gleichung  (4  4)  auf: 

(«)  %^  =  Xw'  +  Yy'-aNs', 

und  wenn  auch  die  bewegende  Kraft  P  beständig  in  dieser  Ebene 
wirkt,  so  ist  hierin  für  Ns'  der  Werth  (10)  zu  setzen.  Nach  (10') 

26* 
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reducirt  sich  also  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (H)  auf  eine 
Gleichung  von  der  Form: 

{,*')  y^-  =  ^)-««fo>.(0)  +  «M*K}- 

Das  ist  aber  eine  lineare  Differentialgleichung  \ .  0.  zwischen  v* 
und  0)  und  man  hat  somit  den  Satz : 

Die  Bewegung  eitles  materiellen  Punktes  auf  einer  festen  ebenen 
rauhen  Curve  lässt  sich  stets  mittelst  blosser  Quadraturen  voll- 
ständig bestimmen,  so  oft  auch  die  bewegende  Kraft  beständig  mit 
der  Curve  in  derselben  Ebene  bleibt. 

BeilSufig  bemerkt  lässt  sich  auch  die  Bewegung  auf  glatter 
fester  Curve  in  einem  Medium,  dessen  Widerstand  eine  lineare 
Function  von  v%  ist,  im  Räume  wie  in  der  Ebene  stets  durch 
blosse  Quadraturen  vollständig  bestimmen.  Denn  die  Differen- 
tialgleichung dieser  Bewegung  erhält  man  aus  (4  4),  wenn  man 

aN=  A-\-Bv% 

setzt,  wo  A  und  B  auch  gegebene  Functionen  von  x,  y,  z  sein 
können.  Diese  Differentialgleichung  wird  also  wiederum  linear. 
Hieraus  erhellt  unmittelbar,  dass  der  vorhergehende  Satz  selbst 
dann  noch  richtig  bleibt,  wenn  die  Bewegung  in  einem  Medium 
dieser  Art  vor  sich  geht. 

§3. 
Bewegung  anf  fester  rauher  Fläche. 

Bezogen  auf  drei  feste  rechtwinklige  Axen  .r,  i/,  z  bestimmt 
sich  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  einer  glatten 
festen  Fläche  aus  den  drei  Differentialgleichungen  : 

Imx"  =  Ä  —  NX  , 
my"=F-A>, 
mz"  =  Z  —  Nv  , 

in  denen  l,  /*,  v  die  Richtungscosinus  des  normalen  Druckes  A7 
bedeuten,  den  die  Fläche  erleidet,  und  die  Accente  jetzt  wie 
überhaupt  im  Folgenden  stets  Differentiationen  nach  der  Zeit  t 
markiren. 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  resp.  mit  A,  ju,  v 
und  addirt  sie  dann,  so  folgt  sofort: 

(1 4)        N  =  k X  +nY+vZ—  m  (Ix  +  /«/  +  vz") . 
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Nun  wirkt  der  Druck  .V  in  Richtung  der  Flächennormalen.  Ist 
also  die  feste  Flache  in  zwei  Parametern  qif  q%  eindeutig  gegeben 
durch  die  Gleichungen : 

(45)       x  =  a?(g4,ft)f     y=y{qi,qj,     *  =  s(?i>ft), 

und  deutet  man  die  partiellen  Differentiationen  nach  qK  und  qt 
durch  die  Indices  4  und  2  an,  so  bestimmen  sich  k}  (i,  v  aus 
den  Gleichungen : 

IkX  +  f.i(.i  +  vv  =  1  , 
x%  l  +  y%f.i  +  ztv  =  0  . 
Diese  ergeben,  wenn  man : 


J  = 


x 


4  > 


a? 


setzt: 

(47) 


> > 


^/i  = 


^/jti 


und  hierdurch  geht  (14)  über  in: 

X,      Y,     Z 


z/iV  = 


(T 


1  » 


07 


1  J 


Vi  7 


—  m 


as 


w 


x 


i  > 


a? 


*  ) 


y\ 
y^ 
y*> 


z 
zt 


II 


Die  zweimalige  Differentiation  der  Gleichungen  (4  5)  nach  t  giebt 
aber : 

x',  =  xltf  +  Xt(fi  +  xilq'l*  +  ixilqlqi  +  xtlq?,  ... 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  letzte  Formel,  so  heben 
sich  die  zweiten  Differentialquotienten  von  g,  und  q+  von  selbst 
weg.    Führt  man  daher  die  Bezeichnungen  ein: 

xhi  7     Vhi  >     zhi 


(48) 


(hi)  = 


x 


4    l 


Zt 


yi , 
x%y    y%  i    *i 


so  erhält  man  durch  Entwickelung  des  letzten  Gliedes: 

x,  y,  z 


(49)   JN  = 


-m{(H)9l'«+2(42)9l'?1'+(22)^}. 


388  A.  Maye», 

Hierin  ist  noch  J  selbst  zu  berechnen.  Aus  (1 7)  folgt  aber  sofort: 

Setzt  man  also: 

r   *  =  *!  +  #  +  *;, 

(20)  j     Fs^^  +  jf^  +  Vn 

so  erhält  man : 

und  hat  demnach  in  der  Formel  (I  9) 


mx 


(21)  J  =  ±VEG  —  F% 

zu  setzen  Je  nachdem  die  rechte  Seite  gerade  einen  positiven  oder 
einen  negativen  Werth  besitzt1). 

Findet  nun  zwischen  dem  Punkte  und  der  festen  Fläche 
Reibung  statt,  so  treten  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (<  3)  die 
Gleichungen : 

in  denen  a  den  constanten  Reibungscoefficienten  der  gegebenen 
Fläche  bezeichnet.  Nach  (24)  hat  man  zugleich  für  die  lebendig« 
Kraft  T  des  Punktes : 

(22)  T g-  =  y  (Bq?  +  2  Fq[  q'%  +  G  ,«) . 


4)  Bei  der  Anwendung  auf  ein  bestimmtes  Beispiel  wird  es  natürlich 
bequemer  sein,  unter  Vermeidung  von  Determinanten  die  Werthe  von 
X,  /u,  v  aus  den  Gleichungen  (46)  zu  berechnen  und  sie  zugleich  mit  den 
Werthen  von  x"f  y",  z",  die  man  unter  den  Annahmen  (f[  =  (f{  ■=  0  aus 
den  Gleichungen  (15)  der  gegebenen  Fläche  erhält,  in  die  Formel  (i 4)  ein- 
zusetzen. 
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Führt  man  also  die  Flächenparameter  qA,  q%  statt  der  recht- 
winkligen Goordinaten  x ,  y ,  z  ein,  so  erhalt  man,  nach  der  be- 
kannten LAGRANGB'schen  Umformung  und  unter  Berücksichtigung 
der  beiden  letzten  Gleichungen  (16),  als  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  des  Punktes  auf  der  rauhen  Fläche  (1  5) : 


d  ibT\      hT      v      ,  __     ,   _  X7I     dx  t      dy  ,       dz\ 

d  ßT\      bT      v      ,  .,      ,  _  „/     dx  ,      dy  ,      dz\ 

Wegen: 

da;  rfa4   ,        dg, 

ds         *  ds         *  ds 
folgt  aber  aus  (20)  und  (21) 

da;         dy  ,       dz      -dq.   ,   _dg,       1  ,_  #  .   _  ..       bv 

dx         dy         dz         dq  dqt       1  lp„,.r„*  _ dv 

was  sich  auch  direct  aus 

v«  =  a/f  +  y'*  +  *'* 

durch  partielle  Differentiationen  nach  q[  und  7,'  ergiebt. 

Nimmt  man  daher  noch  an,  dass  die  bewegende  Kraft  des 
Punktes  eine  Krttftefunotion  U  besitze,  also: 

X  =  —       Y=-       Z=- 

bx '  by J  bz 

sei,  so  werden  diese  Differentialgleichungen : 


(23) 


m  Id  ibv\ Äv*\ W v  — 

~Z\Tt\bql)~bqtl~~*<li       °     *ql' 

\dt\bqj       bqj~bqt       "     bql' 


m 
T 


worin: 


V  =  VEq?  +  iFq'lql+Gqi*, 
und  für  JV  sein  Werth  aus  (19)  und  (21)  zu  setzen  ist. 
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Aus  den  Gleichungen  (23)  ergiebt  sich  rückwärts  wieder 
die  der  Gleichung  (H)  äquivalente  Gleichung: 

/,wv  m  dv*       dU 

Aber  diese  Gleichung  hat  hier  durchaus  nicht  mehr  die 
fundamentale  Wichtigkeit,  die  sie  für  die  Bewegung  auf  fester 
Gurve  besass. 

Allerdings  führt  dieselbe,  so  oft  man  die  Bahn  des  Mobils  auf 
der  festen  Fläche  bereits  gefunden  hat,  zur  vollständigen  Lösung 
des  Problems.  Denn  wenn  man  die  Bahn  kennt,  so  kann  man 
q{  und  qt ,  also  auch  U  als  Function  von  s  (oder  von  irgend  einem 
anderen  Parameter  0)  berechnen,  und  damit  wegen: 


+ 


-{(«)(i5),+«™a,ft+i«i6&)}. 


aus  (19)  und  (24)  N  in  der  Form  erhalten 

N  =  e {ip[s)  —  mv* (p(s)}  . 

Wieder  also  wird  dann  die  Gleichung  (24)  eine  lineare  Differen- 
tialgleichung 4.0.  zwischen  v*  und  s,  nach  deren  Integration 
sich  die  Zeit  t  durch  eine  blosse  Quadratur  bestimmt. 

Während  man  aber  im  Falle  a  =  0  mit  Hülfe  des  Integrales 
der  lebendigen  Kraft  immer  t  aus  den  Gleichungen  (23)  ganz 
eliminiren  und  hierdurch  diejenige  Differentialgleichung  2.  O. 
zwischen  qi  und  q%  aufstellen  kann,  welche  die  Bahncurven  des 
Mobils  auf  der  gegebenen  Fläche  bestimmt,  ist  dagegen,  so  oft 
eben  Reibung  stattfindet,  kein  einziges  allgemeines  Integral  dieser 
Gleichungen  bekannt.  Und  direct,  d.  h.  ohne  Integral,  lässt  sich 
die  Differentialgleichung  der  Bahncurven  nur  dann  aus  den 
Gleichungen  (23)  gewinnen,  wenn  dieselben,  nachdem  man  in 
ihnen  die  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  durch  vollständige 
Differentialquotienten  nach  q{  und  die  beiden  Grössen  (fK  und  q{% 
ausgedrückt  hat,  homogen  werden  in  Bezug  auf  c[[  und  q[*.  Dies 
aber  wieder  tritt  nach  (19)  und  (23)  dann  und  nur  dann  ein, 
wenn  die  Rräftefunction  U  sich  auf  eine  blosse  Constante  redu- 
cirt,  d.  h.  wenn  gar  keine  bewegende  Kraft  auf  den  Punkt  wirkt 
und  seine  Bahncurven  somit  geodätische  Linien  der  festen  Fläche 
werden. 
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Im  Allgemeinen  gewährt  also  die  Gleichung  (24)  nur  den 
Nutzen,  dass  man  durch  dieselbe  die  Bewegung  eines  Punktes  ohne 
Kräfte  auf  einer  solchen  rauhen  Flache  vollständig  beslimmm  kann, 
von  der  man  bereits  die  geodätischen  Linien  kennt. 

Unmittelbar  dagegen  gestattet  die  Gleichung  nur  dann  eine 
Integration,  wenn  der  Druck  eine  blosse  Constante  wird,  und 
hierauf  gründet  sich  die  eigenthümliche  Methode,  durch  welche 
in  dem  JELLerr'schen  Werke  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes 
auf  einer  rauhen  schiefen  Ebene  bestimmt  wird.  Nach  (19)  kann 
aber  der  Fall  N=  const.  eben  nur  dann  eintreten,  wenn  die 
feste  Fläche  sich  auf  eine  Ebene  reducirt.  Schon  aus  diesem 
Grunde  dürfte  es  naturgemässer  sein,  dieses  Beispiel  ganz  un- 
abhängig von  der  Gleichung  (24)  zu  behandeln. 

Stellt  man  bei  vertical  nach  unten  gelegter  +  s-Axe  die 
schiefe  Ebene  durch  die  Gleichungen  dar : 

x  =  ?i  ?    y  =  9t cos  * i     Zs=1(lt  sm  *  7 
so  wird : 

U=gmq%  sin* , 

t>»  =  q[%  +  q?  , 
N=  gm  cosi  , 

und  aus  (23,  ergeben  sich  daher  für  die  Bewegung  des  schweren 
Punktes  auf  der  rauhen  schiefen  Ebene  die  Differentialglei- 
chungen : 

-f1  =  —  a  q  cos  % -. — ^—  , 

dt  J         yq?  +  q? 


(25) 


dqi  .     .  qi 

=  jsint  —  ag  cos i 


dt       *  Vq?+~q? 


Das  sind  aber  zwei  Differentialgleichungen  1.  0.  zwischen  q[,  q£ 
und  tj  die  sich  überdies  sofort  auf  die  homogene  Differential- 
gleichung zwischen  q[  und  q^: 


oder: 


d« 


q[  +  tgj  Vq?  +  q?  =  ft 


dt         a  q[ 
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reduciren.   Setzt  man  also: 

(26)     2!=Ä=:ft,,    und  damit:  Vtf  +  q?  =  *q{  YT+&  , 

Hl        "Vi 

wo  e  =  ±  4  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  q[  ^  0,  so  erhält  man: 


si%idq[_ 


und  daher  durch  Integration,  wenn  man 
(27)  tÄi-«,     also      S 


a  a  cos  t       sin  i 

setzt: 

(28)  (oi  +  /T+fti'1)  •  ?;*  =  c  . 

Hieraus  folgt  successive : 

Aus  (26)  und  aus  der  ersten  Gleichung  (25)  ergiebt  sich  somit : 

rX-ir 


«■--«s^-V)  - 


(29)  dt  = — .  Vi  +  co*  dq[  =  -  _!L_ .(4.  +  2i-)d9;f 

'  agcosi  M  2jsint\9/x        c/ 

und  wenn  man  dies  mit  den  Formeln  verbindet: 

dqK  =  q[dt  ,     (/</,  =  fl't(/£  , 

so  erhält  man ,  so  oft  [x]  weder  =  \  noch  =  2  ist,  ausgedrückt 
im  Parameter  q[  sogleich  als  vollständige  Lösungen  des  Prob- 
lems: 


(30) 


Zgnni\(x—i)q'*-1       (x+4)c/' 

_     _      x      /  c q?+t    \ 

?.  —  ci  —  jT./  sin  j'\(x  —  2)  7,'x-*       (x  +  2)  et  ' 

.  q*      C*  ~  4  ij  sin  1 1(8  x  —  2)  #«-»  +  (2  x  +  2)  c'/ ' 
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Genau  in  derselben  Weise  lässt  sich  auch  die  Bewegung  eines 
schweren  Punktes  auf  einem  rauhen  Kreiscylinder  mit  verticaler 
Axe  mittelst  blosser  Quadraturen  vollständig  bestimmen,  nur 
kann  man  hier  die  letzten  Quadraturen  nicht  wirklich  ausführen. 
In  beiden  Fällen  wird  die  Integration  eben  wesentlich  dadurch 
erleichtert,  dass  die  Gleichungen  (23)  sich  auf  zwei  Differential- 
gleichungen \ .  0.  zwischen  q[ ,  q'%  und  t  reduciren. 

Die  Formeln  (30)  gestatten  unmittelbar  noch  keinen  Vergleich 
mit  denen  von  Jellett.  Um  aber  die  JüLLErr'sche  Lösung  zu 
erhalten,  braucht  man  nur: 

(3<)  0==ft>  +  yr+~^ 

statt  q[  und: 

(32)  n  =  2eacotgi 

statt  x  einzuführen,  wodurch 

2  e  2 


x  =  — , 


n       a  cos  i      n  sin  i 
wird.   Aus  (28)  erhält  man  dann : 


also 


02?«'  =  y, 


__  ---i 

und  aus  (34) 

10  =  \  (0  -  0-') ,  VT+Z?  =  |(0  +  0-«)  . 

Nach  (26)  und  (29)  wird  also : 

1       »  _l_«. 


*-*('       -«        )• 


n  ---2) 


dt  =  ö-^-.ld    2+0    2      )d0, 
%9  sin  i\  I 

und  an  die  Stelle  der  Formeln  (30)  treten  daher  jetzt  die  fol- 
genden : 
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33) 


(X-n  __  2  4-  "  , 

6*'       0     '*') 
2  —  n        2  +n  /  ! 


von  denen  die  beiden  letzten  bis  auf  die  Bezeichnung  der  Con- 
stanten mit  denen  von  Jellett  übereinstimmen,  während  die 
erste  dort  fehlt. 


Elie  Cartan,  lieber  die  einfachen  Trans formationsgruppen. 

Die  ausserordentliche  Wichtigkeit,  welche  die  Bestimmung 
aller  einfachen  endlichen,  continuirlichen  Gruppen  besitzt,  tritt 
schon  in  den  grundlegenden  Arbeiten  des  Herrn  Lie  (Gesellsch. 
d.  Wiss.  Christ.  1882),  sowie  auch  neuerdings  in  den  Arbeiten 
der  Herren  Picard  und  Vessiot  über  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichungen deutlich  hervor. 

Herr  Lie  hat  schon  längst  (Math.  Ann.  Bd.  25)  alle  einfachen 
r-gliedrigen  Gruppen  bestimmt,  deren  grOsste  Untergruppen 
r  —  1  oder  r  —  2  oder  r  —  3  Parameter  besitzen;  er  hat  über- 
dies vier  grosse  Classen  von  einfachen  Gruppen  angegeben ,  die 
Gruppen  nämlich,  die  isomorph  sind,  bezüglich  mit  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  in  n  Variabein,  mit  der  Gruppe  eines 
linearen  Gomplexes  in  2n  +  1  Variabein,  und  mit  den  allge- 
meinen projectiven  Gruppen  einer  Fläche  zweiten  Grades  in  2?i 
und  2w  -{-  1  Variabein. 

Herr  Killing  hat  in  den  Math.  Ann.  Bd.  31,  33,  34,  36  in 
der  Frage  nach  allen  einfachen  Gruppen  einen  weiteren  Schritt 
gethan,  indem  er  zeigte,  dass  es  ausser  jenen  vier  grossen  Classen 
von  einfachen  Gruppen,  die  Herr  Lie  angegeben  hatte,  nur  fünf 
weitere  einfache  Gruppen  giebt,  nämlich  eine  mit  14,  eine  mit 
52  bez.  78,  133,  248  Parametern. 

Ich  habe  in  einer  kürzlich  der  Pariser  » Academie  des  Scien- 
ces«1) vorgelegten  Note  die  Theile  der  Killing1  sehen  Arbeit  an- 
gegeben, die  mir  unexaet  erscheinen,  und  habe  dabei  ange- 


4)  CR.  t.  CXVI  (4  7  avril  4893). 
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kündigt,  dass  es  mir  gelangen  ist,  alle  seine  Ergebnisse  auf 
einem  strengen  Wege  zu  beweisen.  In  der  gegenwärtigen  Note 
beabsichtige  ich  diese  meine  Ueberlegnngen  wenigstens  in  ihren 
Hauptzflgen  wiederzugeben. 

§<• 

Ich  werde  dabei  die  Begriffe:  charakteristische  Gleichung, 
charakteristische  Determinante  und  Rang  einer  gegebenen  r-glied- 
rigen  Gruppe  G  als  bekannt  voraussetzen ,  Begriffe,  die  den 
Untersuchungen  Killisg's  zu  Grunde  liegen.  Ich  erinnere  kurz 
an  ihre  Bedeutung: 

Wenn  eine  r-gliedrige  Gruppe  X%f . . .  Xrf  gegeben  und 
J£ei  Aj/*eine  allgemein  gewählte  infinitesimale  Transformation  der 
Gruppe  ist,  so  tritt  die  charakteristische  Gleichung  auf,  sobald 
man  die  Transformation  y  i.k  Xkf  sucht,  ftlr  die 

*  I  1  '  1 

ist.   Sie  hat  die  Form 

a,r  _  ^  (e)a>r-*  +  Wt(e)  wr-*H h  (—  *)r~4  Tr-i  W  w  =  °  • 

Ihre  Goefficienten  sind  ganze  homogene  Functionen  von  eK...er, 
insbesondere  ist 

\...r 

v*i*)  =2*  t*0** ' 

ijna 

Diese  Gleichung  kommt  übrigens  schon  viel  früher  bei  Lre  vor. 

Der  Rang  der  Gruppe  ist  nichts  Anderes,  als  die  Anzahl  der 
von  einander  unabhängigen  unter  den  Coefßcienten  V. 

Die  Goefficienten  lF  sind  natürlich  Invarianten  der  adjun- 
girten  Gruppe,  ebenso  die  Goefficienten  der  Potenzen  von  to  in 
jedem  ganzen  homogenen  Factor  der  linken  Seite  der  charakteri- 
stischen Gleichung. 

Es  gilt  nun  der  Satz: 
I  Wenn  k  die  Anzahl  der  identisch  verschioindenden  Wurzeln 

j  der  charakteristischen  Gleichung  bei  allgemeiner  Wahl  von  eim..er 

4)  Vgl.  Killing,  Z.  v.  G.  Math.  Ann.  Bd.  81,  p.  33. 
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ist,  so  gehört  jßde  allgemeine  infinitesimale  Transformation,  sagen 
wir  etwa  Xrf,  einer  gewissen  k-gliedrigen  Untergruppe  vom  Range 
Null,  etwa  Xrf,  Xr_Af,  .  .  .  Xr_^+1/>,  an. 

Diese  Untergruppe  y  entsteht  so:  Zunächst  wird  eine  infini- 
tesimale Transformation  Xr_{f  gesucht,  so  dass  (XrXr_{)  =  0 
ist,  dann  eine  Xr_tf,  so  dass  («VrXr_t)  =  o  Xrf-^bXr_if,  darauf 
eine  Xr^f,  so  dass  (Xr  Xr_3)  =  c  Xrf-\-  d  Xr_{f-\-  e  Xr_%f  ist, 
u.  s.  w.  Dieser  Process  hat  ein  Ende,  und  zwar  ergeben  sich 
gerade  so  viele  Xf,  als  die  charakteristische  Gleichung  ver- 
schwindende Wurzeln  hat. 

Wir  nennen  diese  Untergruppe  die  Untergruppe  y  in  Bezug 
auf  die  allgemeine  Transformation  Xrf. 

Wenn  man  bei  den  gemachten  Annahmen  in  der  charakte- 
ristischen Gleichung  den  Grossen  eK ,  . . .  er_k  den  Werth  Null 
ertheilt,  so  zerfallt  ihre  linke  Seite  in  ein  Product  von  linearen 
Factoren  in  o>,  er_Ä+l ,  . . . ,  er.  Jeder  dieser  linearen  Factoren 
liefert  für  w  eine  Wurzel  in  Bezug  auf  die  Untergruppe  y  oder  ein- 
facher eine  Wurzel. 

Unter  diesen  Wurzeln  kann  eine  p-fache  Wurzel  wa  in  Be- 
ziehung zu  gewissen  p  von  einander  unabhängigen  infinitesi- 
malen Transformationen  Xaxf,  . . .  X«pf  der  ganzen  Gruppe  ge- 
setzt werden,  derart  dass  die  Schar  2  const.  XUif  invariant  bleibt 
gegenüber  der  Untergruppe  y ,  und  dass  die  Determinante 


jfc-i 


*-i 


2*  er-ocr-o,ai9a4—  *ijlü     =  \2  *r-pw8°—  (ü\ 

o  J  L  o  J 

(/,./  =  1,  2...  p) 

ist.   Insbesondere  ist 

fc-i 

P2Q  er-9  Cüa  )  =2  er-(Jcr~«,  «,  cU   • 

Ferner  existirt  zu  jeder  beliebigen  Transformation  AT*  von  y 
wenigstens  eine  Transformation  2  const.  Xaif,  so  dass  der  Klam- 
merausdruck aus  beiden  gleich  (oa2  const.  Xajist. 

Endlich,  wenn  die  Transformationen  von  y  mit  einander 
vertauschbar  sind,  so  existirt  wenigstens  eine  Transformation  Xaf 
der  Schar  2  const.  Xttif,  so  dass 

(Xr  XJ  =  o»W  Xtt  f ,     (*,._<  Xtt)  =  «<• )  Xa  f,  •  •  • 
ist. 
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Wir  sagen,  dass  die  Schar  der  Transformationen  A«,  /",...  Xapf 
zur  Wurzel  wa  gehört. 

Sind  Xaf,  Xßf  zwei  infinitesimale  Transformationen,  die 
bez.  zu  den  Wurzeln  coai  Wß  gehören,  so  sind  drei  Fälle  zu 
unterscheiden : 

1)  Ist  (oa  +  (Oß  =  0,  so  ist  (Xa  Xß)  linear  ableitbar  aus  den 
Transformationen  Ar/*,  . . .  Ar_^+I/1  der  Untergruppe  y. 

2)  Ist  o)a  +  a)ß  =  Wy,  d.  h.  gleich  einer  dritten  Wurzel,  so 
ist  [Xa  Xß)  linear  ableitbar  aus  den  zu  a)y  gehörigen  infinitesi- 
malen Transformationen. 

3)  In  allen  anderen  Fällen  ist  (Xa  Xß)  =  0 . 

Ich  gehe  auf  die  Begründung  der  soeben  aufgestellten  Be- 
hauptungen nicht  naher  ein,  da  Killing  die  Beweise  dafür  ge- 
geben hat  (Math.  Ann.  Bd.  31,  §  3,  8,  und  Bd.  33,  §  10). 

§2. 

Ich  gehe  jetzt  dazu  über,  einige  Hülfssätze  zu  beweisen,  so- 
wie einige  Formeln  aufzustellen,  die  ich  nachher  benutzen  werde. 

Satz  I.  Wenn  F(e)  eine  ganze  homogene  Invariante  mten  Grades 
der  adjungirten  Gruppe  in  eiy  ...  er  bezeichnet,  so  definiren  die 
linearen  homogenen  Gleichungen,  die  man  durch  Nullsetzen  aller 
(m  —  \)ten  partiellen  Ableitungen  von  F(e)  nach  eK . . .  er  erhält,  eine 
invariante  Unlergi%uppe  der  Gruppe  y,  vorausgesetzt  dass  sie  nicht 
die  Gleichungen:  e{  =  0,  .  .  . ,  er  =  0  nach  sich  ziehen. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  so  einfach,  dass  ich  ihn  hier 
nicht  mitzutheilen  brauche. 

Wenn  insbesondere  m  =  1  ist,  so  definirt  die  Gleichung 
F(e)  =  0  selbst  eine  [r  —  1)-gliedrige  Untergruppe,  der  die  erste 
derivirte  Gruppe  der  gegebenen  Gruppe  angehört.  Man  kommt 
so  wieder  zu  einem  Theorem  von  Lie  zurück,  nach  dem  alle  Trans- 
formationen der  ersten  derivirten  Gruppe  V^e)  zum  Verschwin- 
den bringen,  wenn  ¥*,  (e)  nicht  schon  an  sich  identisch  Null  ist. 

Säte  n.  Wenn  Xrf  und  Xr_if  irgend  zwei  infinitesimale 
Transformationen  der  Untergruppe  y  sind ,  so  sind  alle  Wurzeln 
der  charakteristischen  Gleichung,  die  zu  (XrXr^%)  gehört,  gleich 
Null. 

In  der  That.  es  sei 

(Ar  Ar_J  ==^(>  Ar-()^r-(jf  > 
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und  ferner 

jfc-i 


irgend  eine  Wurzel  der  charakteristischen  Gleichung  in  Bezug 
auf  die  Untergruppe/;  nehmen  wir  überdies  an,  dass  Xaxf...Xapf 
diejenigen  Transformationen  sind,  die  zu  dieser  Wurzel  gehören, 
so  haben  wir 

A-l 

0  Qi  ' 

P     r    P  -i 

—£*  y£*  cr-i>aitttcrfatai'-'cr^\t€tstticrtaiatj  > 

woraus  unmittelbar  folgt : 

o 

Satz  III.  Wenn  Xafund  Xaif  zwei  infinitesimale  Transfor- 
malionen sind,  die  resp.  zu  den  Wurzeln  o)u  und  wa'=  —  (oa 
gehören,  so  sind  alle  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung,  die 
zu  (XaXai)  gehört,  reelle  und  rationale  Vielfache  einer  unter  ihnen. 

In  der  That,  betrachten  wir  irgend  eine  Wurzel  to^  in  Bezug 
auf  die  Untergruppe  y.  Nehmen  wir  an,  dass  alle  Wurzeln  von 
der  Form  to^  +  mwa,wo  m  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  zwischen 
^x"\-hioa  und  cjx  —  A'wa  eingeschlossen  sind,  und  dass  die 
Wurzel  o)x  -+-  i(oa  wf-fach  ist  (—  h'  :S  i  ^  h).  Nehmen  wir 
endlich  an,  dass 

k-l 

fta  *a')  ~J£, Q  ca, «',  r-Q  %r-()f 
o 

ist. 

Gombiniren  wir  alsdann  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach 
einander  mit  allen  infinitesimalen  Transformationen,  die  zu  den 
Wurzeln  10%  +  i wa  gehören,  und  wenden  wir  auf  diese  Klammern 
die  JACOBi'sche  Identität  an,  indem  wir  aber  jedesmal  nur  die 
Goefficienten  der  benutzten  Transformation  ins  Auge  fassen,  so 
ergiebt  die  Addition  dieser  Relationen  die  Gleichung: 

'  0  =Jl  caitt,>r_  J^  «,.(a#>  +  ,«<f >)]  , 

JUth.-phys.  Clasae.  1893.  27 
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das  heisst: 

h  k-1  h  k-1 

2  ni  2  c«,«',r-fwf=  -2  ini  2Q  ca,«'f  r-?»^- 

-h'  0  -A'  0 

In  Folge  dessen  ist,  in  Bezug  auf  die  betrachtete  Transformation, 
die  Wurzel  co^  ein  reelles  und  rationales  Vielfaches  der  Wurzel  ioa . 
Insbesondere,  wenn  diese  Wurzel  a)a  verschwindet,  verschwinden 
gleichzeitig  alle  anderen  Wurzeln*) . 

Wir  haben  soeben  die  infinitesimalen  Transformationen  be- 
trachtet, die  zu  den  Wurzeln  von  der  Form  w^  -+-  mcoa  gehören. 
Wir  erhalten  nun  eine  analoge  Gleichung,  wenn  wir  die  infini- 
tesimalen Transformationen  betrachten,  welche  zu  den  Wurzeln 
von  der  Form  m  wa  gehören,  wo  m  eine  ganze  positive  Zahl  be- 
zeichnet. Ist  nämlich  lcoa  die  grösste  Wurzel  von  dieser  Form, 
und  bezeichnet  v{  die  Zahl  der  Transformationen,  die  zur  Wurzel 
iwa  gehören,  so  erhalten  wir  die  Formel 

2i  vi  2Q  c*,a'9r-<><»$  ==2*2flCr-9' ««/«,,«', '-P  • 

Satz  IV.  Für  eine  perfecte  Gruppe  kann  der  Coefßcient  lF%  (e) 
der  charakteristischen  Gleichung  nicht  identisch  verschwinden. 

Herr  Lie  nennt  eine  Gruppe,  die  ihre  eigene  erste  derivirte 
Gruppe  ist,  eine  perfecte  Gruppe. 

Nach  dem  Satze  I  verschwindet  der  Coefßcient  *FA  (e)  der 
charakteristischen  Gleichung  einer  perfecten  Gruppe  identisch. 
Wäre  gleichzeitig  *Ft(e)  =  0,  so  wären,  nach  einem  Satze  der 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen ,  entweder  alle  Wurzeln 
der  charakteristischen  Gleichung  gleich  Null,  oder  ihre  Verhält- 
nisse nicht  alle  reell. 

Nehmen  wir  z.  B.  an ,  dass  die  charakteristische  Gleichung 
k  und  nur  Ä*  verschwindende  Wurzeln  besitze  (A*<r).  Es  sei 
etwa  Xrf  irgend  eine  allgemeine  infinitesimale  Transformation 
der  ganzen  Gruppe.  Wir  betrachten  die  Untergruppe  y  in  Bezug 
auf  diese  Transformation.  Da  die  Gruppe  perfect  ist,  so  ist  Xrf 
linear  ableitbar  aus  den  Transformationen  (Xr_j  Xr_y)  (t'J  =  0, 4, 
•  •  •  k  —  1)  und  (XaXar).  Aber  für  jede  dieser  Transformationen 


4)  Vgl.  für  diesen  Satz  und  den  vorigen:  Killing,  Z.  v.  G.  III,  §  49 
und  20. 
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sind  die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  reelle  Viel- 
fache einer  unter  ihnen  (Satz  III);  aber,  da  *F,(e)  =  0  ist,  ist  das 
nur  möglich,  wenn  für  jede  dieser  Transformationen  alle  Wurzeln 
verschwinden.  Dasselbe  findet  für  jede  lineare  Function  dieser 
Transformationen  statt,  in  Gemässheit  der  Eigenschaften  der 
Untergruppe  /,  und  insbesondere  für  die  infinitesimale  Trans- 
formation Xrf.  Also  besitzt  die  charakteristische  Gleichung  in 
Bezug  auf  irgend  eine  allgemeine  Transformation  nur  verschwin- 
dende Wurzeln,  d.  h.  die  Gruppe  ist  vom  Range  Null. 

Aber  Herr  Engel  hat  gezeigt,  dass  die  erste  derivirte  Gruppe 
einer  ?*-gliedrigen  Gruppe  vom  Range  Null  höchstens  (r  —  2)- 
gliedrig  ist1).  Wir  kommen  also  zu  einem  Widerspruch,  mit 
andern  Worten:  *Ft(e)  ka?m  nicht  identisch  verschwinden. 

§3. 

Wir  können  jetzt  zu  den  einfachen  Gruppen  übergehen. 

Bezeichnet  zunächst  G  eine  r-gliedrige  einfache  Gruppe, 
so  ist  G  perfect,  also  nach  dem  Satze  I  *F4  (e)  =  0 ,  und  nach  dem 
Satze  IV  ¥,(<?)  zJzO. 

Ich  behaupte  nun,  dass  der  Coefficient  *F4(e),  der  eine  qua- 
dratische Form  in  eK ,  et . . .  er  ist,  auf  eine  Summe  von  r  von  ein- 
ander unabhängigen  Quadraten  reducibel  ist.  In  der  That,  wenn 
es  anders  wäre,  so  besässe  die  Gruppe  nach  Satz  I  eine  inva- 
riante Untergruppe. 

Wir  erhalteu  also  das  folgende 

Theorem  I.  Jede  r-gliedrige  einfache  Gnippe  ist  perfect,  der 
Coefficient  W{  (e)  ihrer  charakteristischen  Gleichung  verschwindet 
identisch,  und  der  Coefficient  W%  (e)  ist  reducibel  auf  eine  Summe 
von  r  von  einander  unabhängigen  Quadraten. 

Betrachten  wir  die  Form  dieses  Coefficienten  *Ft  (e)  etwas 
näher.   Wir  haben: 

t  ...r 

*"«  ie)  =J£ei  ej  ciQa  cJ<ro  ' 

ijoa 

Wir  setzen  wie  immer  voraus,  dass  die  zu  Xrf  gehörige 
Untergruppe  y  gerade  Xrf,  Arr_,  f .  .  .  Xr_Ä+4/*  sei  und  dass  jeder 
der  Wurzeln  ioi}  die  sich  auf  diese   Untergruppe   beziehen, 


4)  Umlauf,  Ueber  die  Zus.  der  Gruppen  vom  Range  Null.  Leipzig  4  894. 

27* 
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gerade  die  infinitesimale  Transformation  X{f  entspricht  (/  =  1 , 2 
.  .  .  r  —  /i).  Wir  wollen  diese  Form  der  Gruppe  künftig  kurz 
die  reducirte  Form  nennen.   Alsdann  ist  der  Ausdruck 

£  Ci()<T  Cj<T(J 

nur  in  dem  Fall,  dass 

ix)i  +  (oj  =  0 

ist,  von  Null  verschieden. 

Wir  sehen  schon  hieraus,  dass  *Pt  (e)  von  der  Form 

]gAaettea,  +  x(er,  <V_,  •  •  •  <V-*-m) 

ist,  wo  x  eine  quadratische  Form  in  eri  . . .  «V-Jfc+i  bezeichnet. 
Soll  daher  *P%(e)  auf  eine  Summe  von  r  von  einander  unab- 
hängigen Quadraten  reducibel  sein,  so  müssen  die  folgenden  Be- 
dingungen erfüllt  sein : 

1)  Unter  den  Wurzeln,  die  sich  auf  die  Untergruppe  y  be- 
ziehen, giebt  es  k  von  einander  unabhängige,  d.  h.  es  giebt  keine 
Transformation  in  y,  für  die  alle  Wurzeln  Null  sind.  Anders 
ausgesprochen,  nach  Satz  II,  alle  Transformationen  der  Unter- 
gruppe y  sind  mit  einander  vertauschbar  *) . 

2)  Jeder  Wurzel  (oa  entspricht  eine  entgegengesetzt  gleiche 
Wurzel  io'a.  Ich  behaupte  überdies,  dass  jeder  Transformation 
Xaf\  die  der  Wurzel  ioa  zugehört,  wenigstens  eine  Transformation 
Xatf  entsprechen  muss,  die  der  Wurzel  io'a  zugehört,  derart 
dass 

Jk-1 

o 
ist. 

Denn  wenn  dem  nicht  so  wäre,  und  wenn  Xarf  irgend  eine 
Transformation  bezeichnete,  die  der  Wurzel  (o'a  zugehört,  so 
hätten  wir 

r  r  k-\ 

£°  caQ(T  ca'oQ  =^/  a  ca'Q(J  ca<JQ      ^J  ca,  a',  r-i cr-i,  y,  y  • 
1  l  o 

Summiren  wir  hierin  über  alle  Werthe  von  q,  die  derselben 
Wurzel  ojx  zugehören,  so  sehen  wir,  dass  die  linksstehende  Summe 


\)  Es  ist  dies  ein  specieller  Fall  eines  von  Killing  ausgesprochenen 
Salzes  (Z>.  v.  G.  III,  §  *9,  p.  66)  dessen  Ungenauigkeit  ich  schon  in  den  C.  R. 
c.  hervorgehoben  habe. 
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sich  nicht  ändert ,  wenn  wir  anstatt  der  Wurzel  a>x  die  Wurzel 
toi  —  toa  setzen  und  dass  diese  Summe  gleich  Null  ist,  wenn 
wx  —  coa  keine  Wurzel  ist,  woraus  leicht  folgt,  dass  sie  stets  Null 
ist.  Also  könnte  *Pt(e)  die  Grösse  ea  nicht  enthalten;  aber  das 
ist  unmöglich. 

Andrerseits  ist  nun  auch  leicht  einzusehen  (§4),  dass  wenig- 
stens eine  Transformation  Xaf  vorhanden  ist,  die  der  Wurzel  u)a 
zugehört,  derart  dass  für  jedes  i 

(Xr^Xa)  =  w^Xaf 

(i  =  0  J,  ...  k—i) 
ist. 

Nach  dem  Vorhergehenden  giebt  es  also  auch  wenigstens 
eine  Transformation  Xatf  so  dass 

jt-i 

JSWa'.r-pA'iP  +  O 

ü 

ist. 

Wenden  wir  auf  die  beiden  so  definirten  Transformationen 
Xaf\xnd  Xarf  die  zweite  Formel  des  Satzes  III  an,  so  kommt: 

l  Ic-i  vx     Jk — 1 

2  vi  2*  c*,«',r-ea}(£)=22Q  Cr-Q,ct,asca,a',r-e 

10  10  ' 

k-l 


0 

woraus 


=2Q  Wif)c«,«',r-(M 


2»i=K  • 

i 

Also  ist  auch  l  =  K ,  vK  =  \ .  Folglich  ist  die  Wurzel  wa  einfach 
und  es  giebt  keine  Wurzeln  von  der  Form  2  (oay  3  (oaf  u.  s.  w. 

Theorem  IL  Bei  jeder  einfachen  Gruppe  XAf,  ...  Xrf  sind 
die  Transformationen  der  Untergruppe  y  unter  einander  ver- 
tauschbar; die  charakteristische  Gleichung  besitzt  ferner  nur  ein- 
fache Wurzeln,  die  einander  paarweise  entgegengesetzt  gleich  sind; 
der  Klammerausdruck  zweier  Transformationen ,  die  zwei  entge- 
gengesetzt gleichen  Wurzeln  angehören,  ist  von  Null  verschieden. 
Ueberdies  giebt  es  unter  den  Wurzeln  der  charakteristischen  Glei- 
chung, die  sich  auf  die  k-gliedrige  Untergruppe  y  beziehen,  gerade 
k  von  einander  unabhängige. 

Da  die  grössten  nicht  verschwindenden  Unterdeterminanten 
der  Determinante  der  adjungirten  Gruppe  offenbar  hier  (r  —  k)- 
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reihig  sind,  so  folgt,  dass  die  adjungirte  Gruppe  nur  k Invarianten 
besitzt.  Mithin  ist  der  Rang  der  Gruppe  Xif,  . . .  Xrf,  der  nach 
dem  letzten  Theorem  mindestens  gleich  k  ist,  gerade  gleich  k. 
Wir  werden  von  jetzt  ab  überhaupt  den  Rang  der  gegebenen 
Gruppe  mit  /  bezeichnen,  wie  es  Killing  thut.  Hier  ist  also  l  =  k. 
Künftig  werden  wir  stets  mit  dem  Buchstaben  Y  die  Trans- 
formationen der  Untergruppe  y,  zum  Unterschiede  von  den  üb- 
rigen Transformationen,  bezeichnen.  Wenn  toa  eine  Wurzel  ist, 
die  sich  auf  y  bezieht,  und  wenn  wfa  =  —  coa  ist,  so  wollen  wir 
setzen : 

Yaf=(XaXa')  • 

Natürlich  brauchen  nicht  alle  Yaf  von  einander  unabhängig  zu 
sein.  Wir  werden  ferner  voraussetzen,  —  was  immer  erlaubt 
ist  —  dass 

(YaXa)  =  -iXttf, 

d.  h.  dass 

ist. 

Wir  wollen  auch  hier  die  Redeweise  benutzen,  dass  die  so 
definirte  Transformation  Yaf  mit  der  Wurzel  coa  verbünde*  ist. 

§*• 

Betrachten  wir  zwei  Wurzeln  <ua  und  o)ß.  Setzen  wir 
überdies  voraus ,  dass  auch  ton  +  ioa ,  . . .  coß  -f-  A  ioa ,  ebenso 
coß  —  ioa , . . .  vjß — h'  ioa  Wurzeln  sind,  während  ioß  +  (A  +  < )  toa , 
toß  —  (A'+ \ )  ioa  keine  Wurzeln  sein  sollen.  Es  möge  zur  Wurzel 
wä+iwö  gerade  die  Transformation  X^.f  gehören.  Alsdann 
giebt  die  schon  früher  durchgeführte  Betrachtung  (Satz  III)  die 
beiden  Formeln : 

oijfO  =  A  —  A' 

CaPoßSa'ßJ»  =  -  h(h'+  1)        (A  >  0)  . 

Hieraus  folgt  ohne  Mühe  das 

Theorem  1H.  Wenn  ioa  und  wß  zwei  solche  Wurzeln  sind, 
dass  auch  ioa  +  w^  eine  Wurzel  ist,  so  ist  (Xu  Xß)  von  Null  ver- 
schieden.  Ausserdem  sind  in 

(»>*«)  ««</>*„/•,     (Y„Xß)  =  «>^Xßf 
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ioW  und 0){ß]  zwei  ganze  Zahlen  aaß  und  aßa ,  sodass  auch  coß 

+  aßaloa  e*ne  Wurzel  ist,  ebenso  wie  alle  zwischen  coß  und  coß 
+  (ißa ioa  gelegenen  Grössen  coß  dr  coa ,  coß  d=  2 coa . . .  i). 

Der  Bequemlichkeit  halber  soll  im  Folgenden  unter  aH  die 
Zahl  —2  verstanden  werden:  alsdann  gilt  nämlich  nach  dem 
Früheren  das  Theorem  auch  für  diese. 

Aus  den  Eigenschaften  der  ganzen  Zahlen  aa$  erhellt,  dass, 
wenn : 

io^  =  m  to ß  -+-  n  10 y  +  •  •  • 
ist,  auch 

aXa  =  maßa  +  naya  H 

sein  muss,  und  dass,  wenn 

ist,  ebenfalls 

aak  =  Paaß  +  <laay-\ 

sein  muss. 

Die  Eigenschaß  der  ganzzahligen  Grössen  aaß}  aus  der  Exi- 
stenz zweier  Wurzeln  (oa  und  coß  die  Existenz  einer  dritten 
Wurzel  schliessen  zu  lassen,  ist  in  dieser  Theorie  von  grundlegen- 
der Bedeutung,  wie  Killing  gezeigt  hat. 

In  der  That,  wenn  wir  p  unabhängige  Wurzeln  oi4 ,  co, . . .  cop 
ins  Auge  fassen,  so  müssen  die  />*  zugehörigen  ganzen  Zahlen  a^ 
so  beschaffen  sein ,  dass  die  Anzahl  der  Wurzeln ,  die  hiernach 
aus  ihnen  abgeleitet  werden  können,  endlich  ist.  Killing  folgert 
hieraus  das 

Theorem  IV. 2)  Wenn  man  p  unabhängige  Wurzeln  coi ,  w, ,« 
. . .  top  betrachtet,  so  ist  die  Determinante  der  zugehörigen  a^  zwi- 
schen Null  und  ( —  2)p  enthalten,  und  die  erstere  Grenze  kann  nie 
erreicht  werden.  Ebenso  liegen  alle' ihre  Q-reihigen  Hauptunter- 
determinanten zwischen  0  und  ( —  2)?,  wobei  jedoch  der  Werth 
Null  ausgeschlosseti  ist.  Wenn  überdies  eine  der  o^  =  0  ist,  so  ist 
auch  Oft  =  0 .  Wenn  endlich  i,  j,  k  ...g,h  irgend  welche  der  Zahlen 
\ ,  2  . . .  p  bedeuten,  so  ist 

aij  ajk  •  •  •  agh  =  aji  akj  •  "ahg  • 


i)    Vgl.  KlLLIHG  Z.  V.  G.  §  *2. 

2)  Vgl.  Killing  Z.  v.  G.  II,  §  4  3.    Ich  führe  von  den  Ergebnissen 
Killing's  nur  solche  an,  die  in  der  Folge  gebraucht  werden. 
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Insbesondere  ergiebt  sich  aus  diesem  Theorem,  dass,  wenn 
cüa  und  Wß  zwei  unabhängige  Wurzeln  sind,  das  Product 
aaß  cißa  =  0,1,2  oder  3  ist.  Hieraus  werden  wir  eine  neue 
und  sehr  wichtige  Eigenschaft  der  ganzen  Zahlen  aaß  ableiten. 

Ich  bemerke  zunächst,  dass,  wenn  zwei  Wurzeln  wa,  toß 
nicht  von  einander  unabhängig  sind,  wenn  z.  B.    • 

wa  =  m  Wß 

ist,  hieraus  die  Gleichungen  hervorgehen 

—  2  —  maßa  , 

aaß  =  —  im  j 

aaß  aßa  =  4  > 
also 

m  =  ±  | ,  ±  t  oder  ±  2 

ist. 

Da  keine  Wurzeln  ±2wa,  ±2wä  existiren  können,  so 

muss 

sein. 

Betrachten  wir  andererseits  die  Wurzeln  coa}  w* ,  c^,  für  die 

<°X  =  w«  +  °a/?  w/? 
sei,  so  folgt  leicht  eine  Formel  von  der  Form 

wrenn  Yaf}  Yßf}  }\f  die  mit  wa ,  w*,  w^  verbundenen  Transfor- 
mationen der  Untergruppe  y  bedeuten.  Berechnen  wir  die  Coeffi- 
cienten  m  und  n. 

Setzen  wir  wie  früher  Uyy  =  —  2 ,  d.  h. 

m  [aaa  +  aaßüßa)  +  n  [aaß  +  aaßaßß)  =  —  2 
oder 

(*)  Kß^ßa  —  2)  ro  —  aa/?n  =  —  2  . 

Um  eine  zweite  Relation  zu  erhalten,  bemerken  wir,  dass 
aax  =  axa  ist.   Denn  wenn 

&X  +  h  wa  =  ih  +  *)  Cüa  +  fta/?  w/? 
eine  Wurzel  ist,  so  ist  auch 

tox+htoa+(axß+haaß)(Oß  =  (h+\)coa+haaß(Oß==wa+h(ox 

eine  Wurzel,  und  umgekehrt.  Es  ist  also  wirklich  aax  =  <*Xa- 
Bringen  wir  dies  zum  Ausdruck,  so  erhalten  wir 
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(2)  —  im  +  aapn  =  aaßüßa  —  2  . 

Aus  (i)  und  (2)  folgt,  da  ciaßaßa  4=  *  *st: 

»»=<>      ««/?  (n  —  a/?a)  =  °  • 

Sobald  also  aa  #  4=  0  ,8t>  so  *8t  n  —  aßa  • 
Wir  haben  demnach: 

**/*  =  Yaf+aßaYßf  • 

Diese  Formel  bleibt  übrigens  auch  richtig,  wenn  aa  *  =  0  ist ; 
ebenso  wenn  coa  und  cor  nicht  unabhängig  sind. 

Mithin  ergiebt  sich  das 

Theorem  V.  Wenn  Yaf  und  Yßf  die  mit  den  Wurzeln  o)a 
und  wß  verbundenen  Transformationen  der  Untergruppe  y  sind,  so 
ist  die  mit  der  Wurzel  o)a-\-aaßiüß  verbundene  Transformation: 

Yaf+aßctYßf- 

Entsprechend  dem  Theorem  IV  haben  wir  also  das  folgende 

Theorem  VI.  Wenn  Yif,...  Ypf  p  von  einander  unabhängige 
Transformationen  der  Untergruppe  y  sind}  die  mit  den  Wurzeln  w%, 
cj^j  . . .  (Dp  verbunden  sind,  so  ist  die  zugehörige  Determinante  der 
ay  von  Null  verschieden,  und  folglich  sind  die  p  Wurzeln  von  ein- 
ander unabhängig. 

Umgekehrt,  wenn  die  p  Wurzeln  (o{,  . ,  .  (op  unabhängig 
sind,  so  sind  die  mit  ihnen  verbundenen  Transformationen  der 
Untergruppe  y  auch  unabhängig. 

Aus  allen  diesem  folgt  dass,  wenn  wir  irgend  welche  unab- 
hängige Wurzeln  ioA  .  .  .  col  auswählen,  alsdann  alle  anderen 
Wurzeln  sich  als  lineare  homogene  Functionen  von  ioi . . .  iol  mit 
rationalen  Zahlencoefficienten  ausdrücken.     In  der  That,  man 

kann  immer  schreiben 

i 

i 
also  auch 

i 

l 
(*  =  <,«,  .../). 

Da  nun  die  Determinante  der  a^  =f=  0  ist,  so  hat  man  rationale 
Ausdrücke  für  die  m^). 

1)  Vgl.  Killing  Z.  v.  G.  II,  p.  47. 
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§5. 

Bestimmung  aller  ans  den  <hj  gebildeten  Systeme, 
die  dem  Theorem  IV  gentigen. 

Wir  haben  gesehen,  dass,  wenn  io{ ,  tot ,  . . .  iop  p  von  ein- 
ander unabhängige  Wurzeln  bezeichnen,  das  zugehörige  System 
der  a^  den  folgenden  Bedingungen  genügt: 

Die  Determinante  der  a^  (i,  j  =  4 ,  2  .  . .  p)  ist  nie  gleich  Null 
und  ihr  Werlh  liegt  zwischen  0  und  ( —  2)p;  die  Werlhe  aller 
ihrer  q -reihigen  Hauptunter determinanten  liegen  zwischen  0  und 
( —  2)P,  wobei  jedoch  der  Werth  0  ausgeschlossen  ist ;  endlich,  wenn 
a ,  ß,  y ,  . . .  x ,  l  irgend  welche  unter  den  Zahlen  4 ,  2 ,  . . .  p  be- 
zeichnen, so  besteht  die  Relation 

aaßaßy'"  axX  =  aßuayß-  ' '  aXx  • 
Die  Bestimmung  aller  diesen  Bedingungen  genügenden 
Systeme  ist  von  Killing  geleistet  worden ').  Er  hat  sie  verein- 
facht durch  ihre  Eintheilung  einerseits  in  einfache  und  zusam- 
mengesetzte, andererseits  in  äquivalente  und  nicht  äquivalente 
Systeme. 

Ein  System  aus  p*  ganzen  Zahlen  a^  heisst  einfach,  wenn 
man  mit  irgend  zweien  unter  den  Zahlen  1,  2  .  .  .  p,  etwa  a,  ß 
eine  gewisse  Reihe  i\ ,  i%,  ...  i\  dieser  Zahlen  verbinden  kann, 
derart  dass 

ist.  Im  entgegengesetzten  Falle  heisst  das  System  zusammen- 
gesetzt2). 

Wenn  ein  System  (4,  2  ...  p)  zusammengesetzt  ist,  so  kann 
man  die  Marken  4 ,  2  ...  p  in  eine  gewisse  Anzahl,  etwa  in  >  4 
von  Reihen  eintheilen,  derart  dass  aaß  =  0  ist,  sobald  a  und  ß 
zwei  verschiedenen  Reihen  angehören,  während  die  uikl  in 
denen  i  und  k  derselben  Reihe  angehören,  ein  einfaches  System 
bilden. 

Daraus  folgt,  dass  es  genügt,  alle  einfachen  Systeme  zu 
bestimmen ;  alle  anderen  werden  durch  Zusammensetzung  der 
so  gefundenen  Systeme  erhalten. 

Endlich  vereinfacht  auch  noch  die  Einführung  des  Begriffs 
der  äquivalenten  Systeme 3)  unser  Problem. 

1)  Vgl.  Killing  Z.  v.  G.  II,  §  45. 

2)  Vgl.  Killing  Z.  v.  G.  II,  §  14. 

3)  Vgl.  Killing  Z.  v.  G.  II,  p.  24. 
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Die  zu  zwei  Reihen  von  Wurzeln  a)iy  to%  ... .  wp  und  w/  = 
mh  (oi  +  mh  o)t  +  • .  .  +  mip  iop  (i  =  4 ,  2! . . .  p)  gehörigen  Sy- 
steme von  Zahlen  ay  bez.  a'^  heissen  äquivalent,  wenn  jede  durch 
das  eine  System  gelieferte  Wurzel  auch  durch  das  andere  geliefert 
wird,  und  umgekehrt. 

Es  leuchtet  ein,  dass  in  der  That  für  unsern  Zweck  zwei 
äquivalente  Systeme  nicht  als  verschieden  zu  betrachten  sind. 

Nun  gilt  der 

Satz  I.  Bezeichnet  2  das  zu  den  von  einander  unabhängigen 
Wurzeln  w4 ,  w%  . . .  wp  gehörige  System ,  so  entspricht  den  v.  e. 
unabhängigen  Wurzeln 

<a[  =  wi  +  ait  iot ,     w,'  =  to%  •  •  •  cjp  =  iop 

ein  mit  2  äquivalentes  System  2'. 

Das  Zeichen  Sß  möge  ausdrücken,  dass  wir  von  der  Wurzel 
io a  zur  Wurzel  coa  +  aaßioß  übergehen,  indem  wir  dies  abge- 
kürzt so  schreiben: 

Sß(oaz=ü>a  +  aaßiüß. 

Betrachten  wir  eine  durch  das  System  2  gelieferte  Wurzel, 
etwa 

C0a  =  siisi2'"  sihwi  • 

Ist  i  =}=  4  >  so  ersetzen  wir  w^  durch  w/,  Sx  durch  Sx'  (x  =}=  4), 
S4  durch  S^S/S,'.  Wir  erhalten  dann  eine  durch  das  System  2? 
gelieferte  Wurzel 

wr  =  S'  •  •  •  S'-  to'- 

und  man  verificirt  unmittelbar ,  dass  ioa'  =  ioa  ist.    Wenn  im 
GegentheiL  *  =  4  ist,  so  genügt  es,  ioi  durch  S,  w4',  Sx  durch  SM', 
(x  =f=  *)  und  S4  durch  SJS/SJ  zu  ersetzen.    Man  erhält  dann  eine 
durch  2'  gelieferte  Wurzel  ioa'  =  toa. 
Da 

U)i  =  to[  +  a4\  oi;  ,     iot  =  w,'  •  .  •  ü)p  =  wp' 

ist,  so  sieht  man,  dass  augenscheinlich  auch  das  Umgekehrte  gilt, 
und  infolge  dessen  sind  2  und  2'  äquivalent. 

Es  ist  übrigens  leicht  zu  sehen,  dass  -  und  2r  gleichzeitig 
einfach  oder  zusammengesetzt  sind. 

Man  kann  die  neuen  a\j  angeben,  wenn  man  die  alten 
kennt.   Man  hat  nämlich :  • 

^it  —  aV        (<>./+  *)■ 
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Ferner  ist: 

«ii  =  «i<  +  «u«i<        («4=  *)■ 
Da  (Theorem  V) 

ist,  hat  man  auch: 

<  =  aü  +  ai*au         ('=#<)• 

Der  Satz  I  wird  genügen,  um  künftig  die  äquivalenten 
Systeme  herausgreifen  zu  können. 

Das  Problem  ist  also  auf  die  Bestimmung  aller  «infachen 
nicht  äquivalenten  Systeme  zurückgeführt.  Herr  Killing  hat 
gezeigt,  dass  diese  Bestimmung  nach  und  nach  ausgeführt  werden 
kann;  es  gilt  nämlich  der 

Satz  II.  Jedes  einfache  System  pter  Ordnung  enthält  min- 
destens ein  einfaches  Untersystem  (p  —  \)ier  Ordnung. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  bietet  keine  Schwierigkeiten  dar. 

Wenn  man  alsdann  alle  einfachen  Systeme  (p  —  \)ieT  Ord- 
nung kennt,  so  genügt  es,  für  ein  jedes  dieser  Systeme  etwa  a^ 
(/,  j  =  4,  2  . .  .p  —  4)  in  allgemeinster  Weise  2(p  —  \)  ganze 
Zahlen  aip,  api  (i  =  4,  2  .  .  .  p  —  4)  zu  bestimmen,  derart,  dass 
die  zugehörige  Determinante  den  Bedingungen  des  Theorems  IV 
genügt;  man  behält  so  alle  möglichen  einfachen  Systeme  pter Ord- 
nung. 

In  Folge  dessen  bietet  die  Bestimmung  aller  einfachen  nicht 
äquivalenten  Systeme  keine  besonderen  Schwierigkeiten  dar. 
Sie  ist  von  Killing  ausgeführt  worden. 

Jedoch  ist  das  Verfahren  Killing's  darin  unvollständig,  dass 
er  annimmt,  alle  Zahlen  ay  seien  negativ.  Diese  Behauptung  ist 
im  Allgemeinen  richtig,  d.h.  man  kann  meistens  statt  covioi...  wp 
andere  Wurzeln  zh  w4 ,  i:  iot  •  •  •  zb  up  wählen,  derart  dass  alle 
<iy  ^  0  sind.  Es  beruht  darauf,  dass,  wenn  i,/,  k  drei  verschie- 
dene unter  den  Zahlen  \ ,  2  . . .  p  bezeichnen,  alsdann 

aij  ajk  aki  ^  ° 

ist  (infolge  des  Theorems  IV). 

Ich  gehe  nicht  näher  auf  die  Bestimmung  der  einfachen 
Systeme  ein.  Die  Resultate,  die  Killing  erhält,  sind  äusserst 
wichtig : 

Für  ein  gegebenes  p  giebt  es  im  Allgemeinen  vier  einfache 
nicht  äquivalente  Systeme  pter  Ordnung,  nämlich  die  folgenden : 
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A)  au  =  —  i,    a{j=  —  \     (i^j;  i,j  mm  4,2  ••  -p) 

B)  o«  =  — 2,     otf  =  — 4    (i^j),   a,-p==-2,   ap,  =  -4 

(/,;  =  4,2...p-4) 

C)  ««  — —  2,     aö  =  — <    («4=»»    «<p  =  — <»    f'pi=  —  % 

(i,j  =  i,Z...p-i) 

D)  «w  =  —  2  ,    ay  =  —  4  (»  =(=  j);  jedoch:  ap_,p  =  app_,  =  0 

(i,j  =  4,S...p). 

Für  />  =  2  reduciren  sich  diese  vier  Systeme  auf  nur  zwei :  das 
System  D)  ist  dann  nicht  mehr  einfach  und  die  Systeme  B)  und 
Cj  sind  einander  äquivalent. 

Für  besondere  Werthe  von  p  ist  diesen  allgemeinen  Systemen 
ein  specielles  System  hinzuzufügen,  nämlich: 

für  p  =  2:  HC) ,  aAi  =  aM  =  —  2  ,  a{i  =  —  3  ,  ati  =  —  4 ; 
für  p  =  4 :  IVE)1) ,  ow  =  —  2 ,  a^  =  —  J  ,    ausser  a4,  =  a{A 

==s  °M  ==  rti«  ==         *  » 

für  p  =  6,  7,  8  :  E) ,  au  =  —  2 ,  <iy  =  —  4  ,    ausser  «pp^^  = 

==  app—i ===  ftp— ip  ===  "p— ip  ==  ^  • 

Natürlich  giebt  es  für  p  =  \  nur  ein  System,  nämlich: 
ol4  =  —  2. 

Alle  diese  Resultate  können  allerdings  nachträglich  verificirt 
werden,  wenn  man  sich  auf  den  Satz  II  stützt,  denn  sie  sind 
richtig  für  p  =  2. 

§6- 
Wir  wollen  jetzt  das  folgende  Theorem  beweisen : 

Theorem  VII.  Bezeichnet  l  den  Rang  einer  einfachen  Gruppe, 
so  kann  man  immer  l  von  einander  unabhängige  Wurzeln  finden, 
derart  dass  alle  anderen  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung 
durch  das  zugehörige  System  der  a^  geliefert  werden. 

Vorher  wollen  wir  einige  Ilülfssätze  beweisen. 

Hülfssatz  I.  Sind  p  Wurzeln  w4 ,  w4 .  . .  top  durch  eine  und 
nur  eine  Relation  verbunden ,  die  wirklich  alle  wi ,  w4 ,  .  .  .  a)p 

4)  Für  p  =  4  giebt Killing  zwei  specielle  Systeme  an,  die  er  mit  IVE) 
und  IVF)  bezeichnet;  aber  jene  zwei  Systeme  sind  äquivalent,  was  ein- 
leuchtet, wenn  man  a^  und  n>3,  ü>j  und  w4  vertauscht  (Z.  v.  G.  II,  p.  80). 
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enthält,  so  ist  die  Determinante  der  zugehörigen  a^  gleich  Null  und 
das  System  dieser  a^  einfach. 

Der  erste  Theil  des  Satzes  ist  evident.  Bemerken  wir  nun, 
dass  nach  den  Theoremen  IV  und  VI  p  Wurzeln  von  einander 
unabhängig  sind,  dann  und  nur  dann,  wenn  die  zugehörige 
Determinante  der  a^  von  Null  verschieden  ist.  Demnach,  wäre 
das  betrachtete  System  (4,2  •••/))  aus  etwa  zwei  einfachen 
Systemen  (4 ,  2  •  •  •  h) ,  (h  +  4 ,  •  •  •  p)  gebildet,  so  wäre  minde- 
stens eine  der  diesen  beiden  Systemen  zugehörigen  Unterdeter- 
minanten gleich  Null,  und  in  Folge  dessen  hätten  wir  eine  Relation 
etwa  zwischen  ioi ,  w4  .  . .  ioh ,  und  diese  Relation  enthielte  keine 
Wurzel  w/,+l , . . .  cop .  Dies  widerspricht  aber  der  Voraussetzung. 
Der  Satz  ist  daher  bewiesen. 

Hülfssatz  II.  Bezeichnet  2  das  System  der  ay ,  das  den  von 
einander  unabhängigen  Wurzeln  a)i,  w%,  .  .  .  wj  entspiichl,  so 
liefert  das  den  l  von  einander  unabhängigen  Wurzeln 

w[  =  mA  ioA  +  •  •  •  +  mi  Wi ,     co^  =  (ot  •  •  •  co{  =  Mj 

zugehörige  System  2?  der  a'y  alle  durch  2  gelieferten  Wurzeln, 
vorausgesetzt  nur,  dass  wK  aurch  2'  geliefert  ist. 

Dieser  Hülfssatz  ist  eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  I 
(§  5)  und  wird  analog  bewiesen.    Es  möge  nämlich 

(« ,  «<  >  «i  •  •  •  «p  =  *,  2  .  . .  /) 
sein.   Wenn 

Wo  =  S;   S:     •  •  •   S,\  toi 

eine  durch  2  gelieferte  Wurzel  bezeichnet,  so  genügt  es,  ioi  durch 

io{  [i  4=4),  w4  durch  S'ttS'tti  •  •  ■  S'apa>'a,  Sj  durch  S/  (j  =#  4),  Sf 

durch  S'tt  S'a  •  •  •  S'„  S'a  S'tt  •  •  •  S'n  zu  ersetzen,  um  eine  Wurzel 

iox  zu  erhalten,  die  gleich  tox  ist,  was  zu  beweisen  war. 

Hülfssatz  III.  Sind  p  Wurzeln  w4 ,  tot ,  ...  top  durch  eine 
und  nur  eine  Relation  verbunden 

mi  toi  H h  mp  iop  =  0  , 

und  ist  das  Product  mA  mt  •  •  •  mp  4=  0 ,  so  wird  mindestens  eine 
der  p  Wurzeln  durch  das  den  p  —  4  anderen  Wurzeln  zugehörige 
System  der  a^  geliefert. 

In  der  That,  nach  Hülfssatz  I  ist  das  ganze  System  der  o^ 
(i,  j  =  4,  2 ,  . . .  ;))  einfach;  dieses  System  (Satz  II,  §  5)  enthält 
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daher  mindestens  ein  einfaches  Untersystem  (p  —  4)ter  Ordnung, 
das  (p  —  \ )  von  einander  unabhängigen  Wurzeln  entspricht.  Es 
genügt  dann,  jedes  der  schon  (in  §  5)  gefundenen  einfachen 
Systeme  (p  —  4)ter  Ordnung  zu  nehmen,  etwa  a^  [i,j  =  4,8, 
. . .  p  —  4),  und  in  allgemeinster  Weise  8(p  —  4)  ganze  Zahlen 
aipi  api  so  zu  bestimmen,  dass  die  p- reihige  Determinante  der 
ay  (# ,  j  =  4 ,  8 ,  . . .  p)  gleich  Null  ist.  Jeder  Lösung  des  Problems 
entspricht  eine  Relation  zwischen  coi}  toiy  .  . .  wp;  es  sind  die 
Fälle  auszuschliessen,  in  denen  diese  Relation  nicht  alle  toi  ent- 
hält, oder  eine  der  Wurzeln  als  ein  Vielfaches  einer  durch  die 
p  —  4  anderen  gelieferten  Wurzel  darstellbar  ist  (§  3,  Th.  I,  8). 
Man  verificirt  nun,  dass  mindestens  eine  der  p  Wurzeln  durch  die 
p  —  4  andern  geliefert  ist.  Die  Rechnungen  sind  ganz  analog  den- 
jenigen, die  für  die  Bestimmung  der  einfachen  Systeme  dienen. 

Jetzt  kommen  wir  zum  Beweise  des  fraglichen  Theorems  VII. 

Es  mögen  o>4 ,  a;, .  . .  col  irgend  welche  /  von  einander  un- 
abhängige Wurzeln  sein.  Liefert  das  zugehörige  System  2  der 
(ttf  alle  Wurzeln,  so  ist  das  Theorem  bewiesen.  Nehmen  wir 
daher  an,  dass  eine  gewisse  Wurzel  toa  durch  dieses  System 
nicht  geliefert  werde.    Wir  können  dann  immer  setzen : 

(pS/,    fwf TW,  •  •  •  mp  =(=  0)  . 

Nach  Hülfssatz  III  wird  mindestens  eine  der  p  +  4  Wurzeln 
toi ,  co%  •  •  •  to p ,  (aa  durch  die  p  andern  geliefert,  etwa  (o{ .  Be- 
trachten wir  alsdann  die  /  von  einander  unabhängigen  Wurzeln : 

U)[  =  ü)a  ,     ü)[  =  <d%  ,      .  •  •  (opf  =  Ü)p  ,      •  •  •  w{  =  o)t  . 

Es  entspricht  ihnen  ein  gewisses  System  2',  und  die  Wurzel  to{ 
ivird  durch  dieses  System  geliefert;  in  Folge  dessen  wird  nach 
Hülfssatz  II  jede  durch  2  gelieferte  Wurzel  auch  durch  3*  ge- 
liefert; wir  sehen  überdies,  dass  J?  auch  irgend  eine  gewisse 
Wurzel  iou  der  charakteristischen  Gleichung  giebt.  Indem  wir 
so  nach  und  nach  fortfahren,  erhalten  wir  ein  System,  das  alle 
Wurzeln  liefert. 

Das  Theorem  ist  also  bewiesen. 

Anmerkung.  Der  Beweis  ist  anwendbar  für  jede  ?  -gliedrige 
perfecte  Gruppe,  bei  welcher  der  Coefficient  x¥t  (e)  der  charakte- 
ristischen Gleichung  auf  eine  Summe  von  r  von  einander  unab- 
hängigen Quadraten  reducibel  ist. 
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§7- 

Fassen  wir  jetzt  kurz  die  Ergebnisse  zusammen. 

Bezeichnet  G  eine  r-gliedrige  perfecte  Gruppe  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  der  Coefficient  Wt  (e)  ihrer  charakteristischen 
Gleichung  auf  eine  Summe  von  r  unabhängigen  Quadraten  redu- 
cibel  ist,  so  gehört  jede  allgemeine  infinitesimale  Transformation 
von  G  einer  /-gliedrigen  Untergruppe  y :  r\K  Yi  /*+  •  •  •  +  rjl  Yrf 
an,  deren  Transformationen  sämmtlichmit  einander  vertauschbar 
sind,  wobei  /  den  Rang  der  Gruppe  bezeichnet.  Die  Wurzeln  der 
charakteristischen  Gleichung  in  Bezug  auf  dieUntergruppe  y}  etwa : 

(«  =  4,8,-..). 

sind  einfach,  und  paarweise  entgegengesetzt  gleich;  überdies 
kann  man  /  solche  von  einander  unabhängige  Wurzeln  toAJ  wiy 
.  .  .  iol  wählen,  dass  das  zugehörige  System  2  der  at-y  alle  andern 
liefert.  Ein  solches  System  2  wollen  wir  emJlauptsystem  nennen. 
Endlich  verbinden  wir  mit  jeder  Wurzel  a)a  zwei  infini- 
tesimale Transformationen,  von  denen  die  eine,  etwa  Yaf.  der 
Untergruppe  y  angehört,  die  andere,  etwa  Xaf  von  der  Be- 
schaffenheit ist,  dass: 

(-  m  Yi  i  Xa)  =  w«  Xaf  =  -  %  (°(a   Xaf  • 

Es  existiren  zwischen  Yafr  Xaf  und  Xatf  [coai  =  —  ioa)  die 
Relationen: 

Yaf  =  iXaXa')  > 
(YaXa)  —  —  %xaf  >     (YaXaf)  =%Xcc'f  • 

Die  Transformationen  Xafsmd  alle  von  einander  und  von  den 
^•/"unabhängig,  während  es  unter  den  Y{f  nur  /,  etwa  YJ\  Y%f, 
. . .  Yrf,  unabhängige  giebt  (und  ferner  ist  \ra,f  =  —  Yafl- 

Ist  endlich  aja  +  Wß  gleich  einer  andern  Wurzel  w^,  so  ist 
(.Y„  X*)  =  c  Kxf,  (c  *  0) . 

Wir  wollen  jetzt  das  folgende  Theorem  beweisen: 

Theorem  VIII.  Ist  das  Hauptsystem  2  der  a^  einer  so  defi- 
nirten  Gruppe  G  einfach,  so  ist  G  einfach ;  ist  2  zusammengesetzt, 
so  ist  G  aus  mehreren  einfachen  invarianten,  unter  einander  ver- 
tauschbaren Untergruppen  zusammengesetzt !). 


i,  Vgl.  Killing  Z.  v.  G.  II,  §  4  6,  und  III,  §  21. 
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Zunächst  ein  Httlfssatz : 

Hulfssatz  I.  Enthalt  eine  invariante  Untergruppe  der  Gruppe 
G  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form 

1 

so  enthält  sie  auch  2ai  Yrf  und  jedes  Xaf,  für  das  Xa  verschieden 
von  Null  ist1). 

Der  Beweis  bedarf  keiner  Ausführung. 

Es  möge  alsdann  g  eine  invariante  Untergruppe  von  G  sein. 
Enthält  g  eine  infinitesimale  Transformation*^,-  Y{f,  so  enthalt 
sie  mindestens  eine  der  Transformationen  X{f,  Xtfy  ...  X{f, 
denn  mindestens  eine  der  Grossen 

i 

2*  lQwW— 2**19**9     («  =  <.*••■•() 
l 

ist  von  Null  verschieden.  Wenn  z.  B.  die  Untergruppe  g  die  in- 
finitesimale Transformation  XAf  enthalt,  so  enthalt  sie  auch 
(Xt  X4/)  =  YJ}  ferner  (F4  XK ,)  =2  Xi  f fund  ebenso  alle  Xaf,  für  die 

(Y<Xa)  =  aaiXaf*0 

ist,  d.  h.  alle  Xaf1  für  die  aai  4=  0  ist.  Wenn  also  die  ganzen 
Zahlen  a^  (i,j  =  \ ,  2, . . .  h)  das  kleinste  System  a  bilden,  das  die 
Marke  \  umfasst,  so  enthalt  g  alle  Xufund  Yaf}  für  welche  a)a 
von  der  Form 

(oa  =  m% roi  +  m% (ot  H h  rnho)h 

ist.  Wenn  also  das  System  2  einfach  ist,  so  ist  G  einfach;  wenn 
im  Gegentheil  2  aus  einer  gewissen  Anzahl  einfacher  Unter- 
systeme zusammengesetzt  ist,  so  enthalt  G  eben  so  viele  inva- 
riante Untergruppen,  und  man  sieht  unmittelbar,  dass  diese 
Untergruppen  keine  gemeinsamen  Transformationen  besitzen  und 
mit  einander  vertauschbar  sind. 

Wir  haben  angenommen,  dass  jede  invariante  Untergruppe 
g  eine  Transformation  von  der  Form  2rji  Ytf  enthalt;  aber  wenn 
dem  nicht  so  wäre,  so  enthielte  <?  nach  dem  Hülfssatze  mindestens 
eine  Transformation  Xaf  und  auch  (XaXar)  =  Yaf}  was  zu 
einem  Widerspruche  führt. 

4)  Vgl.  Killino  Z.  v.  G.  III,  §  21. 
lUth.-phya.  CImi«  1893.  28 
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Das  Theorem  VIII  ist  also  bewiesen. 

Suchen  wir  alle  einfachen  Gruppen  vom  Range  /,  so  genügt 
es  daher,  für  jedes  mögliche  einfache  System  lUT  Ordnung  2  zu 
untersuchen,  ob  eine  Gruppe  existirt,  die  2  als  Hauptsystem 
zulässt. 

Nehmen  wir  für  einen  Augenblick  an,  dass  jedem  einfachen 
System  eine  und  nur  eine  Gruppe  entspricht,  so  haben  wir  das 
wichtige 

Theorem  IX.  Die  Anzahl  der  einfachen  Gruppen  vom  Range 
l  ist  endlich,  und  zwar  im  Allgemeinen  gleich  vier.    Sie  ist  gleich 

\  fürl=\  , 
3  für  l  =  2  , 
5/ur/=4,6,7,8. 

§8. 

Wir  müssen  also  jetzt  alle  einfachen  nichtäquivalenten 
Systeme  1Ut  Ordnung  nach  einander  betrachten,  und  zeigen,  dass 
einem  jeden  dieser  Systeme  2  eine  und  nur  eine  Gruppe  ent- 
spricht, die  2  als  Hauptsystem  zulässt.  Ueberdies  haben  wir 
die  Zusammensetzung  dieser  Gruppe  zu  bestimmen. 

Es  möge  2  irgend  eines  der  in  §  5  angezeigten  einfachen 
Systeme  l*"  Ordnung  sein.  Wir  berechnen  alle  durch  dieses 
System  gelieferten  Wurzeln,  etwa 


n:wn     xw,  ,     •  •  •  uz  aij  ,     •  ■  • 

Jeder  dieser  Wurzeln  (oa  entspricht  eine  Transformation  Xaf 
und  diesen  Transformationen  Kaf  fügen  wir  l  paarweis  ver- 
tauschbare Transformationen  Ykf . . .  Yxf  hinzu.  Wir  können 
überdies  immer  annehmen ,  dass  die  folgenden  Relationen  be- 
stehen: 

(YiXa)  =  aaiXaf  > 
[XiXv)  =  Yif       (t=H,2,.../), 
und  wenn 

wa  =  \  \"  '  sih  wi 
ist,  auch 

ist,  wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 

si  0)k  =  o>k  +  aki  «•  > 
SiYkf=Ykf+aikYif. 
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Wir  haben  Dun  die  Goefficienten  caßy  in  den  Relationen 

{XctXß)  =  caßyXyf 

nur  in  den  Fällen  zu  berechnen,  in  denen  wa  +  coß  gleich  einer 
andern  Wurzel  iOy  ist.  Wir  können  überdies  diese  Goefficienten 
normiren,  indem  wir  Xaf  durch  XaXaf}  ebenso  Xar  f  durch  lar  Xa>  f 
ersetzen,  wobei  haXar  =  \  ist.  Die  Gleichungen,  welche  die 
caßy  bestimmen,  erhalt  man  durch  Benutzung  der  Identitäten: 

<(*«  ty  h)  +  (( Vx*)  x«>  +  <ßi  x«)  xfi)  =  ° > 

für  den  Fall ,  dass  u>a  +  tjß  •+•  w^  gleich  Null  oder  gleich  einer 
Wurzel  fti„  ist. 

Die  Rechnungen  werden  symmetrischer,  wenn  man  den 
durch  2  gelieferten  Wurzeln  gewisse  canonische'Forraen  giebt, 
die  Killing,  wenigstens  für  die  Systeme  A,  B,  G,  D ,  HC,  IV  E, 
aufgestellt  hat.  Man  findet  so,  dass  jedem  einfachen  System 
eine  und  nur  eine  Gruppe  entspricht.  Wir  wollen  jetzt  diese 
Gruppen  nach  einander  genau  betrachten« 

Für  die  vier  allgemeinen  Systeme  A),  B),  C)  und  D)  erhält 
man  schon  längst  bekannte  Gruppen  *).   Es  sind: 

A)  die  1(1  +  2)-gliedrigen  Gruppen,  die  gleichzusammen- 
gesetzt sind  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  fy; 

B)  die  1(21  +  \ )-gliedrigen  Gruppen,  die  gleichzusammen- 
gesetzt sind  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  einer  nicht 
ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  im  /?,j,  also  auch  mit  der 
grössten  Gruppe  von  conformen  Transformationen  im  fl,^ ; 

C)  die  1(21  +  4  )-gliedrigen  Gruppen,  die  gleichzusammen- 
gesetzt sind  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  eines  line- 
aren Complexes  im  Ätj_4,  also  auch  mit  der  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen im  Ri'. 

(für  /  =  2  sind  die  Gruppen  B)  und  G)  gleichzusammengesetzt) ; 

D)  die  1(21 —  4)-gliedrigen  Gruppen,  die  gleichzusammen- 
gesetzt sind  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  einer 
nicht  ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  im  Ätj_, ,  also  auch 
mit  der  grössten  Gruppe  von  conformen  Transformationen  im 


*)  Vgl.  KlLLING  Z.  v.  G.  II,  §  17. 

28< 
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Wir  finden  also  die  vier  grossen  Glassen  von  einfachen 
Gruppen,  die  Lib  längst  angegeben  hat. 

Die  speciellen  einfachen  Gruppen.  Es  giebt,  wie  schon  ge- 
sagt ,  nur  fünf  specielle  einfache  nicht  gleichzusammengesetzte 
Gruppen,  die  resp.  den  Systemen  11 C),  IV  E),  VIE),  VII E),  VIII E) 
entsprechen. 

Das  System  II G  liefert  \  4-gliedrige  Gruppen  von  einer  be- 
stimmten Zusammensetzung,  die  Killing  schon  vollständig  ge- 
geben hat1).  Herr  Engbl  und  ich  haben  überdies  gleichzeitig2) 
zwei  Gruppen  gegeben,  die  diese  Zusammensetzung  besitzen. 
Ich  will  daher  auf  diese  Gruppen  nicht  näher  eingehen. 

Dem  System  IV  E  entspricht  eine  52-gliedrige  Zusammen- 
setzung. Die  Wurzeln  können,  wie  Eilling  gezeigt  hat,  in  fol- 
gender Weise 'geschrieben  werden: 

(dz  w,  dz  (ot  dr  ws  dz  w4) 


=_ai0     =n  o>,  =e  oi* ,     g   -  , 

(i**;     1,4  =  4,8,3,4), 
mit  den  entsprechenden  Transformationen  Yf: 

+        ±Yif±Ykf    ±rj±Y%f±r,r±rj 

"'  2  2 

oder  auch  wie  folgt: 

dz  mi  zfc  mk      zfc  mK  dz  xs%  zfc  rar.  dz  cr4 


irr  rar« 

"  2  2 

mit  _____ 

-          -          ±Y.f±Ymf±Ymf±Yf 
±Y{f,     ±YJ±Ykf,     "y'r       U\ Sl=i-Z. 

Ich  schreibe  die  vollständige  Zusammensetzung  nicht  hin. 
Ich  habe  zwei  Gruppen  gefunden,  welche  diese  Zusammen- 
setzung besitzen.  Die  erste  ist  eine  gewisse  Berührungstrans- 
formationsgruppe  im  R%.  Die  andere  ist  eine  Gruppe  des  ß15, 
welche  ein  System  von  sieben  PFAFF'schen  Gleichungen  invariant 
lässt.  Bezeichnen  z ,  x^  yi ,  xy  =  —  x^  [i  4=  j ;  i ,j  =  i ,  2, 3,  4) 
die  45  Veränderlichen  im  fll5,  so  lautet  das  Pfaff  sehe  System  : 

4 

i 
dxy  =  x{  dxj  —  xj  dx{  +  yh  dyk  —  yk  dyh  , 

i)  Killing  Z.  v.  G.  II,  §  48,  p.  44.  2)  C.  R.  t.  CXVI,  loa  cit. 
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wobei  ijhk  eine  gerade  Permutation  der  Zahlen  4,2,3,4  be- 
zeichnet. 

Den  Systemen  VIE,  VII E  entspricht  eine  78-gliedrige  und 
eine  \  33-gliedrige  Zusammensetzung.  Die  Wurzeln  können  in 
folgender  Weise  geschrieben  werden  : 

wi  —  wkl  zb(wl+wjt  +  wÄ),  ±((üi+wk  +  iofl+ü}X+a)fi+ioy) 

Yif-Ykf,  ±(Yif+  Ykf+  Yhf)  , 

±  (Yif+  Ykf+  Y»f+  Yxf+  V+  r,f) » 

wobei  die  Indices  alle  verschieden  sind  und  die  Werthe  4,2, / 

annehmen  können. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  können  in  folgender 
Weise  bezeichnet  werden : 

\)  wenn  l  =  6  ist: 

V=  Ytf  (i  =  0 ,  \,  ■  ■  ■  6)  mit A'„ /•+•••  +  XMf+  3 Xuf=  0 , 

-*000/    >       ^000/    ) 

wenn  man  noch  Xikhf=  —  Xihkf=  —  X^/*  annimmt; 
2)  wenn  Z  =  7  tsf : 

-V=  Ttf  (e  =  0, 1, ...  7)  mitXtt/"+...  +  A'!7/-+2.\00/-=0, 

W>     W    («  =  <,  2,-..  7), 

W,     X'ikhf    (i  #  *  +  A;  i,  *,  *  =  4, 8,  •  •  •  7)  , 

wenn  man  ebenfalls  Xikhf  =  —  Xihkf=  —  Xkihf  annimmt. 

Man  hat  alsdann  als  einzige  nicht  verschwindende  Klammer- 
ausdrücke diese : 

[Xij  Xjk)  =  Xik  f  i  iXij  Xji)  —  Xiif  —  Xjjf  > 

(Xii  Xijk)  =  f  Xijkf  >  iXii  Xjkh)  =  ~  1  Xjkhf  j 

iXii  X'ijh)  =  —  t  A'!|/a/  »     (*«  Xjkh)  —  i  */Wk  /* » 
[Xjf  Xjkh)  =  %/*/*  >  (**/  *{*ä)  =  —  Xjkhf  > 

(Xijk  X'ijk)  =  Xiif+  Xjjf+  Xkkf  > 

(Xijk  Xhjk)  =  Xihf  j 

iXiJk  XX/iy)  =  —  {ijklpVQOT)  X'Q(TTf  , 

(%  XXfxu)  =  +  [ijkl^vqax)  XQozf  . 
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In  diesen  Formeln  bedeuten  q,  o,  %  die  drei  Zahlen,  welche 
mit  i,  j,  k,  X,  |u,  v  die  Permutation  423456000,  wenn  /  =  6  ist, 
oder  423456700,  wenn  l  =  7  ist,  vervollständigen.  Ueberdies 
ist  (aß . . .  X)  =  4  oder  —  4 ,  je  nachdem  das  Product  («  —  /?)... 
(a  —  X)  • . .  (x  —  X)  positiv  oder  negativ  ist. 

Für  das  System  VIII E  erhält  man  ganz  analoge  Resultate; 
man  muss  den  Wurzeln 

die  folgenden  hinzufügen : 

(*,*,*,...  =  1,8,...  8). 

Man  erhält  eine  248-gliedrige  Gruppe,  deren  infinitesimale  Trans- 
formationen in  folgender  Weise  bezeichnet  werden  können : 

W    (*■-»  0,  4,  •  •  •  8)  mit  Ä'M/-+  Xitf+  •  •  •  +  X„f  =  0  , 

-W    ('#*;  «,4  =  0,4,8, -..8), 

-W>     %kkf    (•  +  *  +  A;  i,  *,  *  =  0 ,  4 ,  8 ,  •  •  •  8)  , 

wobei  Xikhf=  —  Xihkf=  —  A^/*  anzunehmen  ist.  Die  schon 
geschriebenen  Formeln,  welche  die  Zusammensetzungen  der  78- 
und  433-gliedrigen  Gruppen  bestimmen,  dienen  auch  für  die 
Zusammensetzung  der  248-gliedrigen  Gruppe.  Hier  bezeichnet 
ij  kXfivQOT  irgend  eine  Permutation  der  Zahlen  0, 4 , 2, ...  7, 8. 

Ich  habe  eine  einfache  G1%  im  i?l0  und  eine  &193  im  Rtl  ge- 
funden. Die  G78  enthält  die  46  infinitesimalen  Transformationen 
nullter  Ordnung,  />4,  .  .  .  p16,  46  homogene  Transformationen 
erster  Ordnung  und  46  homogene  Transformationen  zweiter 
Ordnung.  Die  GU3  enthält  die  27  Transformationen  nullter  Ord- 
nung p{ ,  . . .  pa7 ,  79  homogene  Transformationen  erster  Ordnung, 
und  27  homogene  Transformationen  zweiter  Ordnung. 

Endlich  habe  ich  eine  einfache  248-gliedrige  Berührungs- 
transformationsgruppe  Gi4g  im  7ii9  gefunden. 

Diese  drei  Gruppen  sind  ihre  eigenen  dualistischen  Gruppen. 

Die  fünf  speciellen  einfachen  Gruppen  mit  44  bez.  52,  78, 
4  23,  248  Parametern  können  in  weniger  als  5  bez.  45,  46,  27, 
57  Veränderlichen  nicht  existiren. 


SITZUNG  VOM  3.  JULI  1893. 

Professor  Pfeffer  spricht ,  auf  Grund  der  von  Herrn 
Barthold  Hansteen  im  botanischen  Institut  ausgeführten  Unter- 
suchungen, über  die  Ursachen  der  Entleerung  der  Reservestoffe 
aus  Samen. 

Allgemein  arbeitet  die  Pflanze  in  der  Art  regulatorisch, 
dass  bei  der  Entleerung  von  gespeicherten  Reservestoffen  der 
Consum  oder  die  Fortführung  der  diosmirenden  Producte  eine 
Bedingung  für  die  Continuität  der  auf  die  Entleerung  berechneten 
Processe  ist,  dass  demgemäss  diese  Entleerung  unterbleibt,  wenn 
die  nöthige  Bedingung  nicht  realisirt  ist '). 

Dieses  Princip  ist  ebenso  bei  dem  Keimungsprocess  der 
Samen  ausgesprochen,  gleichviel  ob  die  Reservestoffe  in  den 
Cotyledonen  aufgespeichert  oder  aus  dem  Endosperm  in  die 
Keimpflanze  überzuführen  sind.  Dieser  letztere  Fall  bietet 
aber  für  ein  Studium  der  Causal Verhältnisse  den  entschiedenen 
Vortheil,  dass  alle  diejenigen  Wechselwirkungen  zwischen 
Keimpflanze  und  Nährgewebe  ausgeschlossen  sind ,  welche  eine 
Continuität  des  lebendigen  Protoplasten  fordern.  Dabei  besteht 
aber  eine  Wechselbeziehung  jedenfalls,  da  die  Entleerung  des 
Endosperms  von  der  Fortentwicklung  der  Keimpflanze  abhangig 
ist.  Indess  setzt  ein  solches  Verhältniss  keine  Secretion  von  En- 
zymen u.  s.w.  von  Seite  des  Embryos  voraus,  da  die  mangelnde 
Fortführung  der  selbstthätig  erzeugten  Reactionsproducte  voll- 
ständig ausreichen  kann,  um  zu  bewirken,  dass  die  angestrebte, 


4)  Vgl.  Pfeffer,  Physiologie  Bd.  I.  p.  56,  384 
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aber  regulatorisch  gelenkte  Reaction  einen  auffälligen  Erfolg 
nicht  erzielt.  In  der  That  ist  diese  Beziehung  z.  B.  in  dem 
Endosperm  der  Gramineen  geboten,  und  dem  entsprechend 
kommt  es  zum  Auswandern  der  Stärke  aus  dem  isolirten  Endo- 
sperm, wenn  für  dauernde  Abfuhr  des  Zuckers  gesorgt  wird, 
dessen  Gegenwart  eben  die  Weiterbildung  dieses  Stoffes  aus 
Starke  verhindert. 

Um  diese  Bedingung  herzustellen  wurde  dem  isolirten 
Endosperm  von  Zea  mais  oder  Hordeum  vulgare  Gips  derart  an- 
gegossen, dass  die  erstarrte  Masse  an  Stelle  des  Schildchens  dem 
Endosperm  angeschmiegt  war.  Dieses  lag  nunmehr  dem  Schei- 
tel eines  Gipssäulchens  auf,  welches  mit  der  Basis  entweder  in 
einer  relativ  sehr  grossen  oder  in  einer  minimalen  Wassermenge 
stand.  Durch  geeignetes  Sterilisiren  wurde  erreicht,  dass  an  den 
im  dampfgesättigten  Raum  gehaltenen  Präparaten,  selbst  im 
Verlauf  einiger  Wochen,  weder  Bacterien  noch  Schimmelpilze 
auftraten. 

In  den  Versuchen  mit  viel  Wasser  schritt  die  Lösung  der 
Stärke,  von  dem  Gipsschildchen  beginnend,  in  normaler  Weise 
fort.  Schon  nach  40  bis  43  Tagen  hatten  die  dem  Schildchen 
näheren  Zelllagen  die  gesammte,  die  fernsten  Zelllagen  des 
Endosperms  aber  den  grössten  Theil  der  Stärke  verloren  und 
die  noch  vorhandenen  Körner  waren  in  üblicher  Weise  ange- 
fressen. Inzwischen  war  der  Zucker  durch  die  Gipssäule  in 
das  Wasser  gelangt  und  bei  der  grossen  Menge  dieses  dauernd 
abgeleitet  worden.  Nach  dem  Abdampfen  auf  ein  kleines  Vo- 
lumen ergab  sich  für  das  Wasser  ein  im  Verhältniss  zu  den  an- 
gewandten Endospermen  sehr  ansehnlicher  Gehalt  an  Glucose 
(d.  h.  einer  Kupferoxyd  reducirenden  Zuckerart). 

Bei  nur  geringer  Wassermenge  kam  es  zu  keiner  Entlee- 
rung, und  höchstens  in  den  dem  Gipsschildchen  nächsten  Zellen 
machte  sich  eine  gewisse  Gorrosion  an  einzelnen  Stärkekörnchen 
be merklich.  Da  alle  übrigen  Versuchsbedingungen  dieselben 
waren ,  so  geht  aus  diesen  Erfahrungen  mit  aller  Evidenz  her- 
vor, dass  mit  der  Ansammlung  einer  gewissen  Zuckermenge  in 
dem  Wasser  der  fernere  Umsatz  von  Stärke  in  Glucose  gehemmt 
wird.  Deshalb  kommt  es  in  dem  isolirten  Endosperm,  und  ebenso 
in  dem ,  welches  auf  ein  sehr  kleines  Gipssäulchen  aufgesetzt 
und  mit  einer  sehr  geringen  Wassermasse  in  Berührung  ist, 
zu  keinem  merklichen  oder  nennenswerthen  Stärkeumsatz,  da 
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schon  ziemlich  geringe  Goncentration  der  Zuckerlosung  aus- 
reicht, um  die  Fortbildung  von  Glucose  zu  sistiren. 

Zu  solcher  activen  und  regulatorischen  Thätigkeit  ist  das 
isolirte  Endosperm  befähigt  und  es  bedarf  keiner  Einwirkung, 
durch  Secrete  oder  auf  andere  Weise,  von  Seiten  des  Embryos, 
um  die  volle  Entleerung  des  Endosperms  zu  erzielen.  Denn 
beim  Keimen  des  intacten  Samens  wird  der  Zucker  durch  das 
Schildchen  der  wachsenden  Pflanze  zugeleitet,  die  durch  den 
Stoffverbrauch  die  Fortführung  der  Glucose  und  damit  die  Con- 
tinuität  des  Stärkeumsatzes  im  Endosperm  nothwendig  herbei- 
führen muss.  Diese  Entleerung  ist  auch  keineswegs  in  der  sich 
entwickelnden  Keimpflanze  beschleunigt,  ja  thatsächlich  geht 
jene,  bei  gleicher  Temperatur,  in  der  normalen  Keimung  lang- 
samer von  statten,  als  in  unseren  Gipsversuchen. 

Ist  somit  für  die  Entleerung  des  Endosperms  die  Secretion 
von  Diastase  durch  das  Schildchen  des  Embryos  nicht  nothwen- 
dig ,  so  ist  die  Fähigkeit  zu  solcher  Secretion  thatsöchlich  vor- 
handen. Bringt  man  nämlich  an  Stelle  des  Endosperms  einen 
ähnlich  geformten  Guss  aus  viel  Stärke  und  wenig  Gips,  so 
schreitet  von  dem  Schildchen  aus  die  Gorrosion  der  Stärkekörner 
sehr  energisch  weiter  und  die  Keimpflanze  gewinnt  jetzt  durch 
ihre  secretorische  Thätigkeit  die  in  dem  todten  Endospermersatz 
gebildete  Glucose.  In  dem  isolirt  gehaltenen  Endospermersatz 
bleibt,  auch  in  Berührung  mit  viel  Wasser,  die  Stärke  völ- 
lig unverändert,  und  da  Bacterien  und  Pilze  gänzlich  ausge- 
schlossen waren1)  so  ist  demgemäss  die  Secretion  von  Diastase 
aus  dem  Schildchen  völlig  sicher  gestellt1).  Fraglich  bleibt  nur, 
ob  diese  Diastaseausscheidung  auch  bei  normale!*  Entwickelang 
der  Keimpflanzen  mitwirkt ,  oder  ob  —  was  sehr  möglich  ist  — 
ein  solches  Verhältniss  vorliegt;  dass  der  Mangel  des  Stärke- 
umsatzes, resp.  das  Fehlen  des  Zuckerzuflusses  von  dem  Endo- 


4)  In  welcher  Weise  die  Stärke  ohne  Erhitzen  sterilisirt  wurde,  wird 
in  der  ausführlichen  Arbeit  berichtet  werden. 

2)  Ueber  diese  streitige  Frage  vgl.  Krabbe,  Jahrb.  f.  wiss.  Bot.  4  890, 
Bd.  24,  598;  Grüss,  Berichte  d.  bot.  Gesellschaft  4  898,  p.  286.  —  So  gut 
wie  das  Auswandern  kann  natürlich  auch  Aufnahme  von  Diastase  statt- 
finden, wie  denn  überhaupt  die  Wanderung  von  Colloiden  keineswegs 
unmöglich  ist.  Speciell  der  Protoplasmakörper  vermag  Stoffe  von  beliebiger 
Molekulargrösse  aufzunehmen ,  vgl.  Pfeffer  ,  Zur  Kenntnis  d.  Plasmahaut 
und  der  Vacuolen  4890,  p.  279. 
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spermersatz  den  Reizanstoss  abgiebt,  welcher  die  Ausscheidung 
von  Diastase  veranlasst. 

In  dem  Endosperm  ist  aber  nicht,  wie  es  Hjlbbrlandt  ]) 
ohne  einen  stichhaltigen  Grund  annimmt ,  die  Kleberschicht  das 
speciell  Diastase  secernirende  Gewebe.  Denn  nach  dem  Ab- 
schälen dieser  Rieberschicht,  mitsammt  dem  anstossenden  Ge- 
webe, entleert  der  dem  Gipscylinder  aufgesetzte  Endospermrest 
die  Stärke  in  vortrefflicher  Weise,  sofern  durch  viel  Wasser  für 
Abfuhr  derGlucose  gesorgt  ist.  Demgemäss  ist  der  Stärkeumsatz 
auch  nicht  an  einen  von  dem  Schildchen  oder  von  der  Kleber- 
schicht ausgehenden  Reizanstoss  gekettet.  Und  da  gar  nichts 
auf  eine  Arbeitstheilung  in  diesen  inneren ,  sämmtlich  Stärke 
führenden  Endospermzellen  hindeutet,  so  ist  wohl  kein  Zweifel, 
dass  jede  einzelne  dieser  lebenden  Zellen  die  Fähigkeit  besitzt, 
die  Stärke  in  Glucose  zu  verwandeln  und  diese  Verwandlung  in 
der  besagten  regulatorischen  Weise  durchzuführen. 

Die  von  dem  lebenden  Schildchen  und  ebenso  von  dem  Gipse 
aus  fortschreitende  Stärkelösung  wird  vielleicht  allein  durch 
die  nach  dieser  Seite  hin  zielende  Abführung  des  Zuckers  be- 
dingt, doch  ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  anderweitige  Wirkungen  der  Zellen  aufeinander  mit  be- 
theiligt sind.  Jedenfalls  setzt  sich  aber  dieser  Lösungsmodus 
in  gleicher  Weise  von  dem  lebenden,  wie  von  dem  Gips-Schild- 
chen aus  fort.  Analog  rückt  die  Stärkelösung  von  der  dem 
Schildchen  gegenüber  liegenden  Seite  vor,  wenn  an  diese,  nach 
entsprechender  Freilegung,  der  abführende  Gipsguss  angesetzt 
ist.  Allein  von  diesem  Punkte  aus  geschieht  solches,  wenn  der 
Keimling  entfernt  war,  während  bei  dessen  Gegenwart  die 
Lösung  von  zwei  Seiten  vorrückt  und  so  der  durch  den  Gips 
abgeführte  Theil  derGlucose  der  sich  entwickelnden  Keimpflanze 
entzogen  wird. 

Die  normale  Entleerung  des  Endosperms  ist  nach  Obigem 
an  den  Consum  von  Zucker  in  der  Keimpflanze  geknüpft.  Dem- 
gemäss wird  in  derThat  die  Stärkeauflösung  auf  ein  sehr  gerin- 
ges Maass  reducirt,  wenn  man  nach  dem  Ankeimen  so  eingipst, 
dass  das  Schildchen  die  normale  Lage  behält ,  das  Fortwachsen 
von  Wurzel,  Stengel  und  Blättern  aber  mechanisch  gehemmt  und 
eine  Ableitung  durch  den  Gips  ausgeschlossen  ist.    Der  Consum 


1)  Berichte  d.  botan.  Gesellschaft  1890,  p.  40. 
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in  der  Athmung  des  kleinen  Keimlings  nimmt  eben  nur  sehr 
wenig  Zucker  in  Anspruch,  während  in  der  wachsenden  Reim- 
pflanze für  dauernde  Entführung  des  Zuckers  gut  gesorgt  ist. 

Aller  Voraussicht  nach  werden  für  die  Auswanderung  der 
Stärke  aus  dem  Endosperm  anderer  Pflanzen  ähnliche  Verhält- 
nisse obwalten.  Ebenso  ist  wahrscheinlich ,  dass  für  andere 
Reservestoffe  principiell  Aehnliohes  gilt ,  ohne  dass  die  Möglich- 
keit besonderer  Verhältnisse  geleugnet  werden  soll. 

Nach  bisherigen  Erfahrungen  wird  z.  B.  bei  Tetragonolobus 
purpureus  durch  die  Gipsmethode  die  Entleerung  der  Reserve- 
cellulose  erreicht.  Ebenso  gelingt  vielleicht  auf  diese  Weise  die  in 
Bezug  auf  die  Vermittlung  noch  näher  zu  studirende  Entleerung 
des  fetten  Oeles  aus  dem  Endosperm  vonPinus  pinea.  Zweifellos 
kommt  es  so  auch  zur  Entleerung  von  Eiweissstoffen  und  die 
mit  ihrer  Schnittfläche  auf  Gips  gesetzten  Samenlappen  von 
Lupinus  ergaben,  dass  Asparagin  in  das  Wasser  reichlich  über- 
trat, d.  h.  derjenige  Körper,  welcher  in  dieser  Pflanze  in  dem 
Transport  der  Eiweissstoffe  eine  hervorragende  Rolle  spielt.  Bei 
dieser  Gelegenheit  sei  daran  erinnert ,  dass  die  Anhäufung  von 
Asparagin ,  Zucker  u.  s.  w.  in  der  Keimpflanze  noch  nicht  die 
dauernde  Abführung  aus  dem  Endosperm  oder  den  Gotyledonen 
ausschliesst.  Denn  diese  Entziehung,  d.  h.  die  Bedingung  für  die 
Gontinuität,  ist  Thatsache,  sobald  die  Körper  in  irgend  einer 
Weise  in  der  Pflanze  gespeichert  werden  und  solche  Speicherung 
wird  damit  erwiesen,  dass  der  Wurzel  Asparagin,  Zucker  u.s.w. 
durch  Wasser  nicht  entzogen  werden. 

Die  schon  erwähnten  Beispiele  zeigen ,  dass  auch  die  Ent- 
leerung der  Samenlappen  in  gleicher  Weise  geregelt  sein  kann. 
Wie  weit  indess  keine  weiteren  Momente  hinzukommen,  muss 
für  die  Gotyledonen  (und  ebenso  für  die  Erklärung  anderer 
Reservestoffbehälter)  von  Fall  zu  Fall  entschieden  werden,  da 
bei  der  lebendigen  Gontinuität  der  Glieder  derselben  Pflanze 
besondere  Wechselbeziehungen  und  Reizwirkungen  mehr  oder 
weniger  mitspielen  können. 

Welche  besonderen  Verhältnisse  im  Einzelnen  durch  fernere 
Studien  aufgedeckt  werden  mögen,  soviel  ist  jedenfalls  gewiss, 
dass  das  Endosperm  auch  da  activ  den  für  die  Entleerung  ent- 
scheidenden Stoffwechsel  besorgen  kann,  wo  im  isolirten  Zustand 
(bei  Mangel  der  Ableitung)  eine  Stoffmetamorphose  nicht  deut- 
lich hervortritt.    Es  ist  deshalb  auch  nicht  zulässig,  auf  dieses 


426  Pfeffbr, 

Symptom  hin  mitVANTiEGHEM1)  zwischen  activemund  inactivem 
Endosperm  zu  unterscheiden.  Uebrigens  ist  einleuchtend ,  dass 
eine  geringe  Stärkebildung  in  einem  ölhaltigen  Endosperm 
leichter  bemerkt  wird,  als  eine  geringe  Zuckerbildung  und  dass 
ferner  in  den  etwas  wachsenden  isolirten  Endospermen  eben 
durch  dieses  Wachsen  die  Ursache  eines  gewissen  Stoffconsums 
gegeben  ist. 

Die  hier  besprochene  Entleerung  schliesst  sich  also,  wie 
schon  einleitend  bemerkt  wurde ,  ganz  dem  in  der  Stoffwande- 
rung uns  allgemein  entgegentretenden  Regulationsprincip  an, 
und  zwar  konnten  wir  als  Ursache  dieser  Regulation  in  diesem 
Falle  nachweisen,  dass  die  Ansammlung  des  einen  Reactions- 
productes  bis  zu  einem  gewissen  Grenzwerth  die  weitere  Pro- 
duction  dieses  Stoffes  und  damit  die  Fortführung  der  Umsetzung 
hemmt.  Dem  Wesen  der  Sache  nach  entspricht  dieses  dem  all- 
gemeinen Princip  der  sog.  Massenwirkung,  deren  hohe  und  immer 
noch  nicht  gebührend  gewürdigte  Bedeutung  für  den  gesammten 
Stoffumsatz  im  Organismus  ich  an  verschiedenen  Stellen  hervor- 
hob2). Bei  solcher  Gelegenheit  habe  ich  ferner  auseinander- 
gesetzt, wie  und  warum  in  den  Zellen  besondere  Bedingungen 
schon  deshalb  geboten  sind,  weil  die  diosmotische  Entfernung 
eines  Reactionsproductes  von  den  gelöst  in  der  Zelle  zurück- 
bleibenden Körpern  und  in  dieser  Weise  die  Continuität  der 
Reaction  möglich  ist. 

In  Hinsicht  auf  die  zunächst  massgebenden  Factoren  kön- 
nen wir  auch  in  unserem  Falle  vollständig  mit  der  Hemmung 
der  Reaction  durch  eines  der  Producte  und  der  Fortführung  der 
Umsetzung,  bei  diosmotischer  Entfernung  des  fraglichen  Pro- 
ductes,  als  Thatsachen  rechnen.  Dabei  ist  aber  zunächst  ganz 
unbestimmt  gelassen,  in  welcher  Weise  die  regulatorische  Hem- 
mung zu  Stande  kommt  und  in  dieser  Hinsicht  können  in  dem 
Organismus  und  ebenso  in  der  einzelnen  lebenden  Zelle  ver- 
wickelte Verhältnisse  vorliegen.  Denn  es  kommt  nun  auch  die 
Gesammtheit  der  mit  der  Stoffproduction  zusammenhängenden 
nd  ebenso  der  durch  Reizverkettungen  oder  in  anderer  Weise- 
regulatorisch  gelenkten  Thätigkeiten  des  Organismus  in  Betracht. 


4)  Pfeffer,  Physiologie  Bd.  I,  p.  341. 

2)  Osmotische  Untersuchungen  1877,  p.  163;  Physiologie  4884,  Bd.I, 
p.  34  3;  Unters,  a.  d.  bot.  Institut  in  Tübingen  4  886,  Bd.  II,  p.  293. 
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Es  genügt  hier  daran  zu  erinnern,  wie  jede  Sistirung  des  Wach- 
sens durch  Verminderung  des  Stoffconsums  wirkt,  und  wenn 
z.  B.  die  Alkoholgährung  aufhört,  nachdem  die  Flüssigkeit  einen 
gewissen  Gehalt  an  Alkohol  erreichte,  so  liegt  hier  keine  ein- 
fache chemische  Reaction,  sondern  ein  Erfolg  vor,  welcher  dar- 
aus resultirte,  dass  die  Gesammtthätigkeit  der  lebendigen  Hefe- 
zelle in  andere  Bahnen  gelenkt  wurde. 

Anderseits  vermochte  ich  in  der  diosmotischen  Entfernung 
gespeicherter  Anilinfarben  ein  Beispiel  zu  demonstriren,  in 
welchem  eine  besondere  vitale  Thätigkeit  unmittelbar  nicht  mit- 
spielt, da  dieProduction  einer  gewissen  Säuremenge  genügt,  um, 
im  Verein  mit  der  Exosmose  des  Productes,  durch  die  partielle 
Reaction  die  totale  Umsetzung  zu  erzielen.  In  einem  solchen 
Sinne  könnte  unter  Umständen  auch  Diastase  oder  ein  an- 
deres Enzym  wirksam  sein,  doch  ist  nicht  zu  vergessen,  dass 
die  Production  der  Diastase  (und  ebenso  der  Säure  im  Experi- 
mente mit  den  Anilinfarben)  regulatorisch  in  der  Zelle  gelenkt 
wird.  Ferner  besitzt  der  Protoplasmakörper  z.  B.  die  Fähigkeit 
seine  diosmotischen  Eigenschaften  zu  modificiren,  und  wenn 
etwa  mit  solcher  Veränderung  die  weitere  Entfernung  desReac- 
tionsproductes  sistirt  wird,  so  muss  deshalb  die  ganze  von  die- 
ser Entfernung  abhängige  Zersetzung  zum  Stillstand  kommen. 

Diese  und  ähnliche  Erwägungen  lassen  keinen  Zweifel,  dass 
das  regulatorisch  geleitete  Auswandern  von  Stoffen  sich  als  Er- 
folg aus  verschiedenen  Gombinationen  ergeben  kann  und  dieses 
auch  dann  noch,  wenn,  wie  in  unserem  Falle,  das  eine  Reactions- 
product,  die  Glucose,  fortwährend  zu  diosmiren  vermag. 

Insbesondere  ist  auch  die  reale  Production  von  Glucose  in 
causaler  Hinsicht  mehrdeutig  und  aus  der  nackten  Thatsache 
dieser  Production  ist  nicht  zu  entnehmen ,  ob  der  Stärkeumsatz 
mit  oder  ohne  Diastase  vermittelt  wurde.  Zwar  ist  die  Bildung 
und  Secretion  von  Diastase  Thatsache ,  doch  folgt  daraus  nicht, 
dass  diese  auch  innerhalb  des  Protoplasmaorgans  dienstbar  ist. 
Ja  es  wäre  biologisch  sehr  wohl  verständlich,  wenn  Diastase 
(oder  andere  Enzyme)  in  der  Pflanze  speciell  da  nutzbar  gemacht 
würde,  wo  es  sich  um  Actionen  ausserhalb  des  Protoplasma- 
körpers dreht.  Denn  es  kann  doch  nicht  Wunder  nehmen,  wenn 
der  Protoplasmakörper  in  seinem  eignen  Innern  sich  des  Hilfsmit- 
tels und  Umwegs  der  Diastase  nicht  bedient,  die  doch  ebenfalls  in 
noch  unerkannten  internen  Umlagerungen  erzeugt  werden  muss. 
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Anderseits  ist  das  Verhalten  der  Endosperme  mit  diastati- 
schem Umsatz  der  Stärke  vereinbar.  Denn  einmal  wird  die 
Diastase  nachweislich  in  concreten  Fällen  regulatorisch  von  dem 
Organismus  producirt  und  zudem  hemmen  die  Reactionspro- 
ducte  den  ferneren  Umsatz  durch  Enzyme1).  Ein  näheres  Stu- 
dium dieser  Hemmung  unter  den  in  der  Zelle  gebotenen  Bedin- 
gungen dürfte  in  der  That,  unter  Erwägung  aller  obwaltenden 
Verhältnisse ,  eine  definitive  Beantwortung  der  Frage  gestatten, 
ob  in  diesem  speciellen  Falle  die  Umwandlung  der  Stärke  mit 
oder  ohne  Diastase  ausgeführt  wird.  In  jedem  Falle  ist  aber  die 
diastatische  Wirkung  keine  umkehrbare  Reaction,  d.h.dieAnhäu- 
fung  von  Glucose  führt  nicht  durch  Rückbildung  von  Stärke  zu 
einem  Gleichgewichtszustand.  Wo  also  durch  die  Zugabe  von  Glu- 
cose nicht  nur  die  fernere  Production  von  Glucose  unterdrückt,  son- 
dern auch  Veranlassung  zur  Regeneration  von  Stärke  gegeben  ist, 
wird  diese  in  einem  besonderen  Process  gebildet  undderGleich- 
gewichtszustand  ist  das  Resultat  zweier  sich  gleichzeitig  abspie- 
lender, aber  specifisch  verschiedener  Reactionen.  Dagegen 
ergiebt  sich  z.  B.  als  einfache  Folge  der  Umkehrung,  dass  mit 
Neuzufuhr  von  Methylenblau  die  Menge  des  in  einer  Zelle  ge- 
speicherten gerbsauren  Methylenblaus  zunimmt,  wenn  gleichzeitig 
durch  das  Vorhandensein  von  Säure  die  Bedingungen  dafür 
gegeben  sind,  dass  die  ganze  Farbstoffmenge  exosmiren  würde, 
wenn  das  umgebende  Wasser  frei  von  Methylenblau  wäre2). 


4)  Vgl.  Tamiian,  Zeitschrift  f.  physikalische  Chemie  4  889,  Bd.  III,  p.  33. 
2)  Pfeffer,  Unters,  a.  d.  botan.  Institut  in  Tübingen  4  886,  Bd.  II, 
p.  286. 
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SITZUNG  VOM  3.  JULI  1893. 

C.  Naumann,  Zur  Theorie  des  Magnetismus.  Vorläufige  Mit- 
theilung. 

Sind  beliebig  viele  magnetische  Körper  9)?,  ÜJ?4 ,  90?, ,  .  . . 
gegeben,  so  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen,  die  ponderomo- 
torischen  Kräfte  magnetischen  Ursprungs  zu  berechnen,  welche 
alle  diese  Körper  zusammengenommen  auf  einen  derselben  z.  B. 
auf  90?  ausüben. 

Auf  Grund  gewisser  Vorstellungen,  die  im  Wesentlichen 
mit  den  PoissoN'schen  übereinstimmen,  ist  es  mir  gelungen,  diese 
Aufgabe  zu  lösen.  Und  zwar  habe  ich  gefunden,  dass  die  in 
Rede  stehenden  Kräfte  erstens  in  solche  zerfallen,  die  auf  alle 
Volumelemente  dz  des  Körpers  90?  einwirken,  und  zweitens  in 
solche,  die  speciell  auf  seine  Oberflächenelemente  da  ausgeübt 
werden. 

Bezeichnet  man  diese  Kräfte  respective  mit 

Adx ,    Bdr}    Cdr    und     Ada,    Bdo ,    Cda, 

so  haben  z.  B.  Adx  und  Ada  nach  meiner  Rechnung  folgende 
Werthe: 

(2)  vlda=  —  %7c[acos(n}x)+ficos(nfy)-{-yco&(n,z)Tcos(n,x)da. 

Dabei  bezeichnen  a}  ß,  y  die  auf  die  Volumeinheit  bezogenen 
magnetischen  Momente  respective  an  den  Stellen  dx  und  da. 
Ferner  bezeichnet  in  (1)  (x,  y,  z)  irgend  einen  Punkt  des 
Elementes  dx ,  und  &  =  &(xyy,  z)  das  magnetische  Gesammt- 
potential,  d.  h.  das  von  allen  Körpern  9W ,  3W4 ,  90?, , . . .  zusammen- 
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genommen  auf  den  Punkt  [x ,  y ,  z)  ausgeübte  magnetische  Po- 
tential. Endlich  bezeichnet  in  (2)  der  Buchstabe  n  die  auf  d  a 
errichtete  innere  Normale. 

Wir  wollen  jetzt  insbesondere  voraussetzen,  der  Körper  Sät 
sei  weiches  Eisen,  und  denjenigen  Zustand  in  Betracht  ziehen, 
den  dieses  Eisen  unter  der  Einwirkung  der  übrigen  magnetischen 
Körper  3W4 ,  ÜWf ,  . . .  annimmt.  Alsdann  gelten  für  a,  ß,  y  die 
Poisson' sehen  Formeln : 

3  a  =  —  fc  t—  ,     £  =  —  fr  —  ,     y  =  —  k—  , 

v  '  ox      r  oy       '  ÖÄ 

wo  &  den  Inductionscoefficienten  bezeichnet. 

In  diesem  Fall  nehmen  daher  die  Formeln  (4),  (2)  folgende 
Gestalt  an: 

(II)  i4dflr==  —  S/rfcH-r--)  •  cos(n,  x)  da  . 

Die  Resultate  (4),  (2)  haben  sich  mir  durch  directe  Rech- 
nung ergeben ;  wie  z.  B.  schon  daraus  deutlich  hervorgeht,  dass 
das  Inductionsgesetz  erst  später ,  in  (3)  eingeführt  wird.  Auf 
einem  weiten  Umwege,  nämlich  unter  Anwendung  jenes  In- 
duetionsgesetzes  und  gleichzeitiger  Anwendung  des  Princips  der 
Energie,  sind  nun  die  in  Rede  stehenden  ponderomotorischen 
Kräfte  bekanntlich  schon  früher,  namentlich  von  Thomson,  Max- 
well, Kortewbg,  Hblmholtz,  Kirchhoff  und  Lorberg  zu  bestimmen 
versucht  worden. 

Die  KiRCHHOFF'schen  Formeln  sind  mit  drei  Coefficienten 
k,  £',  k"  behaftet.  Sie  lauten  (Kirchhofes  Ges.  Abhandlungen, 
4894,  Seite  403  und  404)  folgendermassen: 

<■•>  'M4+£)&Q'+f#+(S)*h 

—  l7tk*y— J  cos(n,ac) 


da. 
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Mit  ihnen  übereinstimmend  sind  die  LoRBERG'schen  Resultate 
(Vgl.  Kirchhofes  Ges.  Abh.,  1894,  Seite  92,  Note). 

Aus  diesen  KiRCHHOFF-LoRBERG'schen  Formeln  ergeben  sich 
die  HELMHOLTz'schen,  wenn  man  k"=  0  macht,  (1.  c.  Seite  4  44). 
Und  setzt  man  überdies  noch  ä'  =  k ,  so  verwandeln  sich  diese 
KiRCHHOFF-LoRBERG'schen  Formeln  (Ifc),  (II  k)  geradezu  in  die  von 
mir  gefundenen  Formeln  (I.),  (II.) 

Eine  solche  Annahme  aber,  dass  A"  =  0  und  k!  =  k  sei, 
dürfte  nichts  gegen  sich  haben.  Denn  über  die  Werthe  von  kf 
und  k"  hat  man ,  wie  Kirchhoff  mit  Bezug  auf  Eisen  bemerkt 
(1.  c.  pag.  429),  bis  jetzt  noch  gar  keine  Erfahrung. 

Widerspruch  allerdings  würde  dabei  eintreten  gegenüber 
der  Thomson-Maxwbll 'sehen  Theorie.  Denn  nach  dieser  müsste 
k"  =  0  und  k'  ebenfalls  =  0  sein.  (Vgl.  Kirchhoff's  Ges.  Abh. 
4894,  Seite  4  4  4.) 

Leipzig,  3.  Juli  4893. 
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W.  Scheibner ,  Ueber  eine  Methode  von  C.  G.  J.  Jacobi  zur 
Bestimmung  des  Restes  unendlicher  Reihen. 

Im  Winterhalbjahre  4845 — 46  setzte  Jacobi  in  seinen  an  der 
Berliner  Universität  über  Abschnitte  aus  der  Differential-  und 
Integralrechnung  gehaltenen  Vorlesungen  eine  neue  Methode  für 
die  Restbestimmung  unendlicher  Reihen  auseinander,  über 
welche,  soviel  mir  bekannt,  späterhin  Nichts  veröffentlicht  wor- 
den ist.  Jacobi  selbst  legte  einen  gewissen  Werth  auf  die  be- 
treffenden, an  sich  elementaren  Betrachtungen,  da  er  mich  wenige 
Wochen  vor  seinem  im  Februar  4854  erfolgten  Hinscheiden  um 
einen  Auszug  aus  meinem  früher  geführten  Hefte  ersuchte.  Ein 
solches  Resume  habe  ich  einige  Jahre  darauf  an  die  Redaction 
des  Crelle'schen  Journals  gesandt,  jedoch  später  erfahren,  dass 
das  Manuscript  nicht  in  Borchardt's  Hände  gelangt  sei.  Da  der 
Gegenstand  auch  jetzt  noch  nicht  ohne  Interesse  sein  dürfte,  so 
erlaube  ich  mir  den  nachstehenden  Auszug  mitzutheilen,  indem 
ich  zur  Erklärung  des  elementaren  Charakters  bemerke,  dass 
ich  dabei  auf  eine  möglichst  getreue  Reproduction  bedacht  ge- 
wesen bin. 

1. 

»Wenn  y  =  sin  .r ,  so  hat  man 

Jm=f^xdx=f^d\^ 
«'o  «'o  Vi  —  y 

Die  bekannte  und  leicht  beweisbare  Reductionsformel,  welche 
für  i7i  +  I  >  0  gilt : 
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4                       •   m+i         i    m  +  $ 
— - r  cos  x  sinw+l  x  H —-7 

m+  4  ro  +  4 


Jm  =  rr-rr  «»  x  sinW+l  x  +  ^-rr  /m+* 


führt  bei  wiederholter  Anwendung  sogleich  auf  den  Ausdruck 
_  y«"-i ?/        ™  +  *    i   ,   m  +  2-m  +  4    4 

m+2-w+2n  — 2   w-4\  ,      w  +  S-m+4  ••iw  +  8n 


oder 

m  +  2"/n  +  2n  —  2   4n_,\^ 
+  w  +  3..i/<  +  2»  —  4  /y       / 

_      m  +  2-m  +  4--w  +  2n        s>yym+*ndy 
m  -f-  1  •  m  +  3  •  •  m  +  2  n  —  1  ,/     |/-|  ^* 

Es  ist  also  der  Rest  der  auf  n  Glieder  ausgedehnten  Reihen- 
entwickelung der  Function  Jm  ausgedrückt  durch  ein  einfaches 
unbestimmtes  Integral,  wahrend  in  den  allgemeinen  Formeln, 
welche  man  für  den  Rest  solcher  Entwickelungen  hat,  bestimmte 
Integrale  erscheinen,  die  von  den  nton  Differentialquotienten  der 
zu  entwickelnden  Functionen  abhängen. 

Für  m  =  0  folgt  die  Bestimmung  des  Restes  der  Entwicke- 

lung  von  / •'       —  arc  sin  y,  wenn  man  diese  Entwickelung 

so  vornimmt,  dass  dabei  V\  —  y  als  Factor  der  Reihe  stehen  bleibt. 
Setzt  man  dagegen  m  =  4  und  dividirt  durch  Y\  —  t/*,  so  wird 

^Vr37-<4  +  ^+2TTy+"+     8-4-.«»      V   ) 
_3-5--8w  +  <  4  fVy%™dy 

—   2 . 4 . .  in    Vh  —  y*  •/<>  vn=7* ' 

also  ein  Restausdruck  für  die  Entwickelung  von  (4  —  y*)—  *  er- 
balten. 
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Um  jetzt  allgemein  den  Rest  der  binomischen  Reihe 
«-(!_«)- _{«  +  «« +  1-^  +  1^+.. 

m-m  +  K  ■■m  +  n-\      » 

^  \  •  2  •  •  n  / 

zu  untersuchen,  setzen  wir 

m  •  m  +  \  •  ■  m  +  n  —  4     ni 

"■  1  •  2  •  •  n  */  * 

Die  Differentiation  ergibt 

g-.(.-^.[{,  +  -,+.;+-7+;-'^ 

-(,-„{.  +=+!.+  ..  +  ■  +  ;  ;;;+•-«  ,~fl 

=  "(*-*r  l{ TTTT^ +       i..n-*       )* 

oder 

m  •  m  -4-  1  •  •  m  -4-  n  /*  ^ 
„  =  /   '      ""^     / *w(*  - a;)«-«  dx  , 

weil  u  für  sc  =  0  verschwindet.  Damit  folgt  endlich  der  ge- 
suchte Rest 

R  =  »•»  +  <••«  +  »  (4  _  x)-m   fXxn{{  _  x)m-t  dx  . 

Dieser  Ausdruck  hat  den  Vortheil,  dass  für  wachsende  Werthe 
von  n  sein  Werth  wegen  des  kleinen  Factors  xn  unter  dem  Inte- 
gralzeichen leicht  zu  schätzen  ist. 

2. 

Die  bisherigen  Ausdrücke  würde  man  aus  den  bekannten 
Restformeln,  welche  durch  Anwendung  der  von  d'Alembbrt  und 
Lagrange  für  die  Entwickelung  beliebiger  Functionen  gegebenen 
allgemeinen  Methoden  folgen,  mit  Hülfe  einiger  Transformationen 
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auch  ableiten  können.  Schwieriger  möchte  dies  der  Fall  sein, 
wenn  statt  des  Restes  einer  binomischen  Entwicklung  der 
Rest  der  Potenz  eines  beliebigen  Polynoms,  z.  B.  des  Trinoms 
y  =  a  +  bx  +  ex*  gefunden  werden  soll.  Unsere  Methode  führt 
auch  hier  auf  einen  einfachen  Integralausdruck. 
Sei 

ym  =  A0  +  Aix  +  Atx*+-.- 

die  m*6  Potenz  eines  beliebigen  Polynoms 

y  —  %  +  aix  +  a%x*  H h  «n^n  H > 

so  findet  zwischen  den  Goefficienten  An  eine  recurrirende  Relation 
statt,  welche  zuerst  wohl  von  Euler  aufgestellt  worden  ist.  Diffe- 
rentiirt  man  nämlich  das  Product  der  beiden  angeführten  Reihen, 
so  erhält  man  dasselbe,  als  wenn  man  ym  mit  dem  m  + 1  -fachen 
Differentialquotienten  von  y  multiplicirt.   Es  wird  damit 

hc  {K  +  aiX  +  a*X%   '  ')Mo  +  AKX  +  AtX%  '  ')} 

=  (m  +  t)(ai+%a%x+'.)[A0  +  Alx  +  Aix*-.) 

und  wenn  man  die  Goefficienten  von  xn"K  auf  beiden  Seiten 
gleichsetzt : 

»(«•  An  +  «i  An-i  '  '  +  anAo) 

=  (ro  +  4  )(a, An_{  +  2a%An_t H h nanA,)  . 

Setzt  man 

Sn  =  A0  +  Aix+.-  +  An_ixn-i  , 

also 

R  =  ym-S  =  Anxn  +  An+ixn+{... 


und  schreibt 


so  folgt 


u  =  \  —  Sy~m  , 


Der  Ausdruck  in  der  Parenthese  ist  natürlich  Function  von  w, 

und  es  wird  z.  B.  die  Differenz  mAnxn  ^  —  nAnxn"Ky  hinzu- 

kommen,  wenn  man  n  +  1  statt  n  schreibt.  In  keinem  Falle 
können  durch  eine  Vergrösserung  von  n  Glieder  hinzutreten, 
welche  in  eine  niedrigere  Potenz  von  x  als  xn~K  multiplicirt 
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sind.  Lässt  man  n  aber  unbestimmt  wachsen,  so  müssen  sich 
zuletzt  alle  Glieder  identisch  aufheben,  weil  in  diesem  Falle 
S  =  ym  und  u  =  0  wird. 

Daraus  schliessen  wir,  dass  in  der  Differenz 

~    dy  _     dS^ 
m  ndx~y~dx 

von  vornherein  keine  Glieder  unter  xn"i  vorkommen  können, 
da  es  nicht  möglich  ist,  dass  sich  Glieder  von  niedrigerer  Dimen- 
sion mit  höheren  compensiren,  wenn  S  ins  Unendliche  fortgesetzt 
wird.  Nehmen  wir  aber  der  Kürze  halber  y  als  Trinom  vom 
2.  Grade  in  Bezug  auf  .t,  so  kann  derselbe  Ausdruck  auch  nicht 
über  die  nte  Dimension  steigen  und  muss  folglich  die  Form  haben 

Die  Goefficienten  <xn  und  ßn  müssen  durch  die  in  S  mit  x*~l  und 
xn"{  multiplicirten  Glieder  entstanden  sein,  so  wie  ihre  entgegen- 
gesetzten Werthe  erzeugt  werden ,  wenn  man  zu  S  die  Glieder 
Anxn  +  An^  xn+l  hinzufügt. 

Diese  Betrachtung  zeigt,  dass,  um  die  Werthe  von  an  und  ßn 
zu  bestimmen,  nur  der  Ausdruck 

-  ((«  ~  2)  An_t x»-3  +  (n-i)  An_A xn-*) y 
oder  der  andere 

(nAnxn-<+  (n  +  <)A+1  x»)y  -  m{Anx»  +  ,ln+1  xn+t)  g 
zu  untersuchen  ist.   Die  Substitution  von 

y  =  a  +  aKx  +  a%x%    und  folglich     — -  =  a4  +  %a%x 
ergibt  sofort 

an=2maiAn_t+  mciiA^—  a%[n  —  *)An_%  —  a^n  —  ^)An_i 
=  (2m  —  n+%)a%An_t  +  (m  —  n  +  \)a{  An_{  =  naAn, 

ßn=^^atAn_l^{ii^^)aiAn_i=naiAn+(ii+^aAn^i^ma{An 

=  (*»»  —  w  +  1K/V-«=  —  i™  —  *K4i  +  (n  +  *)aAn+A . 

Die  Identität  dieser  doppelten  Werthe  ergibt  sich  leicht  durch 
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'   Benutzung  der  früher  abgeleiteten  recurrenten  Formel.    Wir 
haben  folglich 

und  wenn  wir  integriren  und  durch  ym  multipliciren : 
Ä  =  ym  —  S  =  uym  = 

=(a+atx+amx  )m  I     2 — . LJ *'*    n  ' — dx. 

Ein  nicht  minder  einfaches  Resultat  liefert  die  Anwendung 
derselben  Methode  auf  die  Exponentialreihe.   Sei 

S  =  \  +  x  +  ^x%-\ h  t rn-  xn~l 

und  der  Rest  der  Entwickelung  von  e^  zu  finden,  so  ist 

R  =  ex  —  S  . 

Setzt  man  S  ins  Unendliche  fort,  so  hat  man  -r-  ==  S ,  geht  man 
bis  zum  n*611  Gliede,  so  wird 

s  _  —  —    X"~K 

dx~  (n  —  1)1  ' 
Betrachten  wir  jetzt  den  Ausdruck 

so  ergibt  die  Differentiation 

—  =  e"x  IS  —  —  I  =  e~Xj'n~K 
dx  '  dx*       (n — \)\ 

und 

X 


1        r 

u  =  , r-r   I  eTxxn~K  dx  y 

In  —  11  ./« 


weil  w  mit  as  verschwindet,  folglich 


,x  -* 


R  =  .    6    1XI    (e~x xn'A  dx  . 

In  —  1  !  ./a 
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Man  kann  aus  dieser  Formel  die  Reste  der  Sinus*  und 

Cosinusreihen  ableiten,  wenn  man  /  V —  h  statt  x  schreibt,  und 
erhält  mit  leichter  Mühe,  wegen 

dt  v         dtl      '  (ii-4)!  ' 

R  =  ,-  '"  a x ,    [di-*V x*-*  dx . 

In  —  1)1  «/« 


o 


Durch  Zerfällung  dieser  Gleichung  in  den  reellen  und  imaginären 
Theil  gehen  die  gesuchten  Ausdrücke  hervor,  wenn  man  die 
Fälle  unterscheidet,  in  denen  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade 
Zahl  bedeutet. 

3. 

Im  Vorhergehenden  sind  wir,  von  der  Restformel  für  (1  — y*)  & 
ausgehend ,  durch  Anwendung  unserer  Methode  dahingelangt, 
den  Rest  einer  beliebigen  polynomischen  Entwickelung  ym  dar- 
zustellen.   Wir  können  analog  die  Restformel  für  das  Integral 

/*        d  v 

/      .  :  =  arc  sin  y,  bei  dessen  Entwickelung  Vi  —  y%  als 

'7o  M  —  y 
Factor  heraustrat,  dahin  verallgemeinern,  dass  wir  den  Rest  von 

/'* 

/  ym  dx  suchen ,  wo  y  ein  beliebiges  Polynom  bedeutet  und  die 

17  o 

Entwickelung  des  Integrals  mit  dem  Factor  t/m+4  versehen  wird. 
Man  erhält  diese  Entwickelung  ohne  Schwierigkeit,  wenn  man 
setzt 


^dx  — 


ym+iw 


woraus  durch  Differentiation  für  w  die  linearische  Differential- 
gleichung  hervorgeht 

Betrachten  wir  der  Ktlrze  halber  ein  Trinom 

y=  fi^  +  ^x  +  a^x* 
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und  setzen 

w  =  AKx-\-  A^x*  +  Azx3  •  •  •  , 

wo  kein  constantes  Glied  A0  vorkommt,  weil  für  x  =  0  das 
Integral  verschwindet,  so  folgt 

*  =  K  +  «**  +  aÄaj,)(il1  +  %A%x  +  3,1,**  •  ) 
.  +  (m  +  \ )  (a,  +  2  at  x)  (A 4  x  +  A%  x*  +  A  8  x3 .  • )  , 

folglich 

4  =a0^  ,     0  =  2a0^  +  (m  +  2)a1yi1  , 

0  =  3a0i4,  +  (m  +  3)a4i4i  +  (2m  +  3)a,^  , 
allgemein 

0  =  na0An  -{-{m  +  n)  a4  ^n_4  +  (2m  +  n)  at i4n_t  , 

so  dass  sich  jeder  Coefficient  An  aus  den  beiden  vorhergehenden 
finden  lässt.   Setzen  wir  jetzt 

S  =  Aix  +  Atx*-\ Mn-i^"1  > 

R=  fymdx^ym^iS1 

so  ist 

dR        mit  dS      t      ,    *\  o  dy\ 

Hier  kann  man  wieder  a  priori  schliessen,  dass  der  Aus- 
druck in  der  Parenthese  von  der  Form  anafl"i  +  ßnxn  sein 
muss,  weil  für  w  =  S  sich  alle  Glieder  aufheben,  die  Glieder 
aber,  die  durch  das  Hinzukommen  der  Differenz 

w  —  S  =  Anxn  +  •  . 

in  der  Parenthese  erzeugt  werden ,  auf  das  Verschwinden  nur 
der  in  xn~A  und  xn  multiplicirten  Terme  influiren  können.  Des- 
halb müssen  alle  niedrigeren  Potenzen  von  selbst  wegfallen, 
während  andrerseits  höhere  Potenzen  als  xn  wegen  des  Grades 
von  «S  nicht  vorkommen.   Folglich 


R  =Jym^nXn^  +  ßnXn)  dx  f 


0 

wo  ctn  und  ßn  aus  der  Entwicklung  folgen  entweder  von 
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-(at  +  atx  +  at  *»)  ((n  -  2)  An.t  x*~*  +  (n  -  4 )  An_t  x»~  ») 

-  (m  +  4) K  +  iatx) (V.*"~*  +  An-i**-') 
oder  von 

+  (at  +  atx  +  atx*)  (nAH  sc»-  +  („  +  4 )  ^  ac») 
+  (m  +  4) (af  +  2 o,*) (il".a*  +  An+i  x-"+«)  .     . 
Hiermit  wird 

an  =  —  (ot  +  n)  a4  /<„_,  —  (2m  +  n) o,i4n_,  =  na,  An  , 
^=-(2m  +  n  +  4)«14_,  =  (n  +  4)a0.4fl+,+(m+ii  +  4)a1.ln 
und  endlich 

ein  Ausdruck,  der  die  nämlichen  Vortheile  bietet,  wie  der  oben 
für  den  Best  von  ym  abgeleitete,  da  sich  dessen  Form  für  ein 
wachsendes  n  nicht  complicirt. 

X 

Man  kann  auch  /  ymxldx=ym+i  w  setzen,  wo 

und  als  Beispiele  die  Beste  der  elliptischen  Integrale 
fx  dx  ,  rx  x*dx 

für  m  »=  —  | ,  /  =  2 ,  y  =  4  —  (1  +  x*)  x*  +  x'a;4  untersuchen. 
Die  gefundenen  Formeln  sind  deshalb  merkwürdig,  weil  sie 
nicht  allein  von  den  allgemeinen  Bestausdrücken  verschieden 
sind,  sondern  auch  nicht  aus  jenen  abzuleiten.  Es  scheint  also, 
als  ob  diese  elementare  Betrachtungsweise  etwas  wesentlich 
Neues  gibt  und  zugleich  Wichtiges,  da  sie  lauter  Fundamental- 
probleme löst.  Aber  sie  lässt  sich  auch  anwenden  auf  Entwicke- 
lungen ,  für  die  es  bis  jetzt  noch  gar  keine  Restformeln  gibt, 
nilmlich  auf  die  nach  den  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  eines 
Winkels  fortschreitenden  Entwickelungen. 
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4. 

Wenn  eine  beliebige  Potenz  eines  Polynoms 

y  =  a0+  2a,  cos  (p  +  2at  cos  2  <p  -f-  •  •  +  264  sin<p  +  26t  sin  2  q>  •• 

in  eine  Reihe  von  derselben  Form  entwickelt  wird,  so  löst  unsere 
Methode  die  Aufgabe,  den  Rest  einer  solchen  Entwickelung  zu 
finden. 

Um  für  diesen  Fall  ein  einfaches  Beispiel  zu  geben,  wollen 
wir 

y  =  \  —  %a  cos  cp  +  aa 

setzen  und  den  Rest  der  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  cp 
vorgenommenen  Entwickelung  von  (1  —  2a  cos  cp  +  aa)m~K  aus- 
drücken.   Sei 

ym-i  —  4o  +  2j44  cos  cp  +  %A%  cos2qp  •  •  •  , 

so  findet  zwischen  den  Goefficienten  An  eine  bekannte  recurrente 
Relation  statt,  welche  sich  durch  Entwickelung  der  identischen 
Gleichung 

ableiten  lässt.    In  der  Gleichung 

—  {(I  +  a*  —  2a  co8cp){A^  +  %Ai  cosy  +  1A%  cos 2 9)  •  .  •)} 

=  2ma  sm(p(A0  +  tA{  coscp  +  2At  cos2<p  -  •  •) 

schreiten  beide  Seiten  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  cp  fort. 
Durch  Gleichsetzung  der  Goefficienten  von  sinne/)  folgt  sogleich 

0  =  n[\  +  a%)  An  —  (n  —  m)  aAn_{  —  (n  +  m)  aAn^  . 

Sei  jetzt 

S  =  yl0  +  %Ak  cos  <jp  +  •  •  •  +  2;in_,  cos(n  —  4)  9)  , 

so  ist 

und  es  lässt  sich  wiederum  erkennen,  dass  der  Ausdruck  in  der 
Parenthese  nur  Glieder  enthalten  kann,  welche  in  sin(w  —  \)<p 
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und  sinn cp  multiplicirt  sind.  Denn  einerseits  erhellt  aus  der 
Beschaffenheit  von  S  und  y,  dass  höhere  Glieder  oder  Vielfache 
von  cp  unter  den  Sinuszeichen  nicht  vorkommen ,  andererseits 
müssen  auch  die  früheren  verschwinden ,  wenn  man  die  Reihe 
für  S  weiter  fortsetzt.  Durch  das  Hinzutreten  der  Glieder 
24n  cos  ncp  +  2  4n+1  cos  (n  +  1)  cp  •  •  aber  werden  keine  Terme 
erzeugt,  welche  unter  sin  (n  —  \)cp  liegen,  es  muss  folglich  eine 
Gleichung  von  der  Form  existiren : 

2(m  —  4)asinr/)S  — y  —  =  2(awsin(n  —  i)cp  + ßnsinncp), 

wo  cxn  und  ßn  aus  der  Bildung  der  Aggregate 

2(m  —  \)  a  sin  cp  (An_%  cos  (n  —  2)  cp  +  An_{  cos(n  —  4)  cp) 
+(1  + a1—  Sacos  cp)  ((n— 2)  An^t  sin(n— 2)  qp-|-(n — 1 )  i4n_fsin(n—  I )  cp) 

oder 

—  2  (m  —  1 )  a  sin  cp  (An  cos  n  cp  +  An+i  cos  (n  +  4 )  r/>) 

—  (4  +  a*  —  2acos^))(nyinsinnr/)  +  [n  +  4 )  yln+1  sin  (n  +  4)<jp) 

erhalten  werden.   Damit  folgen  die  Werthe 

an=(m  —  w+1)ai4n_t+(n  —  4)(4  +  a*),4n_l=(m+n  —  4)a/in, 
ßn=im—  n)aAn^i  =  (m+n)aAn+i— n(4  +  al)^w  , 

welche  mittelst  der  früher  entwickelten  Goefficientengleichung 
auf  einander  reductibel  sind.    Hieraus  erhält  man  weiter 

U  =  2  / gnsin(n  —  l)q>  +  ßn*to*V  d 

und  den  vollständigen  Rest 

Ä  =  2a(1  —  2  a  cos  y  +  aa)m~K  x 
ri(m+n — i)Ansln(n  —  4)<jp+(m —  n)An_{sinncp 


/ 


(\—iacoscp-haa)m  dfp' 


Mit  einer  Schwierigkeit  eigentümlicher  Art  ist  hier  die 
Bestimmung  der  diesem  Integrale  hinzuzufügenden  willkür- 
lichen Constante,  mit  anderen  Worten  die  Bestimmung  der  un- 
teren Grenze  der  Integration  verbunden.  Der  Werth  von  </>,  für 
welchen  der  Rest  verschwindet,  lässt  sich  nicht  näher  definiren 
als  durch  die  Bedingung,  dass  in  der  nach  den  Cosinus  der  Viel- 
fachen von  cp  vorgenommenen  Entwicklung  von  R  keine  nicht 
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periodischen  Glieder  vorkommen  dürfen.  Wenn  man  sich  einer 
in  der  Astronomie  bei  der  Bestimmung  der  elliptischen  Elemente 
der  Himmelskörper  gebräuchlichen  Terminologie  bedienen  wollte, 
so  konnte  man  etwa  sagen ,  das  Integral  sei  so  zu  nehmen ,  dass 
der  mittlere  Werth  des  Bestes  R  verschwinde.  Die  Schwierigkeit 
hört  augenblicklich  auf,  sobald  man  die  Differenz  zweier  Aus- 

drücke  u  =  -^^  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  q>  haben 

will,  denn  in  diesem  Falle  gebt  die  willkürliche  Constante  von 
selbst  heraus.« 


P.  Stäckel  in  Halle  a/S.,  Bemerkungen  zur  Geschichte  der 
geodätischen  Li?iien. 

I.  Die  allgemeine  Theorie  der  geodätischen  Linien  bis  Gauss. 

Am  Ende  des  17.  Jahrhunderts  erregten  das  Interesse  der 
Mathematiker  vorzugsweise  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  Maxima 
und  Minima,  welche  Gelegenheit  gaben  den  neuen  Infinitesimal- 
ealcttl  anzuwenden  und  seine  Kraft  zu  erproben.  Unter  diesen 
Aufgaben  verdient  vor  allen  das  Problem  der  Brachistochrone 
genannt  zu  werden,  das  zur  Ausbildung  eines  besonderen 
Zweiges  der  Analysis,  der  Variationsrechnung,  geftthrt  hat. 

Nach  damaliger  Gelehrtensitte  legte  Johann  Bbrnoulli  im 
Juni  1 696  den  Geometern  die  Frage  nach  der  Curve  des  schnell- 
sten Falles  vor ,  zu  deren  Beantwortung  er  eine  Frist  von  sechs 
Monaten  gewahrte1).  Als  ihm  während  dieser  Zeit  nur  Leibniz 
die  Lösung  brieflich  mitgetheilt  hatte  2) ,  wiederholte  er  seine 
Aufforderung  in  einem  Programme,  welches  an  die  »scharfsin- 
nigsten Mathematiker  des  ganzen  Erdkreises«  gerichtet  war3), 
und  nun  gaben  nach  kurzer  Zeit  Newton4),  L'Hospital5)  und 
•Johann's  älterer  Bruder  Jacob0)  die  richtige  Lösung,  nämlich  die 
Gycloide.  Jacob  Bbrnoulli  geht  dabei  über  die  Aufgabe  seines 
Bruders  hinaus.  Er  erkennt,  dass  es  sich  dort  nur  um  einen 
besonderen  Fall  einer  grossen  Glasse  von  Problemen  handelt, 
wo  nicht  nach  dem  Maximum  oder  Minimum  in  einer  gegebenen 
Curve  gefragt  wird,  sondern  wo  aus  unendlich  vielen  unbe- 
kannten Gurven  diejenige  herausgesucht  werden  soll ,  der  eine 
gewisse  Eigenschaft  im  höchsten  oder  geringsten  Grade  zukommt, 


Bemerkungen  zur  Geschichte  dbe  geodätischen  Linien.     445 

und  als  eine  schwierige  Aufgabe  dieser  Art  nennt  er  das  iso- 
perimetrische Problem,  zu  dessen  Lösung  er  seinen  Bruder  her- 
ausfordert. 

Es  ist  bekannt,  dass  sich  nun  zwischen  beiden  Brüdern  ein 
erbitterter  Streit  entspann,  und  dass  es  Johann  trotz  vieler  Be- 
mühungen nicht  gelang  jene  Aufgabe  in  befriedigender  Weise 
zu  losen.  Aber  während  Jacob  hier  Sieger  blieb  war  er 
wiederum  nicht  glücklich  bei  der  Behandlung  eines  Problems, 
welches  ihm  nunmehr  sein  Bruder  erst  für  einen  speciellen  Fall, 
dann  ganz  allgemein  stellte. 

Im  August  1697  lud  Johann  Bernoulli  die  Geometer,  »welche 
glaubten  Methoden  für  alle  Fragen  dieser  Art  zu  besitzen  er,  zur 
Lösung  einer  Aufgabe  ein,  welche  den  Beginn  der  Geschichte 
der  kürzesten  Linien  bildet7).    Diese  Aufgabe  lautete:   . 

» Deux  points  etant  donnes  sur  une  superficie  convexe,  on 
demande  une  maniere  d'y  decrire  geometriquement  dun  de  ces 
points  h  l'autre,  la  ligne  la  plus  courte;  suppose  que  cette  sur- 
face  soit  gäometrique,  telles  que  celles  de  la  Sphere,  du  Cone,  du 
Cylindre,  dans  lesquelles  le  Probleme  est  fort  facile,  de  quelque 
mantere  que  ies  points  soient  situes;  mais  dans  les  ConoYdes  et 
dans  les  Spherotdes,  il  devient  tres  difficile.  C'est  pourquoi  on 
propose  pour  exemple  la  superficie  duGonoYde  parabolique,  dans 
laquelle  il  faille  tirer  la  ligne  la  plus  courte,  qui  Joint  deux  points 
situes,  non  pas  dans  le  m6me  Meridien,  [ce  qui  serait  encore 
facile,  puisque  la  ligne  recherchee  serait  la  portion  du  meme  Me- 
ridien comprise  entre  ces  deux  points;]  mais  situes  dans  des 
Meridiens  differens  :  J'appelle  ici  Meridien  toute  parabole  tiree 
du  sommet  du  GonoYde  jusqu'ä  sa  base.« 

Zur  Erläuterung  sei  bemerkt,  dass  nach  damaligem  Sprach- 
gebrauche unter  Sphäroid  eine  geschlossene  Rotationsfläche, 
unter  Gonoid  eine  nicht  geschlossene  Fläche  derselben  Art  zu 
verstehen  ist8). 

Johann  Bernoulli  ,  welcher  bekanntlich  mit  Lribniz  in  leb- 
haftem, lange  fortgesetztem  Briefwechsel  stand,  übersandte  die- 
sem mit  einem  Briefe  vom  4.  December  1697{))  die  Aufgabe  der 
kürzesten  Linie  und  forderte  ihn  zur  Lösung  derselben  auf.  Er 
fügte  hinzu:  »L'Hospital  hat  daran  verzweifelt.  Ich  aber  habe 
sie  auf  eine  Differentialgleichung  zurückgeführt.«  Lbibniz  ant- 
wortete am  47.  December10),  dass  er  sich  mit  diesem  Problem 
schon   früher  einmal  beschäftigt   und  bei  Gelegenheit  seiner 
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Untersuchungen  über  die  Brachistochrone  eine  Methode  zu  seiner 
Lösung  gefunden  habe;  zur  wirklichen  Durchführung  der  Rech- 
nung sei  er  aber  nicht  gekommen.  Als  Bbrnollli  im  nächsten 
Briefe  bittet,  ihm  seine  Gedanken  über  diesen  Gegenstand  aus- 
führlicher mitzutheilen,  äussert  sich  Leibniz  in  einem  Schreiben 
vom  29.  Juli  469811]  folgendennassen:  er  denke  sich  die  Flache 
zusammengesetzt  aus  unendlich  kleinen  Flächenstücken  oder 
Elementen,  für  welche  man  die  kürzesten  Linien  bereits  kennt. 
Diese  Elemente  könnten  etwa  Stücke  von  Ebenen  oder  Kugeln t2) 
sein.  Nun  muss  die  Eigenschaft  des  Minimums  auch  für  beliebig 
kleine  Stücke  der  kürzesten  Linien  gelten.  Legt  man  also  in 
zwei  benachbarten  Punkten  R  und  S  der  Fläche  die  Tangential- 
ebenen an  diese,  so  muss  man,  um  die  kürzeste  Linie  zwischen 
R  und  S  zu  erhalten,  auf  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen 
einen  Punkt  T  so  bestimmen,  dass  die  Summe  der  Entfernungen 
dieses  Punktes  von/?  undS  ein  Minimum  ist.  Lbibniz  schliesst: 
»Wenn  Du  einen  andern  Weg  gefunden  hast,  wird  es  mir  um 
so  lieber  sein.  Wenn  Du  aber  gerade  diesen  verfolgt  hast,  wird 
es  mich  auch  freuen  es  zu  erfahren.  Denn  der  Gegenstand, 
dessen  Untersuchung  Du  angeregt  hast .  ist  schön  und  Deiner 
würdig.« 

Johann  Bbrnoulli  antwortet  am  16./36.  August  469813): 
»Deine  Methode,  oder  genauer  Grundlage  einer  Methode,  ist 
richtig  und  hat  sich  auch  mir  zuerst  dargeboten ,  mich  aber  bis 
jetzt  nicht  zum  Ziele  geführt.  Dagegen  habe  ich  eine  andere 
Methode  gefunden,  welche  ganz  allgemein  ist,  und  welche  sich 
darauf  gründet,  dass  die  Ebene  durch  drei  benachbarte  Punkte 
der  gesuchten  Curve  auf  der  Tangentialebene  der  krummen  Ober- 
fläche an  dieser  Stelle  senkrecht  steht.  Hieraus  nämlich  habe  ich 
die  allgemeine  Gleichung  für  alle  Flächen  ermittelt,  und  diese 
lässt  sich  für  Rotationsflächen  leicht  integriren. «  Die  Lösung 
des  Problems  für  Rotationsflächen  war  übrigens  inzwischen 
schon  von  Jacob  Bernoulli  veröffentlicht  worden.  Auf  diesen 
Brief  antwortet  Leibniz  sofort14),  dass  seine  Methode  durchaus 
brauchbar  sei,  und  dass  man  mit  ihrer  Hilfe  ebenfalls  zur  Diffe- 
rentialgleichung gelange.  Er  erkennt  aber  Bernoüllis  Theorem 
als  elegant  und  nützlich  an.  Hiermit  schliesst  die  Discussion 
dieses  Gegenstandes,  und  weder  Lbibniz  noch  Bernoulli  ist 
später  auf  die  Theorie  der  kürzesten  Linien  zurückgekommen. 

Aus  diesem  interessanten  Briefwechsel  geht  hervor ,  dass 
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Johann  Bernoulli  zu  der  Losung  seiner  Aufgabe  nicht  mittelst 
der  allgemeinen  Methode  derMaxima  und  Minima,  sondern  durch 
andersartige  Betrachtungen  gelangt  ist.  Das  kann  bei  ihm  nicht 
überraschen.  Er  liebte  und  verstand  es  Probleme  ganz  ver- 
schiedener Gebiete  mit  einander  in  Beziehung  zu  setzen,  wie 
seine  geniale  Losung  des  Problems  der  Brachistochrone  mittelst 
optischer  Ueberlegungen  zeigt 15).  Was  hat  ihn  nun  zu  der  Fun- 
damentaleigenschaft der  kürzesten  Linien  geführt,  welche  darin 
besteht,  dass  die  Schmiegungsebene  einer  solchen  Gurve  stets 
senkrecht  zur  Tangentialebene  der  Fläche  ist?  Hierüber  giebt 
uns  eine  Abhandlung  Auskunft,  welche  Johann  Bernoulli  im 
October  4698  in  den  Acta  Eruditorum  veröffentlichte16),  nach- 
dem im  Mai  dieses  Jahres  sein  Bruder  Jacob  die  Lösung  der  Auf- 
gabe für  Rotationsflächen  —  und  nur  diese  hatte  Johann  Bernoulli 
im  August  \  697  verlangt  —  allerdings  ohne  Beweis  angegeben 
hatte 17).  In  dieser  Abhandlung  war  von  Jacob  getadelt  worden, 
dass  sein  Bruder  bei  der  Formulirung  der  Aufgabe  das  Wort 
g6om6triquement  gebraucht  habe,  denn  es  sei  zweideutig.  Fasse 
man  geometrisch  als  gleichbedeutend  auf  mit  algebraisch ,  was 
nach  dem  Vorgange  vonDsscARTBS  damals  vielfach  üblich  war,  so 
sei  die  Lösung  der  Aufgabe  schon  für  Kegel  und  Gylinder  un- 
möglich. Bezeichne  man  aber,  nach  dem  Vorgänge  von  Leibniz, 
eine  Gonstruction  als  geometrisch,  wenn  sie  nur  Quadraturen 
erfordere,  so  lasse  sich  die  Lösung  der  Aufgabe  für  beliebige 
Rotationsflächen  geometrisch  durchführen.  Hierauf  antwortet 
Johann  ,  dass  er  unter  geometrisch  dasselbe  verstehe  wie  sein 
Bruder.  Er  habe  aber  dieses  Wort  absichtlich  hinzugefügt:  »um 
die  einfachste,  kichtesteund  allgemeinste  Construction  auszuschlies- 
sen,  welche  wie  ich  vorhersah  hätte  angegeben  werden  können, 
nämlich  die  mechanische,  dass  man  auf  der  convexen  Fläche  einen 
Faden  von  dem  einen  zu  dem  andern  Punkt  ausspannt  und 
fest  anzieht ,  denn  auf  diese  Weise  wird  er  zwischen  den  beiden 
Punkten  die  kürzeste  Lage  annehmen  <r . 

Beachtet  man  jetzt  noch,  dass  Johann  Bernoulli  bei  Gele- 
genheit des  Problems  der  Kettenlinie  (4694)  die  Spannungsver- 
hältnisse in  einem  Faden  studirt  hatte18),  und  dass  die  Be- 
trachtung der  Spannung  des  Fadens  und  seines  Druckes  auf 
die  Fläche  leicht  zu  der  Einsicht  führt,  welche  durch  den 
Satz  über  die  Schmiegungsebene  ausgesprochen  wird,  so 
wird  man  als  nahezu  gewiss  annehmen  dürfen,  dass  die  mecha- 
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nische  Lösung  ihm  den  Schlüssel  zur  analytischen  Lösung  gege- 
ben hat. 

In  jenär  Abhandlung  begnügt  sich  jedoch  Johann  mit  den 
eben  erwähnten  Aeusserungen  und  fährt  dann  fort:  »wenn  man 
die  unendliche  Menge  und  Mannigfaltigkeit  der  krummen  Ober- 
flächen betrachtet,  welche  weder  Conoide  noch  Sphäroide  sind, 
so  erkennt  man,  dass  mein  Bruder  mit  der  Lösung  der  Aufgabe 
für  Rotationsflächen  wenig  geleistet  hat.«  Er  schliesst  mit  den 
Worten,  welche  seinen  älteren  Bruder  und  Lehrer  in  der  Mathe- 
matik nicht  wenig  verdriessen  mussten:  »daher  glaube  ich 
etwas  Grosses  gethan  zu  haben,  wenn  ich  eine  allgemeine  Me- 
thode gefunden  habe,  um  bei  jeder  gegebenen  Oberfläche,  mag 
sie  conoidisch  sein  oder  nicht,  zu  der  Gleichung  zu  gelangen. 
Aber  ich  überlasse  es  meinem  Bruder  diese  aufzufinden,  sodass 
er  Zeit  hat  seine  Lösung  durchzuführen  und  dem  Probleme  voll- 
ständig Genüge  zu  leisten. « 

Dieser  Aufforderung  ist  Jacob,  der  schon  damals  kränk- 
lich war  und  4705  starb,  nicht  nachgekommen.  Dass  er  sich 
mit  der  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe,  freilich  ohne  Erfolg 
beschäftigt  hat ,  darf  man  annehmen ,  da  sich  in  seinem  Naoh- 
lass  verschiedene  Bruchstücke  gefunden  haben ,  welche  sich  auf 
die  Theorie  der  kürzesten  Linien  beziehen  19}. 

Aber  selbst  wenn  es  Jacob  gelungen  wäre  die  von  seinem 
Bruder  entdeckte  Fundamentaleigenschaft  der  geodätischen  Li- 
nien zu  finden ,  so  würde  doch  der  Weg  von  dieser  zu  der 
Differentialgleichung  keineswegs  ein  leichter  gewesen  sein.  Viel- 
mehr bestand  die  Schwierigkeit  der  Aufgabe  gerade  darin,  dass 
es  damals  an  Mitteln  zur  analytischen  Formulirung  solcher 
Eigenschaften  gänzlich  fehlte.  Zwar  hatte  schon  Dbscartbs20) 
in  seiner  G6om6trie  (1637)  darauf  hingewiesen,  dass  die  Me- 
theode  der  Goordinaten  auch  dazu  dienen  könne  Raumcurven 
zu  untersuchen ,  doch  war  dieser  kurze  Hinweis  unbeachtet  ge- 
blieben21). Dass  freilich  Lbibniz  und  Johann  Bbrnoulli  bereits 
am  Ende  des  4  7.  Jahrhunderts  in  Besitze  der  Einsicht  waren,  eine 
krumme  Oberfläche  lasse  sich  durch  eine  Gleichung  zwischen 
drei  Goordinaten  darstellen,  geht  aus  ihrem  Briefwechsel  un- 
zweifelhaft hervor22),  und  es  ist  daher  das  Problem  der  kür- 
zesten Linien  das  erste  Problem  der  Raumgeometrie,  welches  mit 
Hilfe  der  Coordinatenmethode  behandelt  worden  ist.  Von  einem 
bald  vergessenen  Versuche  Parbnt's  1700  abgesehen23),  sind  es 
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dann  erst  Euler  und  Glairaut  gewesen,  welche  die  Behand- 
lung solcher  Aufgaben  mit  Hilfe  von  Coordinaten  durchge- 
führt haben.  Eulbr  hat  1728  in  einer  Abhandlung  ttber  die 
kürzesten  Linien,  die  unten  genauer  besprochen  werden  wird24), 
ausführlich  auseinandergesetzt,  wie  es  seine  Art  war  und  wie 
es  die  Neuheit  der  Sache  verlangte,  dass  man  jede  Fläche  im 
Räume  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  drei  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x}  y,  ä,  eine  Gurve  im  Räume  durch  zwei 
solche  Gleichungen  darstellen  könne,  und  Glairaut  behandelte 
in  seinen  berühmten  Recherches  (1731)25)  mittelst  der  Coordi- 
natenmethode  eine  grosse  Anzahl  von  Aufgaben  der  Infinitesimal- 
Geometrie  des  Raumes  genau  in  der  Weise  wie  es  auch  heute 
noch  zu  geschehen  pflegt.  Zur  weiteren  Verbreitung  dieser 
neuen  Methode  trug  aber  wesentlich  bei,  dass  Euler  sie  in 
seiner  Mechanik  (1736)26)  auf  das  Problem  der  Bewegung  eines 
Punktes  im  Räume  und  auf  einer  Oberfläche  anwandte,  und 
dass  er  in  einem  Anhange  zu  seiner  Introductio  (1748)  27) 
die  ersten  Elemente  einer  analytischen  Geometrie  des  Rau- 
mes gab. 

Jobann  Bernoulli  hat  ausser  jener  kleinen  Abhandlung  vom 
October  1 698  über  die  Theorie  der  kürzesten  Linien  erst  wieder 
etwas  veröffentlicht,  als  er  1742  seine  gesammelten  Werkeheraus- 
geben Hess.  Im  vierten  Bande,  welcher  dielivixdoTcc  enthält,  fin- 
det sich  auch  eine  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand28),  in 
welcher,  ohne  jeden  Beweis,  die  Fundamental eigenschaft  der 
kürzesten  Linie  mitgetheilt  und  gezeigt  wird ,  wie  man  daraus 
eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  herleiten  kann ,  die 
zusammen  mit  der  Gleichung  der  Fläche  deren  kürzeste  Linien 
bestimmt. 

Wenn  Johann  Bernoulli  in  einer  Anmerkung  sagt ,  diese 
Losung  sei  der  Abdruck  einer  Aufzeichnung,  die  A.  Klingen- 
stjbrna,  Professor  der  Mathematik  in  Upsala,  auf  Grund  seiner 
Mittheilungen  1 738  gemacht  habe,  so  geschah  dies  wohl,  weil  er 
sich  das  Recht  der  Priorität  gegenüber  zwei  jüngeren  Mathema- 
tikern, Euler  und  Glairaut,  sichern  wollte. 

Der  zwanzigjährige  Glairaut  hatte  1733  in  einer  Abhandlung 
über  Aufgaben  der  Maxima  und  Minima29)  auch  das  Problem  der 
kürzesten  Linien  behandelt;  es  genügt  zu  sagen,  dass  er  die  Lo- 
sung genau  auf  dem  Wege  gefunden  hat,  den  Leibniz  in  seinem 
Briefe  auseinandersetzt.    Von  grosserem  Interesse  ist  die  Arbeit 
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des  ebenfalls  zwanzigjährigen  Eulbr30).  Sie  ist  eine  der  ersten, 
welche  er  in  Petersburg  verfasste ,  wohin  er  4  737  als  Akade- 
miker berufen  worden  war,  und  zeigt  schon  die  unvergleich- 
liche Klarheit  und  Durchsichtigkeit  der  Schreibweise,  welche 
das  Studium  EuLBR'scher  Arbeiten  so  anziehend  macht.  Eulbi 
geht  davon  aus ,  dass  in  der  Ebene  die  Geraden  und  auf  der 
Kugel  die  grdssten  Kreise  die  kürzesten  Linien  sind,  und  be- 
richtet, dass  ihn  sein  Lehrer,  Johann  Bbrnoulli,  veranlasst 
habe,  die  entsprechende  Aufgabe  für  beliebige  Oberflächen 
zu  untersuchen.  Mechanisch  wird  das  Problem  sofort  dadurch 
gelöst,  dass  man  einen  Faden  zwischen  den  beiden  gegebenen 
Punkten  der  convexen  Oberfläche  ausspannt.  Aber  der  Mathe- 
matiker kann  damit  nicht  zufrieden  sein,  er  verlangt  eine  analy- 
tische Lösung.  Diese  wird  vorbereitet  durch  die  schon  erwähnte 
ausführliche  Erklärung  der  rechtwinkligen  Goordinaten  im 
Räume  und  ihrer  Anwendungen  auf  Oberflächen  und  Raum- 
curven.  Dann  folgt  die  Lösung  der  Aufgabe  durch  die  Methode 
der  Maxima  und  Minima,  welche  die  Differentialgleichung  zwei- 
ter Ordnung  liefert.  Der  Rest  der  Arbeit  betrifft  die  Integration 
dieser  Differentialgleichung  für  besondere  Flächen. 

Die  Theorie  der  kürzesten  Linien  hat  Eulbr  auch  in  sei- 
ner Methodus  inveniendi  (1744)  behandelt31)  und  ist  in  einer 
nachgelassenen  Abhandlung  von  4779  auf  diesen  Gegenstand 
zurückgekommen32),  ohne  jedoch  seinen  Sätzen  von  4728  etwas 
Neues  hinzuzufügen.  Dagegen  finden  sich  neue  Resultate  in 
seiner  Mechanik  (I736)33).  Er  gelangt  zu  ihnen  durch  die  Auf- 
gabe ,  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  zu  bestimmen, 
der  gezwungen  ist  auf  einer  krummen  Oberfläche  zu  bleiben. 
Eulbr  findet,  dass  der  Punkt,  wenn  keine  beschleunigenden 
Kräfte  auf  ihn  wirken,  eine  kürzeste  Linie  beschreibt.  Der 
Beweis  hierfür  gestaltet  sich  folgendermassen :  Die  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  wird  in  bekannter  Weise  in  die  Normal-  und 
Tangen tial-Componente  zerlegt,  wodurch  bewiesen  wird,  dass  der 
Krümmungsradius  der  Bahncurve  mit  der  Flächennormale  zu- 
sammenfallen ,  oder  was  dasselbe  ist,  dass  die  Schmiegungs- 
ebene  der  Gurve  senkrecht  auf  der  Fläche  stehen  muss.  Hieraus 
ergiebt  sich  eine  Differentialgleichung  für  die  Bahncurve  und 
nun  stellt  es  sich  heraus,  dass  diese  Differentialgleichung  iden- 
tisch ist  mit  derjenigen,  welche  Euler  4728  für  die  kürze- 
sten Linien  auf  der  betrachteten  Fläche  gefunden  hatte.    Man 
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verdankt  also  Euler  nicht  nur  die  Einsicht,  dass  die  geodäti- 
schen Linien  auf  einer  Fläche  als  die  Trägheitsbahnen  eines 
materiellen  Punktes  aufgefasst  werden  können,  sondern  auch 
den  ersten  Beweis  für  die  Fundamentaleigenschaft  dieser  Linien, 
die  Johann  Bernoulli  4  697  entdeckt  hatte. 

Euler's  Beweis  befriedigt  insofern  nicht ,  als  eine  so  wich- 
tige Eigenschaft  sich  nur  nebenbei ,  auf  Grund  mechanischer 
Betrachtungen ,  ergiebt,  und  es  blieb  zu  wünschen  übrig,  dass 
der  Satz  über  die  Schmiegungsebene  direct  aus  der  geometri- 
schen Definition  der  kürzesten  Linien  hergeleitet  würde.  Dieser 
wesentliche  Fortschritt  wurde  aber  erst  1806  von  Lagrangb 
gemacht84),  welcher  die  Gleichungen  der  Tangentialebene  der 
Fläche  und  der  Schmiegungsebene  der  kürzesten  Linie  auf- 
stellte und  nachwies,  dass  die  Bedingung  der  Orthogonalität 
vermöge  der  Differentialgleichung  der  kürzesten  Linien  identisch 
erfüllt  wird. 

Es  erscheint  auffallend,  dass  weder  Euler  noch  Lagrange 
das  Problem  der  kürzesten  Linien  als  eine  Aufgabe  des  relativen 
Minimums  angesehen  und  zu  ihrer  Lösung  die  Methode  derMul- 
tiplicators  benutzt  haben35),  bei  dessen  Einführung  der  Beweis 
der  Fundamentaleigenschaft  so  einfach  und  elegant  wird 36) . 

Eine  neue  Periode  für  die  Theorie  der  geodätischen  Linien 
beginnt  4  827  mit  den  klassischen  Disquisitiones  generales  circa 
superficies  curvas  von  Gauss,  von  denen  fast  die  Hälfte  den 
geodätischen  Linien  gewidmet  ist.  Die  neuen  Gedanken,  welche 
bei  Gauss  auftreten,  haben  ihre  Vorgeschichte.  Eine  eindrin- 
gende Beschäftigung  mit  den  geodätischen  Linien  besonderer 
Flächen  ,  bei  denen  es  möglich  ist  ihre  Eigenschaften  zu  über- 
sehen ,  musste  vorhergehen ,  ehe  die  allgemeine  Theorie  Fort- 
schritte machen  konnte.  Dies  im  Einzelnen  nachzuweisen  soll 
in  den  beiden  nächsten  Abschnitten  versucht  werden,  von 
denen  der  erste  die  kürzesten  Linien  auf  abwickelbaren  Flächen 
und  den  damit  eng  verbundenen  Begriff  der  Flächenbiegung 
behandelt ,  während  der  zweite  den  geodätischen  Linien  der 
Rotationsflächen  gewidmet  ist,  deren  Beziehung  zur  Gradmes- 
sung die  Theorie  der  geodätischen  Dreiecke  auf  krummen  Ober- 
flächen ihren  Ursprung  verdankt. 
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IL  Die  kürzesten  Linien  auf  abwickelbaren  Flächen. 

In  seiner  Abhandlung  vom  Hai  1 698  hatte  Jacob  Bbrnoulli 
die  kürzesten  Linien  auf  einem  Kreiskegel  mittelst  Quadraturen 
bestimmt  und  aus  den  gefundenen  Gleichungen  geschlossen, 
dass  sie  sich  schlangenförmig  um  den  Kegel  herum  winden38). 
Jobann  Bbrnoulli  zeigte  aber  im  October  4698,  dass  dieses  Pro- 
blem sich  viel  einfacher  lösen  lässt39),  indem  man  die  Kegel- 
flache auf  eine  Ebene  abwickelt.  Es  müssen  nämlich  kürzeste 
Linien  bei  der  Abwickelung  kürzeste  Linien  bleiben,  und  dabei 
geben  die  gesuchten  Curven  in  gerade  Linien  der  Ebene  über. 
Zeichnet  man  also  eine  gerade  Linie  in  der  Ebene,  und  wickelt 
diese  auf  den  Kreiskegel  auf,  so  erhält  man  unmittelbar  eine 
kürzeste  Linie  auf  dem  Kegel  und  erkennt  ihre  schlangenför- 
mige  Gestalt. 

Auch  diese  Lösung  beweist  Johann  Bbrnoulli's  ausser- 
ordentliche Erfindungskraft.  Eine  krumme  Oberfläche  sich  als 
biegsam  vorzustellen  war  ihm  freilich  nicht  fremd,  wie  das  Pro- 
blem der  Segelfläche  zeigt,  welches  er  4692  untersucht  hatte40). 
Aber  hier  wird  zum  ersten  Male  die  Abwickelung  krummer 
Oberflächen  zur  Lösung  einer  Aufgabe  verwendet. 

Jacob  Bbrnoulli  hat,  wie  eine  Abhandlung  aus  seinem  Nach- 
lasse zeigt41),  die  Idee  seines  Bruders  verallgemeinert,  indem  er 
bei  einem  beliebigen  Kegel  das  Problem  der  kürzesten  Linien 
mit  Hilfe  des  Princips  der  Abwickelung  löste  und  Euler  hat  es 
4728  nicht  nur  für  den  allgemeinen  Kegel,  sondern  auch  für  den 
allgemeinen  Cylinder  benutzt42). 

Noch  weiter  aber  ging  Johann  Bbrnoulli  in  einem  Zusatz, 
welchen  er  jener  Abhandlung  vom  Jahre  4  728  in  seinen  gesam- 
melten Werken  hinzugefügt  hat43);  er  hatte  nämlich  die  kühne 
Idee  auch  eine  Rotationsfläche  zu  biegen,  oder  genauer,  einen 
sehr  schmalen  Streifen  dieser  Fläche  auf  eine  Ebene  abzu- 
wickeln. Zu  diesem  Zwecke  denkt  er  sich  die  Fläche  durch 
Meridiane  und  Parallelkreise  in  kleine  ebene  Elemente  zerlegt, 
und  sie  längs  einer  kürzesten  Linie  durch  Drehungen  um  die 
Tangenten  der  Meridiancurven  in  einen  ebenen  Streifen  über- 
geführt.    Hierbei  muss  die  kürzeste  Linie  wieder  in  eine  Ge- 


Bemerkungen  zur  Geschichte  der  geoeätischen  Linien.    453 

rade  übergehen  und'  aus  dieser  Forderung  lässt  sich  ihre  Diffe- 
rentialgleichung herleiten.  Bbrnoulli  glaubte,  dass  ein  solches 
Verfahren  nur  bei  einer  Rotationsfläche  anwendbar  sei ,  aber 
auch  bei  einer  beliebigen  Fläche  führt  es  zum  Ziele  und  liefert 
sogar  einen  elementaren  geometrischen  Beweis  dafür,  dass  die 
Schmiegungsebene  der  kürzesten  Linie  die  Flächennormale  ent- 
hält 44). 

Dass  die  Abwickelung  von  Flächen  die  Mathematiker  des 
48.  Jahrhunderts  interessirte,-  zeigen  Untersuchungen  von  Pitot, 
Clairaut  und  Frezibr.  Pitot  behandelte  4724  die  Abwickelung 
des  Kreiscylinders  auf  die  Ebene 45)  und  fand  den  schönen  Satz : 
Die  Ellipse,  welche  ein  Kreiscylinder  aus  einer  Ebene  ausschnei- 
det, die  mit  seiner  Axe  den  Winkel  von  45°  bildet,  ergiebt  bei 
Abwickelung  des  Cy linders  auf  eine  Ebene  die  Sinuslinie. 
Clairaut  hat  später  in  seinen  Becherches  4734  die  allgemeine 
Aufgabe  gelöst46),  die  Gleichung  der  ebenen  Curve  zu  bestim- 
men ,  in  welche  eine  auf  einem  Cylinder  befindliche  Raumcurve 
bei  dessen  Biegung  in  eine  Ebene  übergeht.  Gan^  ausführlich 
aber  hat  Frezier  in  seinem  grossen  Werke  über  Architektur  4737 
die  Abwickelung  von  krummen  Flächen  behandelt,  nachdem 
bereits  Derand  4643  in  einem  Werke  über  denselben  Gegen- 
stand krumme  Oberflächen  als  biegsame ,  dünne  Platten  aufge- 
fasst  hatte47).  Frezier  versteht  unter  däveloppement  immer 
Abwickelung  auf  eine  Ebene  und  zeigt  zum  Beispiel,  dass  eine 
Schraubenlinie  auf  einem  Kreiscylinder  durch  däveloppement 
in  eine  gerade  Linie  übergeht.  Aber  auch  eine  Kugel  wickelt  er 
auf  eine  Ebene  ab,  indem  er  sie  »hinreichend  genau  für  die  Be- 
dürfnisse der  Praxis «  durch  ein  Polyeder  ersetzt ,  und  dieses  so 
zerschneidet,  dass  die  einzelnen  Streifen  auf  eine  Ebene  ab- 
wickelbar sind48). 

Dass  es  ausser  Kegeln  und  Gylindern  noch  andere  Flächen 
giebt,  welche  sich  ohne  Unterbrechung  ihres  Zusammenhanges 
auf  eine  Ebene  abwickeln  lassen,  haben  Euler  und  Monge  4774 
unabhängig  von  einander  gefunden.  Monge49)  wollte  der  Theorie 
der  Evoluten  ebener  Curven ,  auf  welche  Huygens  durch  die 
Aufgabe  des  tautochronen  Pendels  geführt  worden  war 50) ,  eine 
entsprechende  Theorie  für  Baumcurven  an  die  Seite  stellen.  Zu 
diesem  Zwecke  bildet  er  sich  die  Fläche ,  welche  von  den  Nor- 
malebenen der  Raumcurve  umhüllt  wird  und  zeigt,  dass  gewisse 
Curven  auf  dieser  Fläche  den  Evoluten  der  ebenen  Curven  ent- 
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sprechen.  Diese  Evoluten  sind  kürzeste  'Linien  jener  Fläche, 
weil  sie  bei  der  Abwickelung  auf  eine  Ebene  in  gerade  Linien 
übergehen.  Darauf  yy  endet  sich  Hongb  zur  allgemeinen  Theorie 
der  abwickelbaren  Flächen.  Es  ist  augenscheinlich,  meint  er, 
dass  jede  solche  Fläche  unendlich  viele  gerade  Linien  enthält, 
von  denen  je  zwei  aufeinander  folgende  in  einer  Ebene  liegen. 
Der  Ort  der  Schnittpunkte  dieser  Geraden  ist  eine  Raumcurve, 
die  Rückkehrkante,  in  welcher  die  beiden  Schalen  (nappes)  der 
Fläche  sich  vereinigen ,  und  die  Geraden  der  Fläche  sind  iden- 
tisch mit  den  Tangenten  der  Rückkehrkante61). 

Euler62)  geht  direct  von  der  Aufgabe  aus,  dass  alle  Flächen 
ermittelt  werden  sollen ,  welche  sich  auf  eine  Ebene  abwickeln 
lassen ,  und  indem  er  der  Anschauung  entnimmt ,  dass  diese 
Flächen  geradlinig  sein  müssen,  gelingt  es  ihm  ihre  allgemeinen 
Gleichungen  herzustellen.  Eulbr's  Abhandlung  veranlasste 
Mongb  zu  einer  zweiten  Untersuchung,  welche  er  1775  der  Pa- 
riser Akademie  vorlegte  53) ;  in  dieser  findet  sich  zum  ersten  Haie 
die  bekannte  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
durch  welche  die  abwickelbaren  Flächen  charakterisirt  werden. 
Die  Ableitung  dieser  partiellen  Differentialgleichung  war  von 
grosser  Bedeutung  für  die  Betrachtungsweise  der  krummen 
Oberflächen,  welche  Mongb  in  seinen  späteren  Arbeiten  anwandte. 
Er  suchte  nämlich  auch  für  andere  geometrisch  definirte  Familien 
von  Flächen  partielleDifferentialgleichungen  zu  finden  und  ordnete 
umgekehrt  jeder  partiellen  Differentialgleichung  eine  Flächen- 
familie zu. 

Vollständig  «erledigt  wurde  die  Frage  nach  allen  abwickel- 
baren Flächen  erst  4  827 ,  als  Gauss  ,  ohne  die  Geradlinigkeit 
vorauszusetzen,  bewies,  dass  jede  abwickelbare  Fläche  noth- 
wendigdas  KrümmungsmaassNull  hat  und  daher  jener  partiellen 
Differentialgleichung  genügt54). 

Gauss  wendet  hierbei  sein  allgemeines  Theorem  an ,  dass 
das  Krümmungsmaass  einer  Fläche  bei  ihrer  Biegung  unver- 
ändert bleibt.  Bei  der  Wichtigkeit,  welche  der  Begriff  der 
Biegung  für  die  geodätischen  Linien  hat,  ist  es  angebracht  auf 
seine  Geschichte  näher  einzugehen.  Wenn  auch  im  48.  Jahr- 
hundert wiederholt  Biegungen  von  Flächen  betrachtet  werden 
waren,  so  hatte  man  sich  doch  durchaus  auf  die  Abwickelung  auf 
eine  Ebene  beschränkt.  Eine  allgemeinere  Auffassung  aber 
sollte  sich  auf  ganz  unerwartete  Weise  aus  Untersuchungen  der 
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mathematischen  Physik  ergeben.  Es  ist  bekannt,  dass  Chladni's 
akustische  Versuche,  bei  denen  die  Schwingungen  tönender 
Platten  sichtbar  gemacht  wurden ,  am  Anfange  dieses  Jahrhun- 
derts grosses  Aufsehen  machten bb) ,  und  als  Chladni  nach  Paris 
kam,  interessirte  sich  Napoleon  so  sehr  für  diese  Experimente, 
dass  er  das  Institut  National  zu  der  Preisaufgabe  veranlasste; 
man  solle  die  mathematische  Theorie  der  Schwingungen  von 
Platten  entwickeln56).  Die  Lösung  dieser  Aufgabe,  welche 
Lagrange  als  ausserordentlich  schwierig  bezeichnet  hatte,  in 
Angriff  zu  nehmen  wagte  Sophie  Gerhain,  die  ihre  erste  Arbeit 
über  diesen  Gegenstand  4811  zur  Preisbewerbung  einreichte, 
ohne  jedoch  den  Preis  zu  erhalten,  da  ihre  Beweise  nicht  völlig 
genügten.  Als  indess  die  Aufgabe  wiederholt  wurde,  gelang  es 
ihr  1815  eine  befriedigende  Lösung  derselben  zu  liefern  67). 

Diese  Untersuchungen,  welche  damals  die  allgemeine  Auf- 
merksamkeit erregten,  wurden  die  Veranlassung,  dass  Lagrange 
in  der  zweiten  Auflage  seiner  analytischen  Mechanik  (1811)  das  Pro- 
blem behandelte 59) :  man  solle  die  Gestalt  bestimmen,  welche  eine 
elastische  Fläche  annimmt,  um  sich  gegenüber  der  Einwirkung 
von  Kräften  ins  Gleichgewicht  zu  setzen.  Nachdem  Lagrange 
die  Bedingungen  hierfür  aufgestellt  hat,  specialisirt  er  die  Auf- 
gabe dahin ,  dass  die  Fläche  zwar  noch  biegsam  aber  nicht 
mehr  ausdehnbar  sei,  und  gelangt  so  zu  der  Frage  nach  der 
Gleichgewichtsgestalt  einer  biegsamen,  unausdehnbaren  Fläche, 
welche  bald  darauf  auch  von  Poisson  59)  behandelt  wurde  und 
in  neuester  Zeit  Gegenstand  interessanter  Untersuchungen  ge- 
worden ist60). 

Lagrange  verdankt  man  ferner  ein  wichtiges  Theorem  über 
die  Biegung  krummer  Flächen,  welches  besagt,  dass  eine. ge- 
schlossene und  convexe  Fläche  als  Ganzes  nicht  biegsam  ist61). 
Dieses  Theorem  ist  die  Gonsequenz  eines  Satzes  über  das  Poly- 
eder, welchen Gauchy  (1812)  bewiesen  hatte62),  des  Satzes  näm- 
lich, dass  zwei  convexe  Polyeder«,  welche  dieselbe  Anzahl  von 
Seitenflächen  haben,  und  deren  entsprechende  Seitenflächen 
paarweise  congruent  sind,  mit  einander  identisch  sein  müssen, 
was  bereits  Euklid  behauptet  hatte. 

Der  Begriff  der  Biegung  krummer  Oberflächen  ist  dem- 
nach keineswegs  in  den  Disquisitiones  generales  zuerst  aufgetre- 
ten.    Aber    auch  in  anderer  Richtung  haben  Gauss'   Unter- 
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suchungen  Berührungspunkte  mit  älteren  Ideen.  Sein  Krtim- 
mungsmaass  findet  sich  nämlich ,  allerdings  in  ganz  anderem 
Zusammenhange,  bereits  in  einer  Abhandlung  von  Olindb  Ro- 
drigies63)  von  4845.  Dieser  zeigte,  dass  die  Abbildung  eines 
Flächenelementes  auf  die  Kugel  vom  Radius  4  mittelst  paralleler 
Normalen  sich  zu  dem  Flachenelement  verhält,  wie  das  Product 
der  beiden  zugehörigen  Hauptkrümmungen  zu  Eins.  Er  folgert 
daraus,  dass  das  Doppelintegral,  welches  Gauss  später  als 
curvatura  integra  bezeichnete,  den  Inhalt  des  Stückes  der 
Kugeloberfläche  angiebt,  welches  durch  jene  Abbildung  erhal- 
ten wird. 

Freilich,  dass  das  Product  der  Hauptkrümmungen  zu  der 
Biegung  von  Flächen  eine  Beziehung  habe,  hat  Rodrigubs  nicht 
geahnt,  und  einen  so  tiefliegenden  Zusammenhang  zu  entdecken 
war  dem  gewaltigen  Genie  von  Gaiss  vorbehalten.  Erst  Gauss 
erkannte — vermuthlich  auf  Grund  seiner  Untersuchungen  über 
conformc  Abbildung  — ,  dass  es  Eigenschaften  krummer  Ober- 
flächen giebt,  welche  nur  von  der  Form  ihres  Linienelementes 
abhängen  und  daher  Biegungen  gegenüber  invariant  sind.  Eine 
solche  Biegungsinvariante  ist  das  GAuss'sche  Krümmungsmaass. 
Aber  auch  die  kürzesten  Linien  auf  einer  Fläche  behalten ,  wie 
Gauss  ausdrücklich  hervorgehoben  hat,  bei  dieser  Transformation 
die  Minimaleigenschaft.  Kennt  man  daher  die  geodätischen  Linien 
einer  Fläche,  so  sind  diese  Linien  auch  für  ihre  Biegungsflächen 
bestimmt.  Im  Besonderen  sind  also  die  geodätischen  Linien  der 
auf  eine  Ebene  abwickelbaren  Flächen  als  bekannt  anzusehen. 


III.  lieber  die  geodätischen  Linien  auf  Rotationsflächen. 

Eine  zweite  Flächenfamilie,  bei  welcher  die  Bestimmung 
der  geodätischen  Linien  gelingt,  bilden  die  Rotationsflächen.  Es 
ist  schon  erwähnt  worden ,  das  Jacob  Bernoilli  in  seiner  Ab- 
handlung vom  Mai  4  698  die  Ermittelung  dieser  Linien  auf  Qua- 
draturen zurückführte64).  Die  Methode,  welche  ihn  zu  seinem 
Resultate  führte ,  das  er  ohne  Beweis  veröffentlichte ,  war  aller- 
dings, was  bereits  von  dem  Herausgeber  seines  Nachlasses 
bemerkt  worden  ist65),  fehlerhaft,  indess  das  Resultat  ist  durch- 
aus richtig. 

Nach  Jacob  Ber> oilli  hat  sich  Glairaut  66)  (4  733)  mit  den  geo- 


Bemerkungen  zur  Geschichte  der  geodätischem  Linien.    457 

dätischen  Linien  der  Rotationsflächen  beschäftigt  und  das  wichtige 
Theorem  bewiesen ,  dass  für  jede  solche  Linie  das  Product  aus 
dem  Radius  des  Parallelkreises  und  dem  Sinus  des  Winkels, 
den  ihre  Tangente  mit  dem  Meridian  bildet,  einen  constanten 
Werth  hat.  Clairaxt  wurde  zu  diesen  Untersuchungen  veran- 
lasst durch  seine  Theilnahme  an  den  grossen  Gradmessungen, 
welche  seit  1 669  in  Frankreich  vorgenommen  worden  sind,  und 
die  zu  dem  Resultate  führten,  dass  die  Gestalt  der  Erde  merk- 
lich von  der  Kugelform  abweiche.  Man  glaubte  aber  mit  grosser 
Näherung  als  Gestalt  der  Erde  ein  Rotationsellipsoid  annehmen 
zu  dürfen ,  und  es  war  daher  für  die  geodätischen  Messungen 
von  fundamentaler  Bedeutung,  die  kürzesten  Linien  einer  sol- 
chen Fläche  zu  bestimmen.  Glairait  hat  diesem  Gegenstande 
noch  eine  zweite  Abhandlung  von  4739  gewidmet67),  in  welcher 
er  zeigte,  wie  man  die  kürzesten  Linien  eines  Rotationsellipsoids, 
welches  wenig  von  der  Kugelgestalt  abweicht,  durch  Ent- 
wicklung nach  Potenzen  der  Exentricität  näherungsweise  be- 
stimmen kann. 

Die  grossen  Gradmessungen  in  Lappland  (4736)  68)  und 
Peru  (4  735/45) 69)  gaben  Gelegenheit  zur  Anwendung  der  von 
Clairaut  entwickelten  Theorie.  Das  Ergebniss  dieser  mühevollen 
Reobachtungen  war  die  Einsicht,  dass  die  Erde  nicht,  wie  Cas- 
sini (4748)  auf  Grund  der  französischen  Gradmessungen  ange- 
nommen70), ein  gestrecktes  sondern  ein  abgeplattetes  Rotations- 
ellipsoid sei,  was  Newton  bereits  4686  aus  der  Hypothese 
eines  ehemaligen  flüssigen  Zustandes  der  Erde  gefolgert  hatte71). 
Um  die  Grösse  ;der  Abplattung  genauer  zu  bestimmen ,  waren 
indess  neue  schärfere  Gradmessungen  erforderlich,  und  diese 
wurden  in  Frankreich  gegen  Ende  des  Jahrhunderts  unter  der 
Leitung  von  Legbndre  ausgeführt.  Die  Grundlage  dieser  Mes- 
sungen musste  eine  Theorie  der  geodätischen  Dreiecke  auf 
Sphäroiden  sein,  welche  wenig  von  der  Kugelgestalt  abwichen. 
Diesem  Gegenstand  hatte  bereits  Euler  4  753  n)  eine  längere 
Abhandlung  gewidmet,  in  welcher  er  die  Elemente  einer  sphä- 
roidischen  Trigonometrie  mit  besonderer  Rücksicht  auf  ihre 
praktischen  Anwendungen  entwickelt  hatte;  und  ähnliche 
Untersuchungen  waren  4  778  von  Dtonis  du  Sejour  angestellt 
worden73).  Von  Legbndre  besitzen  wir  hierüber  eine  schöne 
Abhandlung  vom  Jahre  478774),  in  welcher  er  ein  nach  ihm 
benanntes  Theorem  herleitet,  welches  sich  auf  die  Zurück  führung 
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sphäroidischer  Dreiecke  auf  ebene  Dreiecke  bezieht;  dieses 
Theorem  lehrt ,  welche  Winkel  das  ebene  Dreieck  hat,  dessen 
Seiten  ebenso  lang  sind  wie  diejenigen  des  sphäroidischen 
Dreiecks. 

Eine  ganz  neue  Bedeutung  gewannen  diese  Untersuchungen, 
als  es  sich  4794  um  die  Einführung  des  neuen  Haasssystems 
handelte.  Als  Grundeinheit  wurde  der  zehnmillionste  Theil  des 
Erdquadranten  definirt,  und  zur  genauen  Bestimmung  des  Meters 
eine  neue  grosse  Gradmessung,  nämlich  die  des  Meridians  zwi- 
schen Dünkirchen  und  Barcelona  vorgenommen 75) ;  die  theore- 
tischen Betrachtungen,  zu  welchen  Legbndre  hierbei  angeregt 
wurde,  sind  in  einer  zweiten  Abhandlung  von  4806  nieder- 
gelegt 7°)  . 

Es  ist  bekannt,  dass  im  Laufe  des  Jahrhunderts  diese  Grad- 
messungen über  ganz  Europa  ausgedehnt  wurden ,  und  dass 
sich  recht  erhebliche  Abweichungen  der  Erdgestalt  vom  Rota- 
tionsellipsoid ergaben.  An  diesen  Messungen  war  auch  Gauss 
betheiligt,  und  er  hat  ihnen  viel  Zeit  und  Mühe  gewidmet77). 
Die  Geodäsie  verdankt  ihm  die  Erfindung  des  Heliotropen  (4824), 
welche  Beobachtungen  von  einer  Genauigkeit  gestattete,  wie 
man  sie  früher  nicht  für  möglich  gehalten  hatte78),  die  Einfüh- 
rung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate ,  welche  die  beste 
Verwerthung  der  Beob  achtungen  ermöglichte  7S>) ,  und  endlich  die 
Sicherstellung  ihrer  theoretischen  Grundlagen,  welche  sie  unab- 
hängig macht  von  der  Hypothese  des  Rotationseil  ipsoids  *°). 

Es  ist  von  mathematischer  Seite  bedauert  worden,  dass  das 
Interesse  für  Geodäsie  Gaiss  von  mathematischen  Speculationen 
abgehalten  hat.  Indess  hat  die  Entwickelung  der  Mathematik 
immer  die  fruchtbarsten  Anregungen  durch  die  Fragen  erfahren, 
welche  von  Seiten  anderer  Disciplinen  an  sie  gestellt  wurden. 
Es  genügt  an  die  Zusammenhänge  zu  erinnern,  welche  zwischen 
Malerei  und  Perspective ,  Architektur  und  beschreibender  Geo- 
metrie, Mechanik  und  Infinitesimalcalcül  bestehen,  und  man 
darf  wohl  sagen,  dass  die  Forderungen,  welche  die  Gradmes- 
sungen an  die  Mathematik  stellten,  zur  Ausbildung  der  Flächen  - 
theorie  erheblich  beigetragen  haben81).  Um  einen  Punkt  her- 
vorzuheben, verlangte  die  Praxis  eine  Theorie  der  geodätischen 
Dreiecke  auf  Flächen,  von  denen  man  nur  weiss,  dass  sie  wenig 
von  der  Kugelgestalt  abweichen,  und  die  Verallgemeinerung  des 
LiGBNDRE'schen  Satzes  auf  solche  Dreiecke  ist  gewiss  für  Gauss 
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ein  Zielpunkt  der  Forschung  gewesen.  Hiermit  soll  nicht 
geleugnet  werden ,  dass  auch  noch  andere  Gedankenreihen  für 
die  Entstehung  der  Disquisitiones  generales  von  Bedeutung 
waren;  zum  Beispiel  dürften  Gauss'  Ansichten  über  die  Axiome 
der  Geometrie  mitgewirkt  haben. 

Der  tiefgreifende  Einfluss,  welchen  die  Beziehung  zur  Grad- 
messung auf  die  Theorie  der  geodätischen  Linien  gehabt  hat, 
kommt  zum  Ausdruck  in  dem  Sprachgebrauche,  welcher  allen 
kürzesten  Linien  den  eben  gebrauchten  Namen  beilegt.  Wie 
diese  Bezeichnungsweise  sich  allmählich  entwickelt  hat,  soll  zum 
Schluss  dargelegt  werden. 

Das  Wort  yewdaiala  kommt  gelegentlich  schon  bei  Aristo* 
teles  vor,  der  es  statt  yeiofiergla  gebraucht82).  In  mittelalter- 
lichen Schriften  findet  sich  nach  Du  Gange  geodaesia  nicht  vor83), 
und  es  tritt  erst  wieder  auf,  als  zur  Zeit  der  Renaissance  das 
Studium  der  griechischen  Schriftsteller  in  griechischer  Sprache 
von  neuem  aufgenommen  wurde.  *  Ich  finde,  dass  schon  Conrad 
ton  Ulm  (1580)  das  Wort  Geodäsie  für  Feldmessung  gebraucht84). 
Auch  Thomas  Fink  (4583)80),  und  Bartholomäus  Pitiscus  (4595)86) 
wenden  es  in  dieser  Bedeutung  an.  In  der  zweiten  Hälfte  des 
48.  Jahrhunderts  wurde  es  dann  gebräuchlich,  die  Operationen 
der  Gradmessung  zum  Unterschied  von  den  astronomischen 
Beobachtungen  als  geodätische  zu  bezeichnen;  zum  Beispiel 
spricht  schon  Du  Sejour  in  seiner  Abhandlung  von  4  778  von 
Operations  geodesiques87).  Da  es  sich  nun  bei  diesen  Messun- 
gen wesentlich  um  die  Länge  von  kürzesten  Linien  des  Erd- 
sphäroids  handelte,  nannte  man  diese  kürzesten  Linien  auch 
geodätische  Linien88),  eine  Bezeichnung,  welche  sich  zum  Bei- 
spiel in  Puissant's  grossem  Traitö  de  G6od6sie  (4805)  findet89). 
Ebenso  wendet  Bessbl  (4  825)90)  das  Wort  geodätische  Linie 
an,  es  ist  ihm  gleichbedeutend  mit  der  kürzesten  Linie  eines 
Rotationsellipsoids.  Dass  aber  die  Bezeichnung  geodätische  Linie 
durchaus  auf  diese  Flächen  beschränkt  war,  zeigt  eine  Berliner 
Dissertation  von  Michaelis  aus  dem  Jahre  4837,  welche  den 
Titel  führt:  De  lineis  brevissimis  in  datis  superficiebus,  inprimis 
de  linea  geodetica.  Jacobi  nannte  dann  in  seiner  berühmten 
Note  vom  Jahre  4  839  die  kürzesten  Linien  des  dreiaxigen  Ellip- 
soids  ebenfalls  geodätische  Linien91).  Seine  schöne  Entdeckung, 
dass  diese  Linien  mittelst  Quadraturen  bestimmt  werden  kön- 
nen, wurde  die  Veranlassung  zu  einer  Reihe  wichtiger  Arbeiten 
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über  die  kürzesten  Linien  der  Flächen  zweiter  Ordnung;  es 
genügt  hier  die  Namen  Joachimsthal92),  Chasles93).  Liouyillb94; 
und  Michael  Roberts95)  zu  nennen.  In  naheliegender  Verall- 
gemeinerung übertrug  man  jetzt  den  Namen  »  geodätische  Linien  a 
zunächst  auf  die  kürzesten  Linien  der  Flächen  zweiter  Ordnung, 
und  dann  hat  Liouyillb  seit  1844  die  kürzesten  Linien  auf  einer 
beliebigen  Oberfläche  als  geodätische  Linien  bezeichnet. 

Liouyillb  drückt  sich  an  der  Stelle,  wo  er  diese  Bezeich- 
nung zum  ersten  Male  in  der  verallgemeinerten  Bedeutung 
gebraucht96),  sehr  vorsichtig  aus;  er  definirt  nämlich  die 
geodätische  Linie  einer  beliebigen  Oberfläche  als  eine  Linie, 
deren  Krümmungsradius  stets  senkrecht  auf  der  Oberfläche 
steht.  Es  ist  nicht  schwer ,  den  Grund  hierfür  zu  entdecken. 
Jacobi  hatte  1837  in  einer  Abhandlung  über  Variationsrech- 
nung97), welche  für  die  weitere  Entwickelung  dieser  Disciplin 
von  entscheidender  Bedeutung  geworden  ist,  nachgewiesen, 
dass  die  Gurven,  welche  der  Differentialgleichung  der  kürzesten 
Linien  genügen ,  im  Allgemeinen  nur  in  einem  beschränkten 
Bereiche  die  Eigenschaft  des  Minimums  besitzen.  Es  war  daher 
wünschenswerth  einen  Namen  zu  haben,  welcher  den  durch  jene 
Differentialgleichung  definirten  Gurven  unabhängig  von  ihrer 
Minimaleigenschaft  zukommt. 

Hieraus  erklärt  sich,  dass  der  von  Liouyillb  vorgeschlagene 
Name:  geodätische  Linien  allgemeine  Annahme  gefunden  hat. 

Die  Theorie  der  geodätischen  Linien  hat  sich  seit  Gauss, 
Jacobi  und  Liouyillb  zu  einem  umfangreichen  und  interessanten 
Kapitel  der  Infinitesimalgeometrie  ausgestaltet.  Da  aber  für  die 
neueren  Untersuchungen  die  ausgezeichnete  Darstellung  vor- 
liegt, welche  Herr  Darboux  in  seinem  grossen  Werke  über 
Flächentheorie  gegeben  hat,  so  will  ich  hier  abbrechen. 
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4)  Johann  Bernoulli,  Acta  Eruditorum,  Juni  4  696,  Seite  264:  Problema 
novum  mathematicis  propositum ;  wiederabgedruckt  in  Johahnis  Ber- 
noulli  Opera  omnia,  Lausannae  et  Genevae  4742,  T.  I,  Seite  4  64. 

2)  Got.  Gül.  Leibnitii  et  Johan.  Bernoullii  commercium  philosophicum 
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288.  Die  Lösung  wurde  veröffentlicht  in  den  Acta  Eruditorum,  Mai 
4697,  Seite  204. 

3)  Johann  Bernoulli  ,  Program ma  editum  Groningae,  4697;  Opera  T.  I, 
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abgedruckt in  Jacobi  Bernoulli  Opera,  Genevae  4  744,  Bd.  II,  Seite  768. 

7)  Johann  Bernoulli,  Journal  des  Savans,  26.  August  4697,  Seite  394; 
Joh.  Bernoulli  Opera,  T.  I,  Seite  204,  Jac.  Bernoulli  Opera,  Bd.  II 
Seite  795. 

8)  Die  Benennungen  Conoid  und  Spharoid  rühren  von  Archimedbs  her 
(UsqI  xüjvosufitoy  xal  aq>atqoBiÄi<ov ,  Ausgabe  von  Heiberg,  Bd.  I, 
Seite  274),  welcher  damit  die  Körper  bezeichnete,  die  beziehungsweise 
durch  Rotation  einer  Ellipse  um  eine  ihrer  beiden  Axen  und  einer 
Parabel  um  ihre  Axe,  oder  einer  Hyperbel  um  ihre  reelle  Axe  ent- 
stehen. Die  Unterscheidung  der  beiden  letzten  Körper  als  parabo- 
lisches und  hyperbolisches  Conoid  stammt  von  F.  Conmandinus 
(Archimedis  Opera  nonnulla  a  Federico  Commandino  nuper  in  latinum 
conversa  et  commentariis  illustrata,  Venetiis  4558,  Blatt  26). 

9)  Jobann  Bernoullis  Brief,  Commercium  Seite  388 ;  Gerhardt,  Seite  470. 
■40)    Leibnizenb  Brief,  Commercium  Seite  348;  Gerhardt,  Seite  475. 

44)    Leibnizens  Brief,  Commercium  Seite  887  ;  Gerhardt,  Seite  526. 
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l'Academie  royale,  ann6e  4760,  Berlin  4  767,  Seite  449:  Recherches  sur 
la  courbure  des  surfaces);  aber  noch  4784  suchte  d'Alembert  in  der 
Encyclopedie  (Abtheilung  Mathematik,  Art  Courbe,  T.  I,  Seite  464) 
die  Fundamentaleigenschaft  der  kürzesten  Linien ,  dass  ihre  Schmie- 
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gungsebene  senkrecht  auf  der  Tangentialebene  der  Fläche  steht ,  da- 
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4 3)  Johann  Bernoüllis Brief,  Commercium,  Seite 393,  Gerhrardt,  Seite 5 32, 
Ich  lasse  die  Hauptstelle  wörtlich  folgen:  Alium  praeterea  inveni 
solvendi  modum  qui  generalissimus  est  quique  in  eo  fundatur  quod 
planum  transiens  per  tria  qnaelibet  puncta  proxima  lineae  quaesitae 
debeat  esse  rectum  ad  planum  tangens  superficiem  curvam  in  aliquo 
istorum  punctorum. 

44)  Leibnizens  Brief,  Commercium,  Seite  397,  Gerhardt,  Seile  555. 

45)  Johann  Bernoulli,  Acta  Eruditorum,  Mai  4697,  Seite  206;  Opera,  T.l, 
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S.  4  028— 4  029. 

20)  Descartes,  Geometrie,  4  637,  Schlussabschnitt  des  zweiten  Buches; 
Descartes  denkt  sich  eine  Raumcurve  auf  zwei  zu  einander  senkrechte 
Ebenen  projicirt,  und  die  ebenen  Projectionscurven  durch  Gleichun- 
gen zwischen  zwei  rechtwinkligen  Coordinaten  dargestellt,  wobei  jedes- 
mal die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  als  die  eine  Coordinatenaxe 
zu  wählen  ist. 

24)  Chasleb,  Apercu  historique  sur  l'origine  et  le  developpement  des 
meHhodes  en  G6om6trie,  Paris  4887,  Seite  98  sagt:  Schooten  äcrivit 
un  commentaire  6tendu  sur  la  GeomeHrie  de  Descartes  et  fit  de  nom- 
breuses  applications  de  cette  mäthode  dans  plusieurs  parttes  de  ces 
Exercitationes  Geometricae  principalement  dans  le  livre  III®  et  dans  le 
livre  V«  intitulä:  De  lineis  curvis  superiorum  generum  ex  solidi  Sec- 
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am  Ende  des  47.  Jahrhunderts  Leibniz  und  Johann  Bbrroulli  im  Be- 
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Friedrich  Engel,  Die  höheren  Differentialquotienten. 

Wfihrend  bei  den  Punkttransformationen  eines  Raumes  die 
Dimensionenzahl  jeder  Punktmannigfaltigkeit  dieses  Raumes  er- 
halten bleibt,  ist  das  bei  den  Berührungstransformationen  nicht 
der  Fall.  In  der  von  Lib  geschaffenen  Theorie  der  Berührungs- 
transformationen eines  (n  +  \ )- fach  ausgedehnten  Raumes  Bn+X 
erscheinen  daher  alle  Punktmannigfaltigkeiten  des  Rn^.i  als  mit 
einander  gleichberechtigt,  die  Punktmannigfaltigkeiten  von  ver- 
schiedener Dimensionenzahl  sind  nur  verschiedene  Fälle  des 
allgemeinen  Begriffs:  Elementmannigfaltigkeit.  Es  ist  bekannt, 
welche  überraschende  Einfachheit  Lib  der  Theorie  der  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  durch  die  Einführung 
dieses  Begriffes  gegeben  hat. 

Für  Lib  sind  als  Lösungen  einer  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  des  Bn+[  nicht  blos  n-fach  ausge- 
dehnte Punktmannigfaltigkeiten  dieses  Raumes  zulässig,  son- 
dern auch  Punktmannigfaltigkeiten ,  deren  Dimensionenzahl 
geringer  ist  als  n.  Es  ist  nun  klar,  dass  man  sich  bei  Betrachtung 
von  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  auf  denselben 
Standpunkt  stellen  muss.  In  der  That  hat  Lib  schon  längst  darauf 
aufmerksam  gemacht,  dass  eine  partielle  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  im  gewohnlichen  Räume  unter  Umständen  von 
gewissen  Curven  befriedigt  wird.  Zum  Beispiel  wird  die  Diffe- 
rentialgleichung der  Minimalflächen  von  allen  Curven  von  der 
Länge  Null  erfüllt,  weshalb  auch  Lib  diesen  Curven  den  Namen 
»Minimalcurvenw  gegeben  hat. 

Meines  Wissens  hat  bisher  noch  niemand- gezeigt,  wie  man 
diese  begrifflichen  Betrachtungen  analytisch  begründen  kann. 
Während  wir  in  dem  Loschen  Begriffe  Element  und  in  den  Ele- 
mentcoordinaten  einen  analytischen  Apparat  besitzen,  der  für 
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Differentialgleichungen  erster  Ordnung  vollkommen  ausreicht, 
fehlt  ein  derartiger  Apparat  für  die  Differentialgleichungen  zwei- 
ter und  höherer  Ordnung  noch  gänzlich.  Im  Folgenden  soll  ein 
Anfang  gemacht  werden,  diesem  Mangel  abzuhelfen. 

Wir  betrachten  hier  den  gewöhnlichen  Raum  und  werden 
wenigstens  für  die  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  einen 
analytischen  Apparat  entwickeln,  der  die  Gleichberechtigung 
der  Gurven  und  Punkte  mit  den  Flächen  auch  analytisch  zum 
Ausdruck  bringt. 

Als  Elementmannigfaltigkeit  aufgefasst  wird  die  Fläche: 
s=f(x}y)  durch  die  drei  Gleichungen: 

M)         — /Kl),  p=£;  «-g 

dargestellt.  Jedem  Elemente  erster  Ordnung:  x7  y,  z,  p,  q  der 
Fläche  ist  daher  ein  ganz  bestimmtes  Element  zweiter  Ordnung: 
x,y,  z,  p}  q,r}  s,  t  zugeordnet,  dessen  Goordinaten  aus  den 
Gleichungen : 

|     dp  =  rdx  +  sdy 

\    dq  =  sdx-\-  tdy 

unter  Zuhülfenahme  von  (4)  berechnet  werden  können.  Anders 
ist  es  bei  einer  Curve:  y  =  f[x),  z  =  q>  (x).  Als  Elementmannig- 
faltigkeit wird  die  durch  die  Gleichungen: 

(3)  y  =  f(x)}     z  =  <p(x),    p  =  <p'(x)  —  qf'(x) 

dargestellt,  aber  die  Gleichungen  (3)  und  (2)  liefern  zusammen- 
genommen nicht  zu  jedem  Elemente  erster  Ordnung :  x,  y,  z,  p,  q 
der  Curve  ein  ganz  bestimmtes  Element  zweiter  Ordnung,  son- 
dern sie  liefern  ganz  unbrauchbare  Gleichungen.  In  der  Thal, 
aus  (3)  und  (2)  folgt  wegen  der  Willkttrlichkeit  von  dx  und  dq: 

^  =  0,     <p"-qr  =  r  +  sf' 
1=0,       s  +  tf  =  0  , 

was  gar  keinen  Sinn  hat. 

Woran  liegt  das?  Es  kann  nur  darin  seinen  Grund  haben, 
dass  r,  s}  t  nicht  brauchbar  sind,  wenn  man  die  Elemente  zweiter 
Ordnung'einer  Curve  analytisch  darstellen  will. 


> 
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Um  diesem  Mangel  abzuhelfen,  deuten  wir  die  Gleichungen 
(2)  geometrisch.  Wenn  wir  dx:dy:dp:  dq  als  homogene  Coor- 
dinaten in  einem  Räume  von  drei  Dimensionen  auffassen,  so 
stellen  die  Gleichungen  (2)  oo3  Gerade  dar,  die  einem  gewissen 
linearen  Gomplex  angehören,  und  jedes  Werthsystem:  r,  s,  t 
liefert  eine  Gerade  dieses  Gomplexes.  Hieraus  geht  nun  aber 
sofort  hervor,  warum  r,  $y  t  nicht  ausreichen,  wenn  man  die 
Elemente  zweiter  Ordnung  einer  Gurve  bestimmen  will;  die 
Gleichungen  (2)  stellen  nämlich  offenbar  nicht  alle  Geraden 
jenes  linearen  Gomplexes  dar.  Es  ist  daher  zu  erwarten,  dass 
wir  zu  einem  andern  Ergebnisse  gelangen,  wenn  wir  statt  r,  s,  t 
solche  homogene  Coordinaten  einfuhren,  dass  wir  alle  Geraden 
unsers  linearen  Gomplexes  umfassen  können. 

Wir  bewerkstelligen  das,  indem  wir  für  r,  s,  t  der  Reihe 
nach : 

r  s  t 

u  }  u  '  u 

setzen  und  zu  den  vier  homogenen  Coordinaten  r,  s,  t,  u  noch 
eine  fünfte  v  hinzufügen,  die  mit  ihnen  durch  die  Gleichung 
zweiten  Grades: 

(4)  rt  —  s*  +  uv  =  0 

verknüpft  ist.  Dann  werden  die  Geraden  unsers  linearen  Gom- 
plexes durch  die  Gleichungen: 

udp  +  rdx  +  sdy  =  0 

udq-\-  sdx-\-  tdy  =  0 

tdp  —  sdq  —  vdx  =  0 

sdp  —  rdq  +  vdy   =  0 

dargestellt  und  wir  sind  sicher,  dass  uns  keine  Gerade  des  Gom- 
plexes entgeht. 

Verbinden  wir  jetzt  die  Gleichungen  (3)  und  (5),  so  erhalten 
wir,  da  dx  und  dq  willkürlich  sind,  zur  Bestimmung  der  Elemente 
zweiter  Ordnung :  x,  y,  z,  p,  q,  r  :  s  :  t :  u  :  v  unsrer  Gurve  die 
Gleichungen : 

r  =  [r(x)]H 

s  =  —  P(x)t 


(5) 


(6) 
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von  denen  die  Gleichung  (4)  offenbar  eine  Folge  ist.  Wir  finden 
also,  dass  jetzt  auch  bei  unsrer  Curve  jedem  Elemente  erster 
Ordnung:  x,  y,  z,  p,  q  ein  ganz  bestimmtes  Element  zweiter 
Ordnung  zugeordnet  ist. 

In  derselben  Weise  ergiebt  sich,  dass  die  Elemente  zweiter 
Ordnung  des  Punktes:  x  =  a,  */  =  &,  z  =  c  durch  die  Glei- 
chungen: 

(7)  r  =  s  =  t  =  u  =  0 

dargestellt  werden;  es  gehört  also  auch  zu  jedem  Elemente  erster 
Ordnung :  x,  y,  z,  p,  q  dieses  Punktes  ein  ganz  bestimmtes  Ele- 
ment zweiter  Ordnung. 

Unsre  Absicht  ist  nunmehr  erreicht.  Wir  haben  für  die 
Elemente  zweiter  Ordnung  solche  Goordinaten  aufgestellt,  dass 
Flächen,  Gurven  und  Punkte  als  ganz  gleichberechtigte  Gebilde 
erscheinen.  Wir  wollen  jetzt  nur  noch  einige  Anwendungen  von 
diesen  Goordinaten  machen. 

Es  ist  klar,  dass  u  =  0  in  unsern  Goordinaten  die  Differen- 
tialgleichung aller  Gurven  ist  und  v  =  0  die  Differentialgleichung 
aller  abwickelbaren  Flachen.  Die  MoNGE-AnPERBSche  Gleichung: 

aix,  y>  *>  Pi  q) r  +  ßs  +  7t  +  ä  (rt  — s%)  + €  =  ° 

wird  in  unsern  Goordinaten  eine  lineare  homogene  Gleichung : 

ar  +  ßs  -\-yt-\-  öv  —  eu  =  0 

zwischen  r,s,t,u,v.  Dass  sie  bei  allen  Berührungstransfor- 
mationen in  eine  Gleichung  von  derselben  Form  übergeht,  kommt 
darin  zum  Ausdruck,  dass  r ,  s,  t,  u,  v  bei  jeder  Berührungs- 
transformation linear  und  homogen  transformirt  werden. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  alle  Gurven  aufsuchen,  die  der 
Differentialgleichung  der  Minimalflachen  genügen. 

Die  Differentialgleichung  der  Minimalflächen  lautet: 

(8)  (4  +  9») r  -  ipqs  +  (i  +  p*)*  =  0  , 

sie  behält  also  in  unsern  Goordinaten  ihre  bekannte  Form.  Soll 
nun  die  Curve:  y=f(x) ,  z  =  q>  (x)  dieser  Gleichung  genügen,  so 
muss  die  Gleichung  (8)  vermöge  (3)  und  (6)  bestehen,  es  muss  also : 

(*+q*)rt+t(cp'-qnqf't+(*+(<p'-qmt  =  0 
werden,  oder,  da  /  nicht  verschwinden  kann: 
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Damit  ist  das  von  Lib  auf  anderm  Wege  gefundene  Ergebniss, 
dass  die  Minimalcurven  der  Differentialgleichung  der  Minimal- 
flachen  genügen,  analytisch  begründet. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  man  die  vorhin  durchgeführten 
Betrachtungen  auch  auf  die  partiellen  Differentialquotienten 
zweiter  Ordnung  in  Räumen  von  mehr  Dimensionen  übertragen 
kann.   Ich  bebalte  mir  vor,  das  später  einmal  auszuführen. 

§2. 

Die  Goordinaten:  x,  y7  2,  p,  q  der  Elemente  erster  Ordnung 
sind  mit  zwei  Mängeln  behaftet,  sie  versagen  nämlich  erstens 
für  alle  Elemente,  deren  Ebenen  der  z-Axe  parallel  sind,  und 
zweitens  für  alle  Elemente,  deren  Punkte  unendlich  fern  sind. 
Deshalb  gehen  uns  alle  Elementmannigfaltigkeiten  verloren,  die 
lauter  Elemente  von  diesen  beiden  Arten  enthalten.  Man  kann 
aber  diese  beiden  Mängel  vermeiden,  wenn  man  die  Clbbsch- 
schen  Connexcoordinaten  anwendet1),  wenn  man  also  jedes 
Element  erster  Ordnung  durch  acht  Grössen :  xi...xA1ui...uA 
bestimmt,  zwischen  denen  die  Gleichung: 

uKxK  +  utx%  +  u3x$  +  u4xA  =  0 
besteht. 

Unsre  Goordinaten  für  die  Elemente  zweiter  Ordnung  sind 
natürlich  mit  denselben  Mängeln  behaftet.  Es  fragt  sich  daher, 
ob  und  wie  man  diesen  Mängeln  abhelfen  kann,  das  heisst,  ob 
man  für  die  Elemente  zweiter  und  höherer  Ordnung  einen  ana- 
lytischen Apparat  schaffen  kann,  der  dasselbe  leistet  wie  die 
GLEBSCHSchen  Connexcoordinaten'2).  Wir  wollen  jetzt  zeigen, 
wie  diese  Aufgabe  für  die  Ebene  gelöst  werden  kann,  und  dann 
wenigstens  andeuten,  wie  sie  guch  für  den  gewöhnlichen  Raum 
und  für  Räume  von  höherer  Dimensionenzahl  lösbar  ist. 


4)  Der  erste  der  beiden  Mängel  war  übrigens  schon  früher  von  Jacob  1 
beseitigt  worden ,  durch  Einführung  dreier  Yerhältnissgrössen  p% :  p% :  pz 
an  Stelle  von  p,  q. 

2)  Im  Jahre  4  884  theilte  mir  F.  Klein  mit,  dass  er  sich  schon  mit 
dieser  Frage  beschäftigt  habe,  ohne  zu  einem  befriedigenden  Ergebnisse 
zu  gelangen.  Ich  habe  seitdem  öfter  versucht,  die  CLEBscHSchen  Connex- 
coordinaten auf  Differentialquotienten  höherer  Ordnung  auszudehnen,  aber 
erst  vor  Kurzem  bin  ich  zu  den  hier  mitgetheilten  Ergebnissen  gelangt. 
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In  der  Ebene  bedeutet  die  Gleichung:  dy  —  y'da;  =  0  nach 
Lies  Ausdrucksweise,,  dass  die  beiden  unendlich  benachbarten 
Elemente  erster  Ordnung:  x,  y,  yf  und  x  +  dx,  y  -f-  dy ,  y'+  dy' 
vereinigt  liegen.   Die  Gleichungen : 

dy  —  y'dx  =  0  ,     dy'  —  xfdx  =  0 

zeigen  daher,  dass  je  zwei  unendlich  benachbarte  vereinigt 
liegende  Elemente  erster  Ordnung  ein  Element  zweiter  Ord- 
nung bestimmen. 

Deuten  wir  nun  x7  y,  xf  als  Punktcoordinaten  im  gewöhn- 
lichen Räume ,  so  können  wir  je  zwei  unendlich  benachbarte 
Werthsysteme :  xy  y,  j/  und  x  +  dxy  y  +  dy,  y'  +  dy'  als  Be- 
stimmungsstücke eines  Linienelements  dieses  Raumes  auffassen, 
das  heisst  als  Bestimmungsstücke  einer  Figur,  die  aus  einem 
Punkte  und  aus  einer  hindurchgehenden  Geraden  besteht.  Die 
oo4  Elemente  zweiter  Ordnung:  x,  y,  y',  y"  der  Ebene  werden 
dann  im  Räume  offenbar  durch  die  oo4  Linienelemente  abgebildet, 
die  der  Gleichung:  dy  —  y'  dx  =  0  genügen. 

Hiermit  ist  aber  noch  keine  eindeutig  umkehrbare  Abbil- 
dung der  oo4  Elemente  zweiter  Ordnung:  x,y,  y'}  y"  der  Ebene 
gefunden,  denn  die  oo3  Elemente  erster  Ordnung:  x,  y,  y\  das 
heisst  die  Linienelemente  der  Ebene  lassen  sich  nicht  eindeutig 
umkehrbar  auf  die  oo3  Punkte  eines  ebenen  dreifach  aus- 
gedehnten Raumes  abbilden.  Dagegen  gelangen  wir  sofort  zu 
einer  eindeutig  umkehrbaren  Abbildung  der  Elemente  zweiter 
Ordnung  der  Ebene ,  wenn  wir  die  Linienelemente  der  Ebene 
eindeutig  umkehrbar  auf  die  Punkte  eines  krummen  /?3  in  einem 
höheren  ebenen  Räume  abbilden. 

Eine  solche  Abbildung  der  Linienelemente  der  Ebene  hat 
Lib  gegeben.  Jedem  Linienelemente  der  Ebene  ist  nämlich  ein- 
deutig umkehrbar  eine  ganz  bestimmte  infinitesimale  projective 
Transformation  der  Ebene  zugeordnet  und  zwar  die,  bei  der 
alle  Punkte  auf  der  Geraden  und  alle  Geraden  durch  den  Punkt 
des  Linienelements  in  Ruhe  bleiben.  Demnach  lassen  sich  die 
oo3  Linienelemente  der  Ebene  eindeutig  umkehrbar  auf  die  oo3 
Punkte  einer  krummen  dreifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit 
Jf,  abbilden,  die  in  dem  ebenen  /?,  der  oo1  infinitesimalen  pro- 
jectiven  Transformationen  der  Ebene  liegt.  Diese  Jfs  gestattet 
eine  achtgliedrige  projective  Gruppe  des  AT,  nämlich  die  ad- 
jungirte  Gruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene. 
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Die  oo4  Elemente  zweiter  Ordnung :  x,  y,  y',  y"  der  Ebene 
werden  nun  in  dem  R1  durch  gewisse  oo4  Linienelemente  jener 
U,  abgebildet  und  zwar  derart,  dass  jedem  Punkte  der  Mt  ein 
ebenes  Büschel  von  oo1  solchen  Linienelementen  der  Mt  zuge- 
ordnet  ist,  die  Bilder  vom  Elementen  zweiter  Ordnung  der  Ebene 
sind.  Bilden  wir  daher  die  oofS  Linienelemente  des  H1  eindeutig 
umkehrbar  auf  die  Punkte  einer  krummen  Mannigfaltigkeit  von 
dreizehn  Dimensionen  in  einem  höheren  ebenen  Räume  ab  — 
es  ist  das  jedenfalls  in  einem  ebenen  Baume  Äli7  von  467  Di- 
mensionen möglich  —  so  werden  die  oo4  Elemente  zweiter  Ord- 
nung der  Ebene  eindeutig  umkehrbar  auf  die  oo4  Punkte  einer 
krummen  vierfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  Jf4  dieses  iti67 
abgebildet.  Zugleich  ist  klar,  dass  diese  MA  eine  achtgliedrige 
projective  Gruppe  des  Ä467  gestattet,  die  mit  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  der  Ebene  gleichzusammengesetzt  ist. 

Diese  unsre  Abbildung  der  oo4  Elemente  zweiter  Ordnung 
der  Ebene  leistet  für  die  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung 
dasselbe  wie  die  CLosciischen  Connexcoordinaten  fttr  die  erster 
Ordnung;  sie  umfysst  alle  Elemente  zweiter  Ordnung  der  Ebene. 

Genau  in  derselben  Weise  erkennt  man,  dass  die  oon*' 
Elemente  n*6'  Ordnung:  x,  y,  y',  y" ...  t/W  eindeutig  umkehrbar 
auf  die  oo"**  Punkte  einer  krummen  Mn+i  in  einem  ebenen 
Baume  R  von  genügend  hoher  Dimensionenzahl  abgebildet 
werden  können  und  dass  diese  Mn+t  bei  einer  achtgliedrigen 
projectiven  Gruppe  G%  dieses  Baumes  R  invariant  bleibt,  die  mit 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene  gleichzusammen- 
gesetzt ist.  Es  ist  klar,  dass  hierdurch  die  Bestimmung  der  Diffe- 
rentialinvarianten n**"  Ordnung  der  projectiven  Gruppe  der  Ebene 
auf  die  Bestimmung  der  gewöhnlichen  Invarianten  der  projectiven 
Gruppe  G%  in  dem  Räume  R  zurückgeführt  ist. 

Im  gewöhnlichen  Baume  haben  wir  für  zwei  unendlich  be- 
nachbarte vereinigt  liegende  Elemente  erster  Ordnung  die  Glei- 
chung: 

(40)  dz—pdx  —  qdy  =  Q 

und  wenn  wir  zu  Elementen  zweiter  Ordnung  übergehen,  noch 
die  beiden  Gleichungen: 

=  0 

0 


.  |  dp  —  rdx  —  sdy  = 
\  dq  —  sdx — tdy  = 
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Hier  bestimmen  also  zwei  unendlich  benachbarte  vereinigt 
liegende  Elemente  erster  Ordnung  nicht  blos  ein  Element  zweiter 
Ordnung,  sondern  oo4  verschiedene. 

Deuten  wir  x,  y,  z,  p,  q  als  Punktcoordinaten  in  einem  ÄB, 
so  ordnet  die  Gleichung  (4  0)  jedem  Punkte  des  /?5  ein  ebenes 
Bündel  Bz  von  oo3  Linienelementen  zu  und  die  Gleichungen  (44) 
bestimmen  in  B3  eine  Schaar  von  oo8  ebenen  Büscheln  von  je 
oo1  Linienelementen.  Fassen  wir  die  oo3  Linienelemente  von  2?3 
als  Punkte  eines  ebenen  Raumes  von  drei  Dimensionen  auf,  so 
erscheinen  diese  oo'  Büschel  als  die  Geraden  eines  gewissen  linea- 
ren Gomplexes  (vgl.  S.  470),  der  offenbar  durch  die  Gleichung : 

(42)  dxSp  —  dpdx  +  dydq —  dqöy  =  0 

dargestellt  wird.  Demnach  werden  die  oo8  Elemente  zweiter 
Ordnung:  <r,  y,  z,  p,  q,  r,  s,  t  des  gewohnlichen  Raumes  im  Rs 
durch  oo8  Jf,- Elemente  dargestellt;  unter  einem  J/,- Element 
verstehen  wir  dabei  mit  Lie  eine  Figur,  die  aus  einem  Punkte 
und  aus  einer  hindurchgehenden  ebenen  zweifach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  besteht. 

Aber  diese  Abbildung  der  Elemente  zweiter  Ordnung  des 
gewöhnlichen  Raumes  ist  noch  nicht  eindeutig  umkehrbar.  Um 
eine  eindeutig  umkehrbare  Abbildung  zu  erhalten ,  bilden  wir 
zunfichst  nach  dem  Vorgange  von  Lie  die  oo5  Elemente  erster 
Ordnung,  also  die  Flächenelemente  des  gewohnlichen  Raumes 
eindeutig  umkehrbar  auf  die  ooB  Punkte  einer  krummen  Jf5  in 
einem  ebenen  Ä14  ab,  nämlich  in  dem  ebenen  /?i4  der  oo44  infi- 
nitesimalen projectiven  Transformationen  des  gewohnlichen 
Raumes.  Die  oo8  Elemente  zweiter  Ordnung  des  R3  werden 
dann  in  dem  RiA  durch  oo8  M%-  Elemente  dieser  Afs  abgebildet 
und  zwar  so,  dass  durch  jeden  Punkt  der  J/s  oo3  dieser  oo8  Mt- 
Elemente  gehen.  Ueberdies  ist  zu  bemerken,  dass  unsre  J#6  eine 
fünfzehngliedrige  projective  Gruppe  des  Ä14  gestattet. 

Nunmehr  bilden  wir  die  sämmtlichen  Jft-Elemente  des  RlA 
eindeutig  umkehrbar  auf  die  Punkte  einer  krummen  Mannig- 
faltigkeit in  einem  genügend  hohen  ebenen  Räume  R  ab.  Dann 
werden  die  oo8  Elemente  2.0.  des  gewöhnlichen  Raumes  in  R  ein- 
deutig umkehrbar  durch  die  oo8  Punkte  einer  krummen  Mannig- 
faltigkeit Ms  abgebildet  und  diese  M%  gestattet  wiederum  eine 
fünfzehngliedrige  projective  Gruppe  des  Raumes  7i,  die  mit  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  R3  gleichzucammengesetzt  ist. 
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In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Elemente  nter  Ordnung 
des  gewohnlichen  Raumes  auf  die  Punkte  einer  krummen  Mannig- 
faltigkeit in  einem  ebenen  Räume  von  genügend  grosser  Dirnen* 
sionenzahl  eindeutig  umkehrbar  abbilden  und  erreicht  dadurch 
genau  dasselbe  wie  für  die  Elemente  erster  Ordnung  durch  die 
GLBBScHSchen  Connexcoordinaten.  Zugleich  ergiebt  sich  aber, 
dass  die  Bestimmung  der  Differentialinvarianten  nter  Ordnung  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  gewöhnlichen  Raumes  auf  die 
Bestimmung  der  gewöhnlichen  Invarianten  einer  fünf zehngliedrigen 
projectiven  Gruppe  in  einem  ebenen  Räume  von  genügender  hoher 
Dimensionenzahl  zurückgeführt  werden  kann. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  alle  diese  Betrachtungen 
auch  auf  Räume  von  mehr  als  drei  Dimensionen  anwendbar  sind. 

Ich  habe  im  Vorstehenden  mich  überall  damit  begnügt, 
die  Möglichkeit  der  besprochenen  Abbildungen  darzuthun.  Es 
bliebe  jetzt  noch  zu  zeigen,  wie  sich  die  Formeln  gestalten,  die 
jene  Abbildungen  analytisch  ausdrücken.  Ich  will  aber  hier  da- 
rauf nicht  weiter  eingehen  und  will  nur  erwähnen,  dass  die  er- 
forderlichen Formeln  allerdings  schon  in  den  einfachsten  Fällen 
recht  weitläufig  werden.  Dieser  Umstand  beeinträchtigt  natürlich 
die  praktische  Anwendbarkeit  unsrer  Abbildungen  ausserordent- 
lich und  stellt  sie  sogar  in  Frage.  Dagegen  kann  er  ihrem  theore- 
tischen Werthe  keinen  Abbruch  thun,  denn  es  ist  sicher  eine 
äusserst  merkwürdige  Thatsache,  dass  die  Theorie  der  Differen- 
tialinvarianten jeder  projectiven  Gruppe  auf  die  Theorie  der  ge- 
wöhnlichen Invarianten  einer  Reihe  von  projectiven  Gruppen  in 
höheren  Räumen  zurückgeführt  werden  kann. 

Zum  Schlüsse  möchte  ich  noch  ausdrücklich  erklären,  dass 
ich,  was  die  Methode  der  Abbildung  auf  höhere  Räume  anlangt, 
von  meinem  Freunde  Study  sehr  viel  gelernt  habe.  Namentlich 
ist  seine  Abbildung  der  Kegelschnitte  der  Ebene  auf  die  Punkte 
einer  krummen  Mh  in  einem  ebenen  Ä17  für  mich  besonders  an- 
regend gewesen.  Auch  der  schriftliche  und  mündliche  Verkehr 
mit  Study  hat  nicht  unwesentlich  zur  vollen  Klärung  meiner 
Gedanken  beigetragen. 


F.  Stohmann,  Calorimetrische  Untersuchungen.  Neunund- 
zwanzigste Abhandlung. 

Hydrirung  geschlossener  Ringe 

(vierte  Mittbeilung) *) 

von 

F.  Stohmann  und  H.  Langbbin. 

In  der  ersten,  die  Hydrirung  des  Benzolkernes  betreffenden 
Untersuchung,  deren  Resultate  im  September  1890  veröffentlicht 
wurden ,  hatte  sich  ergeben ,  dass  der  durch  aufeinander  fol- 
gende Anlagerungen  von  je  2  Atomen  Wasserstoff  an  den 
Benzolkern  bewirkte  Energiezuwachs  nicht  ein  gleichmässiger 
ist,  sondern  derartig  erfolgt,  dass  die  ersten  zwei  Wasserstoff- 
atome den  grttssten,  die  beiden  folgenden  einen  weit  gerin* 
geren,  die  dritten  einen  gleich  geringen  Energiezuwachs  wie  die 
beiden  vorhergehenden  hervorgerufen,  während  das  vierte 
Atompaar  des  Wasserstoffes ,  welches  durch  seine  Anlagerung 
zugleich  die  Sprengung  des  Benzolkernes  und  die  Umwandlung 
desselben  in  eine  offene  Kette  bewirkt,  wieder  eine  andere  Ver- 
größerung des  Energiezuwachses  bedingt.  Der  Betrag  der 
letzeren  liegt  zwischen  dem  Werthe  der  beiden  vorher  genannten. 

Im  Durchschnitte  der  Beobachtungen ,  welche  bei  den  ver- 
schieden isomeren  Formen  der  hydrirten  Terepbtalsäuren  und 
zum  Theile  bei  deren  Methylestern  angestellt,  und  später  für  die 


4)  Vergl.  Journal  f.  prakt.  Cfaem.  [*]  XL1II,  4  ;  XLIÜ,  538 ;  XLV,  475. 
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hydrirten  Ortho-Phtalsäuren  bestätigt  wurden ,  haben  sich  fol- 
gende Zahlen  für  den  Energiezuwachs  der  einzelnen  Hydri- 
rungsstufen  ergeben. 

Erste  Stufe : 

Uebergang  der  Phtalsäuren  zu  den  Dihydroph talsäuren: 

68.7  Cal. 

Zweite  Stufe : 

Uebergang  der  Dihydrophtalsäuren  zu  den  Tetrahydrophtal- 
säuren : 

45,3  Cal. 

Dritte  Stufe : 

Uebergang  der  Tetrahydrophtalsäuren  zu  den  Hexahy- 
drophtalsäuren : 

45,3  Cal. 

Vierte  Stufe: 

Uebergang  von  den  Hexahydrophtalsäuren  zu  den  Kork- 
säuren : 

54.8  Cal. 

Zur  Würdigung  dieser  Zahlen  ist  hervorzuheben ,  dass  sie 
Mittelwerthe  von  verschiedenen,  an  verschiedenem  Materiale 
angestellten  Beobachtungen  sind.  Da  aber  die  einzelnen  isome- 
ren Verbindungen ,  aus  deren  Wärmewerthe  die  Beobachtungs- 
zahlen abgeleitet  wurden,  nicht  völlig  gleiche,  sondern  nur 
annähernd  gleiche  Wärmewerthe  haben,  so  können  jene  Zahlen 
auf  eine  absolute  Genauigkeit  keinen  Anspruch  machen,  sondern 
nur  sehr  angenäherte  Werthe  darstellen. 

Auf  Grund  dieser  Zahlen  war  für  eine  ganze  Anzahl  von 
Verbindungen,  von  denen  nur  derWärmewerth  des  ersten  Glie- 
des der  Reihe  und  der  Werth  der  letzten  Hydrirungsstufe  be- 
kannt war,  der  Werth  der  einzelnen  Glieder  berechnet  und  es 
zeigte  sich  dabei  stets ,  dass  der  berechnete  Werth  des  letzten 
Gliedes  mit  dem  gefundenen  in  völliger  Uebereinstimmung  sich 
befand.  So  wurde  der  Werth  des  normalen  Hexans  aus  dem  des 
Benzols,  der  Werth  des  Heptans  aus  dem  desToluoles,  der  Werth 
der  Heptylsäure  aus  dem  der  Benzoesäure,  der  Werth  derOctyl- 
säure  aus  dem  der  Toluylsäure  u.  s.  w.  berechnet  und  mit  der 
Beobachtung  in  genügender  Uebereinstimmung  befunden. 

Eine  Controle  der  für  die  Zwischenstufen  berechneten 
Werthe  war  nicht  möglieh,   da  die  meisten  derselben  zur  Zeit 
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jener  Publication  überhaupt  noch  nicht  bekannt,  jedenfalls  uns 
nicht  zugängig  waren.  Inzwischen  sind  die  Zwischenglieder 
der  Benzolreihe  von  von  Baeybr  dargestellt  und  uns  gütigst 
überlassen  worden.  Dank  diesem  Entgegenkommen  sind  wir 
jetzt  in  der  Lage,  dieWerthe  für  die  sämmtlichen  zwischen  dem 
Benzol  und  dem  Hexan  liegenden  Glieder  feststellen  und  da- 
mit die  Richtigkeit  des  Hydrirungsgesetzes  prüfen  zu  können. 

Wir  lassen  zunächst  den  experimentellen  Theil  der  Unter- 
suchung folgen. 

Alle  Verbrennungen  wurden  in  der  BERTHELOT'schen  Bombe 
in  Sauerstoff  von  25  Atm.  Druck  ausgeführt.  Die  Füllung  des 
Calorimeter-Gefässes  ist  hier,  wie  bei  allen  unseren  bisher  ver- 
öffentlichten Bestimmungen,  so  bemessen ,  dass  der  calorimetri- 
sche  Werth  des  ganzen  Apparates  einer  Wassermenge  von  2500 
Grammen  gleich  ist. 

Die  Verbrennung  leichtflüchtiger  Stoffe  bietet  immer  eine 
gewisse  Schwierigkeit.  Will  man  solche  in  Glaskügelchen  ab- 
wägen und  die  Kügelchen  nach  beendeter  Füllung  der  Bombe 
zertrümmern ,  wie  wir  es  früher  bei  der  Verbrennung  des  Ben- 
zols gethan  haben,  so  ist  die  Dampfwärme  der  betreffenden 
Substanz  als  Correctionswerth  in  Rechnung  zu  stellen.  Da  die 
Dampfwärme  der  hier  in  Betracht  kommenden  Körper  nicht  be- 
kannt ist ,  und  von  uns  auch ,  wegen  Mangel  an  Material,  nicht 
ermittelt  werden  konnte,  so  war  von  diesem  Verfahren  Abstand 
zu  nehmen.  Mittelst  eines  kleinen  Kunstgriffes,  den  wir  auch 
früher  schon  angewandt  haben,  ist  es  uns  gelungen  jene  Schwie- 
rigkeit zu  überwinden. 

Wirbringendiezu  verbrennende  Substanz  in  eine  kleine  aus 
Platin  gefertigte  Flasche  von  etwa  4  ccm  Inhalt,  legen  auf  den 
weiten  Hals  derselben  ein  gewogenes  Collodiumblättchen  und 
befestigen  dieses  durch  einen  über  den  senkrecht  geformten 
Hals  des  Gefässes  geschobenen,  dicht  an  denselben  schliessen- 
den  Ring  von  Platin.  Die  Collodiummembran  gewährt  einen  so 
vollkommen  dichten  Verschluss,  dass  eine  Wägung  bis  zum 
Decimilligramm  mit  aller  Sicherheit  ausführbar  ist.  Die  Art  der 
zum  Verschlusse  zu  verwendenden  Membran  muss  der  zu  unter- 
suchenden Flüssigkeit  angemessen  sein.  Hier  hat  sich  Collodium 
vollständig  bewährt. 

Den  Wärmewerth  des  trocknen  Oollodiums  setzen  wir  mit 
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dem  von  Bbrthblot  und  Petit1)  ermittelten  Werthevon  2782  cal. 
pro  Gramm  in  Rechnung.  Eine  Gontrolirung  dieser  Zahl  haben 
wir  nicht  vorgenommen,  da,  hei  der  geringen  Menge  der 
davon  verwandten  Substanz,  eine  selbst  ziemlich  erhebliche  Un- 
richtigkeit des  angenommenen  Wärmewerthes  derselben  nur 
einen  kaum  nennenswerthen  Fehler  in  unseren  Bestimmungen 
bewirken  kann. 

Dihydrobenzol,  C6/fs     .     .     80. 

Präparat  von   von  Baeybr  ,   Siedepunkt  82  bis  84°  C.  bei 
718  mm  Druck. 

Angewandte  Substanz:  4. 

Dihydrobenzol       .     .     .    Grm.    0,5023 


Gollodium 


»       0,0088 

°C.  4  4,5843 

46,7293 

2,4  450 


» 


A  nfangstemperatur 
Endtemperatur  .     .     . 
Temperaturdifferenz    . 
Temperaturdifferenz  X  2500       cal.     5362,5 

Gorrectionen  : 

für  Gollodium     .     .     .     .  24,5  cal.  .  .  . 

für  Eisen  zum  Zünden      .  4  4,6    »  .  .  . 

für  gebildete  Salpetersäure    7,0    »  .  .  . 

Im  Ganzen  .     . 


2. 

0,5729 
0,0097 

44,6542 

47,0988 

2,4446 

6444,5 


27,0 

44,6 

5,8 


cal. 


46,4 

5346,4 

»     40584,4 


» 


47,4 
6064,4 
40584,9 
846,79 


Verbrennungswarme  der  ange- 
wandten Substanz      .     .     . 

Verbrennungswarme     von     4 
Gramm  Dihydrobenzol    .     . 

Molekulare  Verbrennungswärme 

bei  constantem  Volum    .     .    Gal.    846,73 

Der  Mittelwerth  beider  Beobachtungen  ist  daher : 
Verbrennungs  wärme  von  \  Grm.  Dihydrobenzol  4  0584,5  cal. 
»  »     4  Mol.  bei  const.  Vol.  .       846,8  Cal. 

«  »     4    y>      »        j>    Druck       848,0  » 

Bildungswarme  aus  den  Elementen  2)  ....      — 8,0  » 

Die  Bildung  des  Dihydrobenzols  aus  den  Elementen  ist  da- 
her, ebenso  wie  des  Benzols,  endotherm.    Bei  jenem  beträgt  sie 


4 )  Ann.  Chim.  Phys.  [6]  XVIII,  4  09. 
2)  C  «=  94  Cal.,  #,  =  69  Cal. 


Calorihetrischb  Untersuchungen. 


481 


für  den  flüssigen  Zustand  —  8,5  Cal.    In  beiden  Fallen  kann  sie 
nur  unter  Aufnahme  fremder  Energie  erfolgen. 


Tetrahydrobenzol,  C6//4 


82. 


Präparat  von  von  Babyer.    Siedepunkt  80  bis  84°  C.  bei 
748  mm  Druck. 


Angewandte  Substanz : 
Tetrahydrobenzol 
Collodium      .     . 


Anfangstemperatur 
Endtemperatur 
Temperaturdifferenz 
Temperaturdifferenz  X  2500 

Correctionen : 

für  Collodium      .     .     .     .  4  7,5  cal 

für  Eisen  zum  Zünden       .  4  4,6    » 

für  gebildete  Salpetersaure  8,0    » 


4. 
Grm.    0,5445 
»       0,0063 

°C.  4  4,9490 

»     47,2874 


»       2,3684 
cal.     5924 ,0 


2. 
0,4865 
0,0080 

44,9080 

47,0383 

2,4303 

5325,8 


22,3 

4  4,6 

6,2 


43,4 

5282,7 

4  0858,6 

890,4 


Im  Ganzen  ....  cal.        40,4     .     . 

Verbrennungswärme  der  ange- 
wandten Substanz  .     .     .     .     »       5880,9     .     . 

Verbrennungswärme      von      4 

Grm.  Cftff40 »     40860,4     .     . 

Molekulare  Verbrennungswärme 
bei  constantem  Volum .     .     .  Cal.      890,6     .     . 

Der  Mittelwerth  beider  Beobachtungen  ist  daher: 

Verbrennungswärme  von  4  Grm.  Tetrahydrobenzol  40859,5  cal 
»  »   4  Mol.beiconst.Vol.  .     .      890,5  Cal. 

»  »   4    *      »       »     Druck    .      892,0  » 

Bildungswärme  aus  den  Elementen      .     .     .     .    +  4  7,0  « 

Durch  den  Hinzutritt  von  4  Atomen  Wasserstoff  zum  Benzol 
wird  die  Bildung  exotherm,  sie  erfolgt  unter  Energieverlust. 

Hexahydrobenzol,  CtHit     ...     84. 

Präparat  von  von  Baeyer.  Siedepunkt  77  bis  77,5°  bei 
748  mm  Druck. 

Von  diesem  Präparate  standen  uns  nur  etwa  0,4  g  zur 
Verfügung,  so  dass  leider  nur  eine  Verbrennung  auszufüh- 
ren war. 

32* 
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Angewandte  Substanz: 

Hexahydrobenzol  Gnn. 

Gollodium 

Anfangstemperatur 

Endtemperatur 

Temperaturdifferenz 

Temperaturdifferenz  X  2500      .     . 
Gorrectionen : 

für  Gollodium 32,8  cal. 

für  Eisen  zum  Zünden    .     .     .     4  4,6  » 
für  gebildete  Salpetersäure  7,0  » 


°C.  4 

*      4 

» 
cal. 


0,3964 
0,04  48 

4,94  40 

6,6898 
4,7788 
4447,0 


Im  Ganzen     .... 
Verbrennungswarme  der  angewanten  Substanz  cal. 
»                  von  4  Grm.  Hexahydro- 
benzol      »4 

Molekulare  Verbrennungswarme  bei  constan- 

tem  Volumen  Cal. 
»  »  bei  constan- 

tem  Drucke  .    » 
Bildungswärme  aus  den  Elementen  ....      + 


54,4 
4392,6 

4  089,6 

934,5 

933,2 
44,8  Cal. 


Unter  Hinzunahme  der  früher  für  Benzol  und  für  Hexan 
ermittelten  Werthe  erhalten  wir  nach  den  im  Vorstehenden  ge- 
wonnenen Zahlen  folgende  Reihe : 

;^Cfj6MCal. 

.    892,0     »   I  44'° 
.    933,2     »      4*>2 
.   994,2     *    }  58>° 
Vom  Benzole   ausgehend   war  folgende  Reihe  berechnet 
worden : 

C6//6    .     .     .    779,8  Cal. 


n 


» 


0 


848,5    » 


893,8 


» 


.    939,4     n 
.    993,9    » 

Die  Uebereinstimmung  des  Befundes  und  der  Rechnung  ist 
daher  derartig ,  dass  sie  nach  allen  Erwartungen  kaum  grösser 
sein  könnte,  und  damit  ist  die  allgemeine  Gültigkeit  des  Hydri- 
rungsgesetzes  erwiesen. 
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Die  einzige  etwas  grössere  Abweichung  kommt  beim  Hexa- 
hydrobenzol  vor.  Sie  beträgt  gegen  die  berechnete  Zahl 
—  5,9  Gal.  Leider  hat  diese  Zahl  wegen  Mangels  an  Material 
nicht  controlirt  werden  können,  und  es  muss  daher  unent- 
schieden bleiben,  ob  diese  Zahl  genau  richtig,  oder  ob  sie  mit 
einem  Beobachtungsfehler  behaftet  ist,  oder  ob  vielleicht  das 
Material  nicht  den  absoluten  Grad  chemischer  Reinheit  besessen 
hat,  welcher  für  unsere  Messungen  unbedingt  erforderlich  ist. 

Um  den  Einfluss  der  Beobachtungsfehler  zu  zeigen,  so  mag 
erwähnt  werden,  dass  in  diesem  Falle  eine  Gewichtsdifferenz 
yon  0.001  Gramm  das  Endresultat  im  Betrage  von  2,5  Gal.  beein- 
flusse Andererseits  wttrde  ein  Wassergehalt  von  nur  0,5Proc, 
welcher  sich  in  jedem  Präparate  trotz  sorgfältiger  Trocknung 
immer  leicht  finden  kann,  das  Resultat  der  Verbrennung  um 
3  Cal.  verringert  haben. 

Es  mag  hier  besonders  darauf  hingewiesen  werden,  von 
welch  unheilvollem  Einflüsse  geringe  Mengen  von  fremden  Bei- 
mengungen  bei  so  feinen  Messungen ,  wie  sie  unserer  Methode 
eigensind,  sein  können.  Um  unshiervon  frei  zumachen,  controliren 
wir  bei  allen  von  uns  selbst  dargestellten  Präparaten  die  Reinheit 
derselben  durch  Bestimmung  der  Verbrennungswärme.  Sind  wir 
mit  der  Reindarstellung  der  Präparate  soweit  gekommen,  dass 
Schmelz-  und  Siedepunkt  sie  als  rein  im  gewöhnlichen  Sinne 
betrachten  lassen,  so  bestimmen  wir  den  Wärmewerth.  Darauf 
wird  das  Präparat  umkrystallisirt  oder  von  neuem  rectificirt, 
wobei  das  Uebergehende  in  mehreren  Antheilen  aufgefangen 
wird.  Nur  dann ,  wenn  der  Wärmewerth  dieses  von  neuem 
gereinigten  Präparates  mit  dem  vorher  ermittelten  zusammenfällt, 
und  namentlich  wenn  die  bei  der  Destillation  gewonnenen  Fractio- 
nen  gleichen  Wärmewerth  besitzen,  betrachten  wir  die  Reinheit 
der  Substanz  für  erwiesen  und  die  gefundene  Zahl  als  richtig. 
Es  ist  das  ein  zwar  mühsames,  aber  ein  zu  einem  sicheren  Ziele 
führendes  Verfahren. 

Sei  die  kleine,  beim  Hexahydrobenzol  gefundene  Abwei- 
chung bedingt  durch  irgend  welche  Ursache,  so  ist  sie  nicht 
gross  genug ,  um  auf  das  allgemeine  Ergebniss  irgend  welchen 
Einfluss  auszuüben.  Das  Resultat  steht  durchaus  im  Einklänge 
mit  unseren  früheren  Beobachtungen  und  auf  Grund  der  ther- 
mischen Verhältnisse  müssen  wir  zu  dem  Schlüsse  kommen : 

Im  Benzolkerne  können  nicht  drei  gleichwerthige  Doppelbin- 
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düngen  vorhanden  sein.  Die  Bindungen  sind  am  festesten  im  in- 
tacten  Benzolkerne ,  am  lockersten  bei  den  Di-  und  Tefrahydro- 
verbindungenund  erreichen  in  den Hexahydroverbindungen wieder 
einen  grossen  Grad  von  Stabilität,  der  aber  dem  des  ursprünglichen 
Kernes  nicht  gleichkommt 

Folgende  Gleichungen,  welche  unter  Zugrundelegung  der 
gefundenen  Werthe  aufgestellt  sind,  geben  hierfür  einen  Zahlen- 
ausdruck: 

Cftff6   +  H%  =  C^H9   +    0,8  Cal. 

C6ff8   +  Ht  =  C6#10  +  25,0  Cal. 

C.H„  +  H%  =  C%Hi%  +  27,8  Cal. 

C6//„  +  fff  =  C6//14  +  14,0  Cal. 
Zur  Umwandlung  des  Benzols  in  Dihydrobenzol  ist  daher 
fast  die  Gesammtenergie ,  welche  im  Wasserstoffmoleküle  auf- 
gespeichert ist ,  erforderlich.  Bei  der  zweiten  Hydrirungsstufe 
enthält  das  Anfangssystem  einen  Ueberschuss  an  Energie ,  wel- 
cher 25,0  Cal.  entspricht.  Ebenso  ist  bei  der  dritten  Hydrirungs- 
stufe im  Anfangssysteme  ein  Ueberschuss  an  Energie  von  27,8  Cal. 
vorhanden,  während  in  der  vierten  Hydrirungsstufe,  bei  welcher 
die  Sprengung  des  Benzolkernes  erfolgt,  der  Ueberschuss  an 
Energie  des  Anfangssystemes  nur  4  4,0  Cal.  beträgt. 

Die  Ergebnisse  der  thermo-  chemischen  Forschung  stehen 
daher  im  vollsten  Einklänge  mit  den  von  von  Babyer  ausgespro- 
chenen Anschauungen  über  die  Constitution  des  Benzols  und  sei- 
ner Derivate. 

Leipzig,  im  Juni  4893. 


SITZUNG  VOM  31.  JULI  4893. 

Max  Siegfried,  lieber  eine  neue,  stickstoffhaltige  Säure  der 
Muskeln.    Vorgelegt  vom  ordentlichen  Mitgliede  G.  Ludwig. 

Zur  Erklärung  der  Thatsache,  dass  der  atmosphärische,  in- 
active  Sauerstoff  im  Organismus  oxydirend  wirkt ,  hat  man  mit 
Recht  die  Aufmerksamkeit  auf  die  reducirenden  Substanzen,  die 
man  überall  in  den  Geweben  findet,  gelenkt.  Indem  diese  oxy- 
dirt  werden,  spalten  sie  das  Sauerstoffmolekül,  es  entsteht  activer 
Sauerstoff. 

Die  reducirenden  Substanzen  sind  jedoch  jedenfalls  nicht 
nur  beim  Abbau  des  Eiweisses,  sondern  auch  bei  den  Synthesen 
im  thierischen  Körper  von  Wichtigkeit.  Machen  wir  die  berech- 
tigte Annahme,  dass  diese  Substanzen  den  chemischen  Charakter 
der  Aldehyde  besitzen,  so  erkennen  wir  in  ihnen  äusserst  con- 
densationsfähige  Körper.  Sie  können  leicht  durch  Wasserab- 
spaltung selbst  mit  anderen  Körpern  höhere  Moleküle  aufbauen. 
Sie  können  ferner  kraft  ihrer  Fähigkeit,  zu  reduciren,  bei  gleich- 
zeitig einhergehender  Oxydation  Wasser  aus  anderen  Körpern 
abspalten  und  so  Synthesen  bewirken,  ohne  selbst  in  das  höhere 
Molekül  einzutreten. 

Ich  habe  versucht,  solche  reducirenden  Substanzen  zu  iso- 
liren.  Vor  allen  zeigen  die  Lösungen  der  Extractivstoffe  der 
Muskeln  in  hohem  Grade  die  Fähigkeit ,  Silberlösung  zu  redu- 
ciren. Es  gelang  mir,  aus  dem  Auszuge  mehrere  Kilo  Pferde- 
fleisch nach  Entfernung  der  bekannten  Bestandteile  nach  den 
üblichen  Methoden  und  vollständiger  Fällung  der  Fleischbasen 


486  Max  Siegfried, 

mit  Phosphorwolframsäure  bei  niederer  Temperatur  eine  geringe 
Menge  einer  zerfliessiichen,  stickstoffhaltigen  Substanz  zu  ge- 
winnen, welche  ammoniakalische  Silberlösung  ausserordentlich 
stark  reducirte.  Hierauf  verarbeitete  ich  50  Kilo  Pferdefleisch. 
Es  zeigte  sich  jedoch,  dass  trotzdem,  dass,  wo  es  irgend  anging, 
niedere  Temperatur  eingehalten  wurde,  wahrend  der  lange 
dauernden  Operationen  fast  alle  reducirende  Substanz  oxy- 
dirt  war. 

Nach  weiteren  vergeblichen  Versuchen  stand  ich  davon  ab, 
die  reducirende  Substanz  selbst  zu  isoliren  und  suchte  ein  Oxy- 
dationsproduct  derselben  zu  gewinnen.  Verdankt  die  Substanz 
ihre  reducirende  Eigenschaft  dem  Vorhandensein  einer  Aldehyd- 
gruppe, so  war  zu  erwarten,  dass  bei  gemässigter  Oxydation 
eine  Säure  entstand. 

Der  Muskelextract  eines  erstickten  Hundes,  welcher  Silber- 
lösung ausserordentlich  stark  reducirte,  wurde  mit  Aetzbaryt 
im  Ueberschuss  versetzt.  Nach  Filtriren  wurde  die  durch  Koh- 
lensäure vom  überschüssigen  Bariumoxydhydrat  befreite  Lösung 
mit  Eisenchlorid  versetzt.  Beim  Erwärmen  schieden  sich  rost- 
braune Flocken  ans ,  die  Lösung  gab  die  Reactionen  der  Eisen- 
oxydulsalze. Es  war  also  Ferrisalz  zu  Ferrosalz  reducirt,  ausser- 
dem hatte  sich  ein  unlösliches  Eisensalz  gebildet. 

Dieses  unslösliche,  jedenfalls  basische  Eisensalz  wurde  aus 
Fleischextract  in  grösseren  Mengen  gewonnen.  Es  löst  sich  in 
Ammoniak  zu  einer  dunkelbraunen  Flüssigkeit,  die  beim  Ein- 
dampfen Eisenoxydhydrat  abscheidet.  Durch  Extraction  des 
Bückstandes  mit  Wasser  und  Eindunsten  der  Lösung  wurde  ein 
auf  Lackmuspapier  sauer  reagirender,  stickstoffhaltiger  Syrup 
erhalten,  der  noch  etwas  Eisen  enthielt. 

Zur  Gewinnung  dieser  Säure  wurde  basisches  Eisensalz  mit 
Barytwasser  gekocht,  das  Filtrat  vom  Eisenrückstand  mit  Kohlen- 
säure unter  Zusatz  von  Ammoniak  vom  Baryt  bis  auf  Spuren 
befreit.  Der  erhaltene  Syrup  wurde  in  wenig  Wasser  unter  Zu- 
satz einiger  Tropfen  Schwefelsäure  gelöst.  Aus  der  filtrirten 
Lösung  schied  Alkohol  die  Säure  in  schwach  gefärbten  Flocken 
aus.  Nach  mehrmaligem  Umfallen  schied  sich  die  Säure  bei  all- 
mählichem Zusatz  von  Alkohol  in  undeutlich  krystallisirten  zer- 
fliesslichen  Individuen  aus. 

Die  Analysen  ergaben  für  die  Säure  die  Zusammensetzung : 
C,o<V306/V15. 
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I.  0,4287  g  S  g.  0,0702  g  ff20  und  0,2202  g  C02 

IL  0,4544  g  S  g.  0,0858  g  H20  und  0,2644  g  CO^ 

III.  0,4  473  g  S  g.  24,6  oc  N  bei  20,5°  T.  u.  752.8  mm  Bar.1) 

IV.  0,4630  g  S£.  24,0  oo  N  bei  20°  T.  u.  756.5  mm  Bar.1) 

Ber.  f.  C10NsObHn  Gef. 

L             IL  III.  IV. 

C          46,69#      .       46,66#     46,54#  -  - 

H           5,84#               6,06#       6,4  8#  —  — 

N         46,34#                  —            —  46,56#  46,76# 

Die  Säure  war  bei  4  05°  bis  zum  constanten  Gewicht  getrocknet. 
Aus  der  Formel  berechnet  sich  das  Molekulargewicht  257.  Die 
mit  der  geringen  Menge  noch  zu  Gebote  stehenden  reinen  Säure 
nach  der  Methode  der  Gefrierpunktserniedrigung  ausgeführte 
Molekulargewichtsbestimmung  ergab  die  Zahl  484 .  Wahrschein- 
lich ist  also  obige  Formel  zu  verdoppeln. 

Die  letzten  Spuren  Eisen  werden  durch  Kochen  mit  Baryt- 
wasser nicht  entfernt;  es  bedarf  des  wiederholten  Eindampfens 
mit  Ammoniak,  um  die  Säure  eisenfrei  zu  erhalten.  Die  analy- 
sirte  Säure  reducirte  ammoniakalische  Silberlösung  nicht,  wäh- 
rend der  zunächst  aus  dem  Eisensalz  erhaltene  rohe  Syrup  bei 
fast  allen  Darstellungen  Silber  reducirte.  Es  lag  die  Vermuthuog 
nahe,  dass  die  Fleischsaure,  wie  ich  die  Säure  Ci0NbOzHlb 
nennen  will ,  durch  Oxydation  der  reducirenden  Substanz  ent- 
standen war,  und  dass  auch  diese  eine  Säure,  eine  Aldehyd- 
säure sei  und  die  Fähigkeit  besitze,  ein  unlösliches  Eisensalz  zu 
bilden.  Das  bei  der  Darstellung  aus  Eisenohlorid  entstehende 
Eisenohlorür  konnte  ein  unlösliches  Ferrosalz  der  Aldehydsäure 
gebildet  haben. 

Thatsächlich  wurde  aus  Fleiscbextract  ein  grünlich  gefärbtes 
Eisensalz  mit  Eisenvitriol  unlöslich  abgeschieden ,  das  nach  der 
Zersetzung  mil  Barytwasser  und  Entfernung  des  überschüssigen 
Barytes  mit  Kohlensäure  und  Ammoniak  eine  eisenfreie  Säure 
gab,  welche  ammoniakalische  Silberlösung  stark  reducirte. 

Die  Vorstellung,  dass  die  Fleischsäure  ein  Oxydationspro- 
duct  der  reducirenden  Substanz  sei ,  wurde  dadurch  bestärkt, 
dass  aus  reiner  Fleischsäure,  welche  nicht  reducirte,  durch  Be- 
handlung mit  Natriumamalgam  sowohl  nach  Zusatz  von  Schwe- 


ll Die  Stickstoffbestimmungen  verdanke  ich  Herrn  Dr.  R.  Wulicbnus 
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feisäure  als  auch  von  Ammoniak  eine  Säure  erhalten  wurde, 
welche  Silberlösung  stark  reducirte. 

Die  Fleischsäure  ist  ferner  bemerkenswert  durch  ihr  Ver- 
halten gegen  Schwefelwasserstoff.  Durch  Einwirkung  von  Schwe- 
felwasserstoff auf  die  wässerige  Lösung  der  Säure  entsteht  eine 
schwefelhaltige  Substanz.  Durch  mehrmaliges  Umfallen  mit 
Alkohol  wurde  ein  Product  erhalten,  welches  folgende  Reactionen 
zeigte :  Beim  Verkohlen  der  trockenen  Substanz  entweicht  Schwe- 
felwasserstoff. Fügt  man  zu  der  wässerigen  Lösung  Silbernitrat, 
so  tritt  erst  eine  gelbe,  dann  röthliche  Färbung  ein,  schliesslich 
scheidet  sich  Schwefelsilber  reichlich  ab.  Zusatz  von  Salpeter- 
säure, sowie  Erhitzen  begünstigen  die  Zersetzung.  Beim  Kochen 
mit  alkalischer  Bleilösung  gibt  die  aus  reiner  Fleischsäure  dar- 
gestellte schwefelhaltige  Substanz  kein  Schwefelblei.  Wohl  aber 
wird  die  aus  der  rohen  Säure  durch  Schwefelwasserstoff  er- 
zeugte schwefelhaltige  Säure  beim  Kochen  mit  Natronlauge 
unter  Bildung  von  Schwefelnatrium  zersetzt.  Wahrscheinlich 
entsteht  dieser  Schwefelkörper  aus  der  reducirenden  Substanz. 
Er  könnte  eine  Thioaldehydsäure  sein. 

Die  Bedeutung  der  Fähigkeit  der  Fleischsäure,  aus  Schwefel- 
wasserstoff Schwefel  organisch  zu  binden,  liegt  auf  der  Hand. 
Schwefelwasserstoff  entsteht  bei  der  hydrolytischen  Spaltung 
des  Eiweisses.  Trifft  dieses  giftige  Spaltungsproduct  mit  der 
Fleischsäure  beziehentlich  mit  der  reducirenden  Substanz  zu- 
sammen, so  wird  es  absorbirt.  Es  bilden  sich  Körper,  in  denen 
der  Schwefel  organisch  gebunden  ist.  Die  Entstehung  des  Gy- 
stins  und  anderer  Körper,  in  denen  der  Schwefel  in  nicht  oxy- 
dirter  Form  vorhanden  ist,  finden  vielleicht  so  ihre  Erklärung. 

Es  wurde  ferner  basisches  Eisensalz  auf  ähnlichem  Wege, 
wie  aus  Muskelextracten ,  aus  ca.  4  00  Liter  Harn  und  aus  den 
nach  der  Methode  von  Hlasiwetz  und  Habermann  aus  300  g  Eier- 
albumin erhaltenen  Eisensalzproducten  isolirt.  Die  aus  dem 
Eisensalz  gewonnene  Säure  zeigte  in  beiden  Fällen  das  Verhalten 
der  Fleischsäure.  Vor  allen  entstanden  auch  hier  durch  Schwefel- 
wasserstoff schwefelhaltige  Körper,  welche  die  oben  beschrie- 
benen Reactionen  gaben. 

Die  Fleischsäure  ist  also  ein  neuer  nicht  oxydirter  Bestand- 
theil  des  Harnes ,  den  wir  bei  klinischen  Untersuchungen  be- 
rücksichtigen müssen.  Da  sie  Eisen  in  alkalischer  Lösung  zu 
binden  vermag,  so  steht  sie  möglicherweise  in  Beziehung  zum 
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Haemoglobin.  Als  OxydatioDsproduct  der  reducirenden  Sub- 
stanz und  wegen  ihrer  Fähigkeit,  Schwefel  aus  Schwefelwasser- 
stoff aufzunehmen,  verdient  sie  Beachtung. 

Zeigt  es  sich,  dass  die  Fleischsaure  auch  in  grösseren  Quan- 
titäten nicht  giftig  wirkt,  so  ist  sie  vielleicht  auch  therapeutisch 
verwendbar. 

Die  quantitative  Bestimmung  derselben  ist  leicht  ausführ- 
bar. Nach  den  Versuchen  des  Herrn  Dr.  M.  Idb,  über  welche 
später  berichtet  werden  soll,  erhält  man  durch  Wägung  des  fil- 
trirten,  sorgfältig  gewaschenen  und  getrockneten  Niederschlages 
und  Bestimmung  des  Stickstoffes  dieses  Salzes  nach  Kjeldahl 
constante  Werthe. 

Ich  hoffe,  bald  weitere  Mittheilungen  über  die  Fleischsäure 
und  ihre  Derivate  folgen  lassen  zu  können.  Durch  diese  Mit- 
theilung möchte  ich  mir  die  ungestörte  Weiterbearbeitung  des 
Gebietes  sichern. 


J.  Hartmann,  Die  Polhöhe  der  Leipziger  Sternwarte.  Vor- 
gelegt von  Herrn  Bruns. 

Die  auf  den  folgenden  Seiten  mitgetheilten  Breitenbestim- 
mungen am  Universalinstrument  Wanschaff  der  Leipziger  Stern- 
warte bilden  die  unmittelbare  Fortsetzung  der  von  Herrn  Dr. 
Hayn  ausgeführten  und  in  diesen  Berichten  (Sitzung  vom  6.  Febr. 
4  893)  veröffentlichten  Beobachtungsreihe.  Das  unverändert  bei- 
behaltene Beobachtuugsprogramm  ist  im  Allgemeinen  das  fol- 
gende. Es  wurden  in  der  Nähe  des  Meridians  Zenithdistanzen 
abwechselnd  von  Nord-  und  Südsternen  gemessen,  welche  zwi- 
schen 40°  und  60°  Höhe  culminirten.  Jeder  Stern  wurde  zuerst 
in  der  einen  Kreislage  an  den  beiden  horizontalen  Fäden  ein- 
gestellt ,  hierauf  ebenso  in  der  anderen  Kreislage.  Der  Ueber- 
gang  von  der  einen  zur  anderen  Lage  erfolgte  nicht  durch  Um- 
legung, sondern  durch  Drehung  um  die  verticale  Axe.  Zur 
Ablesung  des  Kreises  dienen  zwei  Mikroskope ,  deren  Stellung 
durch  das  auf  dem  Mikroskopträger  befestigte  Niveau  controlirt 
wird. 

Der  Parswerth  des  Niveaus  wurde  vor  Beginn  der  Beobach- 
tungen auf  dem  Niveauprüfer  bestimmt,  wobei  das  Niveau  nicht 
aus  seiner  Fassung  genommen  wurde.    Es  ergab  sich 

4  891  Aug.  48     I    +  48?6  C     1P  =  2'.'030 

II    +  48.6  =  4.985 

Aug.  20  III    +  47.8  =2.004 

IV    +  47.7 =  4.984 

Mittel  4  p  =  4 '.'999  dt  0704  4 

Zur  Reduction  der  Beobachtungen  wurde  der  Werth  I p  =  2'.'00 
verwendet. 

Der  Run  der  beiden  Mikroskope  wurde  wie  bisher  für  jeden 
Abend  constant  angenommen  und  aus  den  Beobachtungen  selbst 
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mittrist  des  Abstandes  der  beiden  beweglichen  Doppelfäden 
von  einander  berechnet.  Nach  zahlreichen  Messungen  hatten 
diese  Distanzen  folgende  Werthe : 

bei  Mikroskop  I    3*  4  4?4 60 
»  *  II    3    13.446 

Die  Zahlen  stimmen  fast  genau  mit  den  früher  gefundenen  Wer- 
ihen  überein,  wodurch  die  genügende  Festigkeit  dieses  als  con- 
stant  angenommenen  Abstandes  gesichert  ist. 

Die  Schrauben  der  beiden  Mikroskope  wurden  auf  perio- 
dische und  fortschreitende  Fehler  innerhalb  der  drei  allein  be- 
nutzten Schraubengange  untersucht.  Bei  Mikroskop  I  zeigte  sich 
ein  etwa  0P4  betragender  Unterschied  der  einzelnen  Gänge,  doch 
wurde  dieser  ebenso  wie  der  nirgends  0?4  erreichende  Fehler 
der  Schraube  II  vernachlässigt.  Grösser  war  der  periodische 
Fehler  der  Schraube  I,  wegen  dessen  die  Ablesungen  die  folgen- 
den Correcturen  erhielten: 


4894 

4892 

0* 

0?0 

0?0 

5 

+  0.4 

+  0.2 

40 

+  0.2 

+  0.3 

45 

+  0.2 

+  0.3 

20 

+  0.3 

+  0.2 

25 

+  0.3 

+  0.4 

30 

+  0.4 

0.0 

35 

—  0.4 

0.0 

40 

-  0.3 

-  0.2 

45 

—  0.3 

—  0.3 

50 

-  0.3 

—  0.3 

55 

-0.2 

—  0.2 

Im  Januar  4892  wurde  das  Mikroskop  I  bei  Gelegenheit 
einer  grösseren  Veränderung  am  Instrument  gereinigt,  wodurch 
sich  der  Fehler  jedoch  nur  wenig  geändert  hat. 

Die  soeben  erwähnte  Umänderung  des  Instrumentes  sollte 
eine  grössere  Stabilität  des  Mikroskopträgers  herbeiführen.  Es 
zeigte  sich  nämlich  schon  an  einem  der  ersten  Beobachtungs- 
abende, dass  die  Niveaublase  nicht  zur  Ruhe  kam,  selbst  wenn 
man  das  Instrument  viele  Minuten  lang  unberührt  liess.  In  Folge 
hiervon  ergaben  sich  an  einigen  Abenden  bis  zu  4 "  verschiedene 
Werthe  der  beobachteten  Zenithdistanz ,  je  nachdem  man  das 
Niveau  vor  oder  nach  den  Mikroskopen  ablas.  Ein  Versuch  zeigte 
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nun  zunächst ,  dass  der  auf  der  horizontalen  Axe  reitende  Mi- 
kroskopträger bei  einer  Drehung  dieser  Axe  im  gleichen  Sinne 
sehr  merklich  mitgedreht  wurde,  wie  dies  auch  schon  Dr.  Schu- 
mann constatirt  hatte1).  Nach  Abschluss  der  ersten  sieben  Be- 
obachtungsabende ,  zwischen  denen  keine  Unterbrechung  ein- 
treten sollte,  wurden  längere  Reihen  von  Niveauablesungen  nach 
vorhergehenden  Drehungen  des  Instrumentes  ausgeführt.  Die 
gleichzeitigen  Ablesungen  des  Axenniveaus  ergaben,  dass  wohl 
der  grösste  Theil  der  erwähnten  Niveauschwankungen  durch 
langsame  Bewegungen  verursacht  wurde,  welche  der  ganze 
obere,  im  Azimuth  drehbare  Theil  des  Instrumentes  ausführte. 
Diese  Azimuthdrehung  erfolgt  um  einen  conischen  Zapfen  aus 
Stahl,  auf  welchen  die  den  oberen  Theil  tragende  Büchse  aus 
Rothguss  durch  das  Gewicht  des  Instrumentes  aufgepresst  wird. 
Damit  dieser  Druck  nicht  zu  gross  sei  und  so  ein  Festsetzen  im 
Azimuth  verursache,  stützt  sich  die  Büchse  mittelst  einer  durch 
drei  Schrauben  verstellbaren  horizontalen  Stahlplatte  auf  die 
obere  abgestumpfte  Spitze  des  Conus.  Da  diese  drei  Schrauben 
schwer  zugänglich  sind,  so  muss  man  dieselben  so  stark  an- 
ziehen, und  hierdurch  die  Büchse  so  weit  vom  Conus  abheben, 
dass  auch  im  Winter ,  wo  die  Büchse  vermöge  ihres  grösseren 
Ausdehnungscoefficienten  sich  am  engsten  an  den  Conus  an- 
schliesst ,  noch  die  Drehung  des  Instrumentes  möglich  ist.  Bei 
höherer  Temperatur  wird  dann  aber  die  Büchse  sehr  locker  auf 
dem  Conus  aufsitzen  und  da  der  Zwischenraum  durch  eine  Oel- 
schicht  ausgefüllt  ist,  so  sind  die  beobachteten  langsamen  Nach- 
ziehungen sehr  erklärlich.  Es  wurden  daher  zunächst  die  drei 
Schrauben  etwas  gelockert,  wodurch  sich  die  Büchse  fester  auf 
den  Conus  presste.  Ein  hierauf  vorgenommenes  Nivellement 
zeigte,  dass  die  Stabilität  des  Instrumentes  sich  ganz  erheblich 
gebessert  hatte ;  jedoch  kamen  immer  noch  kleinere  Bewegungen 
der  Blase  namentlich  beim  Höhenniveau  vor.  In  diesem  Zustande 
des  Instrumentes  wurde  die  zweite  Reihe  von  sechs  Beobach- 
tungsabenden erhalten. 

Nach  Beendigung  dieser  Reihe  wurde  im  December  das 
Instrument  auseinandergenommen  und  der  bisher  auf  der  Axe 
reitende  Mikroskopträger  durch  einen  neuen  ersetzt,  der  mit  dem 


4)  Schumann,  Die  Polhohe  der  Leipziger  Sternwarte.     Sitzungsber. 
vom  6.  Febr.  4898  pag.  270. 
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Axenlager  aus  einem  Stück  gegossen  war.  Das  Höhenniveau 
wurde  wie  früher  auf  demselben  befestigt,  nur  musste  jetzt 
durch  richtige  Nivellirungdes  ganzen  Instrumentes  mittelst  seiner 
Fussschrauben  dafür  gesorgt  werden,  dass  die  Blase  immer  nahe 
der  Mitte  des  Niveaus  blieb.  Gleichzeitig  wurde  der  Versuch 
gemacht,  durch  Unterlegung  von  flachen  Federn  unter  die  oben 
erwähnten  drei  Schrauben  den  Anschluss  der  Büchse  an  den 
Conus  inniger  zu  machen,  ohne  ein  Festsetzen  befürchten  zu 
müssen.  Die  späteren  Beobachtungstage  zeigten,  dass  bei  fest- 
stehendem Instrument  Aenderungen  des  Niveaustandes  während 
der  Mikroskopablesung  gar  nicht  mehr  eintraten,  jedoch  wurde 
der  m.  F.  einer  Höhenmessung  kaum  merklich  kleiner.  Die  Ver- 
wandlung der  früheren  starren  Entlastung  des  Conus  in  eine 
elastische  hatte  zur  Folge,  dass  sich  das  Instrument  im  Azi- 
muth  sehr  schwer  drehte  und  an  einigen  Tagen  festzusetzen 
drohte.  Es  soll  daher  später  die  Entlastungsvorrichtung  zwar 
starr,  aber  so  leicht  verstellbar  eingerichtet  werden,  dass  man 
sie  der  jedesmaligen  Temperatur  leicht  anpassen  kann.  Im  März 
4892  wurde  das  Instrument  wieder  aufgestellt.  Es  konnte  hier- 
auf nur  noch  eine  Reihe  von  sechs  Abenden  beobachtet  werden, 
da  der  Verfasser  im  Juni  Leipzig  auf  ein  Jahr  verliess. 

Von  der  Reduction  ausgeschlossen  wurden  im  Ganzen  zwei 
Sterne  des  ersten  Beobachtungsabends.  Beim  ersten  waren 
durch  ein  Versehen  bei  der  Einstellung  in  den  beiden  Kreislagen 
zwei  verschiedene  Sterne  beobachtet  worden  und  beim  zweiten 
fehlt  eine  Niveauablesung.  Sonst  wurden  alle  Beobachtungen 
beibehalten  und  mit  gleichem  Gewicht  in  die  Rechnung  ein- 
geführt. 

Die  Oerter  der  beobachteten  Sterne  wurden  dem  Berliner 
Jahrbuche  entnommen,  nachdem  an  denselben  durchgehends  die 
tägliche  Aberration  und  in  d  der  von  der  Mondlänge  abhängige 
Theil  der  Nutation  angebracht  war.  Statt  ß  Delphini  wurde 
einige  Male  fälschlich  £  beobachtet.  Um  dessen  Ort  im  System 
des  Fundamental-Cataloges  zu  erhalten,  wurde  aus  mehreren 
Catalogen  sein  Abstand  von  den  umliegenden  sechs  Funda- 
mentalsternen bestimmt,  auf  1894.0  reducirt  und  an  den  im 
B.  J.  für  4894  gegebenen  mittleren  Oertern  der  betreffenden 
Sterne  angebracht.  Ausserdem  lieferten  die  Leipziger  Zonen 
und  der  Gatalog  des  Harvard  College  noch  direct  den  Ort  im 
Fund  -System. 
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• 

so  gefünd 

enen  Oerter  sind  die 

folgenden : 

a  1891.0 

8  1891.0 

Armagh 
12-Y 

20*30"12!752 
12.709 

+  14° 

17'     — 
53'.'417 

6-Y 

12.670 

— — 

7-Y 

12.688 

53.435 

10-Y 

12.778 

54.290 

Yarnall 

12.730 

53.920 

Brüssel 

12.698 

53.160 

Raddiffe 

12.655 

55.840 

Glasgow 

Leipzig 

Harvard 

12.709 
12.692 
12.704 

55.742 
54.354 
54.154 

Nach  passender  Gewichts vertheilung  folgte  der  Hittelwerlh : 

20b  30m  1 2^707  +  1 4°  1 7'  54'.'24 

In  der  folgenden  Tafel  sind  die  soheinbaren  Oerter  zu- 
sammengestellt. 

Tafel  A. 


«  app. 

cf  app. 

a  app. 

ff  app. 

1S91 

51  H.  Ceph. 

y  Sagittae 

Aug.  28 

6»»49m42?78 

87°4  2'49'.'53 

Aug.  29 

49h53n>56?68 

49°4  4'57':24 

29 

4  8.29 

49.35 

34 

56.61 

57.57 

34 

4  4.29 

49.04 

Sept.    8 

56.54 

58.43 

Sept.    8 

47.85 

47.84 

9 

56.50 

58.56 

9 

48.85 

47.66 

er  Urs.  min. 

C  Aquilae 

Aug.  28 

4 

49 

29.08 

88  43  32.26 

Aug.  24 

49     0 

25.93 

18  42  13.52 

29 

29.77 

32.60 

28 

25.89 

4  3.97 

C  Delphini 

29 

25.88 

4  4.42 

Aug.  29 

20 

30 

4  4.94 

4  4  48    4.29 

34 

25.85 

4  4.35 

Sept.    8 

4  4.83 

5.46 

Sept.    8 

25.73 

4  4.78 

9 

44.82 

5.58 

9 

25.72 

4  4.87 

ß  Delphini 

<f  Aquilae 

Aug.  28 

20 

32 

28.44    44  13    8.45 

Aug.  34 

4  9  20 

2.19 

2  53  58.35 

Sept.    9 

28.35 

9.64 

X  Urs.  min. 

«  Equulei 

Aug.  24 

19  32 

56.4  4 

88  58  48.05 

Oct.  23 

24 

40 

24.30 

4  48    3.28 

25 

55.47 

4  8.34 

28 

24.25 

3.04 

28 

54.97 

49.20 

Nov.    3 

24.45 

2.84 

29 

50.79 

49.45 

40 

24.06 

2.50 

34 

48.40 

49.90 

42 

24.03 

2.35 

Sept.    8 

39.82 

21.56 

4  H.  Drac. 

9 

38.64 

24.84 

Oct.  46     9 

21 

32.70 

84  48    6.48 

y  Sagittae 

23 

33.86 

4.92 

Aug.  25 

49  53 

56.66 

49  44  56.59 

26 

• 

34.72                  4.48 

28 

56.64 

57.07 

Nov.    3 

35.77 

3.32 
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a  app. 

cf  app. 

«  app. 

cf  app. 

4  H.  Drac. 

4  H.  Drac. 

Nov.  40 

9»>24»87!04 

84°48'  2'.'46 

März  25 

9h24*47!68 

84°48'27'.'79 

42 

37.40 

2.32 

30 

47.47 

28.88 

e  Pegasi 

April    9 

46.05 

30.58 

Oct.  4  6 

24   38    54.97 

9  22  46.52 

40 

45.93 

30.76 

23 

51.88 

46.80 

n  Leonis 

28 

54.84 

46.68 

März  24 

9  54    34.38 

8  33  44.25 

Nov.    3 

54.72 

46.56 

22 

34.37 

44.26 

40 

54.63 

46.34 

25 

84.85 

44.36 

42 

54.60 

46.45 

30 

34.34 

41.54 

#  Pegasi 

April    9 

34.21 

44.87 

Oct.  4  6 

22     4    44.29 

5  89  57.4  4 

40 

84.20 

41.95 

23 

44.24 

57.34 

a  Leonis 

\ 

28 

44.45 

57.48 

März  24 

4  0     2    38.28 

42  29  39.46 

Nov.    3 

44.07 

57.03 

22 

38.27 

39.48 

42 

43.95 

56.84 

25 

38.26 

39.64 

30  H.  Cam. 

30 

38.22 

39.93 

Oct.  4  6 

40  47    44.48  83     6  25.94 

April    9 

38.12 

40.35 

23 

45.63 

23.88 

40 

38.4  4 

40.44 

Nov.    3 

47.64 

24.37 

30  H.  Cam. 

40 

48.95 

49.92 

März  24 
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Zur  Ermittelung  der  meteorologischen  Daten  wurde  das  am 
nördlichen  Ende  des  Spaltes  angebrachte  Thermometer  zwar 
nicht  bei  jedem  Sterne,  aber  doch  öfter  des  Abends  abgelesen. 
Die  Barometerstande  wurden  aus  den  nach  dem  Stationsbaro- 
meter verbesserten  Aufzeichnungen  des  Barographen  entnommen. 
Die  direct  beobachteten  Grössen,  aus  denen  dann  dieWerthe  für 
jede  einzelne  Beobachtung  interpolirt  wurden,  sind  folgende 
(Bar.  schon  auf  0°  reduc): 
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Tafel  B. 


St.  Zt. 

Bar. 

Therm. 

St.  Zt. 

Bar. 

Therm. 

1891 

b      in 

mm 

C. 

b     m 

mm 

C. 

August  24 

4  8  23 

750.4 

+43?9 

Nov.  4  0 

24      4 

746.3 

+  6?0 

20   42 
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746.4 
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35 

49  32 

750.6 

+43.3 

22  46 

746.5 

+  4.8 
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750.6 

+43.8 

42 

24      8 

747.5 

+  4.8 

28 
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753.4 

+  45.2 

24   56 

747.7 

+  3.4 
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753.4 

+44.3 

22  58 

747.9 

+  3.4 
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+4  4.0 
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760.0 

+  2.7 
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753.3 
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+43.9 
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9     0 

756.2 

+  5.9 

31 
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+  5.2 

20  42 
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+43.4 

40  49 
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+  4.4 
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+44.8 

40  22 

754.5 

+  3.8 
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748.9 

+44.5 

9  49 

762.2 

+  1-8 

24   56 

748.9 

+44.6 

40  20 

762.4 

+  2.0 
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759.0  | 

—  0?7 

I 

In  der  nun  folgenden  Zusammenstellung  der  Beobachtungen 
ist  unter  Kr.  die  Kreislage  und  unter  F.  der  Horizontalfaden  (oberer 
oder  unterer)  angegeben.  Die  Ablesung  ist  corrigirt  für  Refrac- 
tion  und  Theilungsfehler  und  auf  den  Meridian  reducirt.  Die 
beiden  folgenden  Golumnen  enthalten  den  Zenithpunkt,  bezogen 
auf  die  Mitte  der  beiden  Fäden  und  unter  I  die  aus  jedem  Sterne 
direct  folgende  Polhöhe.  Columne  II  wird  später  erklärt  werden. 
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3.13 

7.43 
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Ans  je  zwei  in  derselben  Kreislage  auf  einander  folgenden 
Ablesungen  ergeben  sich  für  die  Distanz  der  beiden  horizontalen 
Faden  im  Mittel  folgende  Werthe: 

Südsterne  Nords  lerne 

Kr.  r.  Kr.  I.  Kr.  r.  Kr.  I. 

I  45'.'75  (17)  45:'53  (47)  46'.'19  (15)  45:'96  (15) 
11  46.0(  (21)  45.54  (21)  46.33  (42)  45.66  (IS) 
111     46.22  (18)     46.00  (18)     46.56  (17)     45  85  (17) 
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Mit  I,  II,  III  sind  hier,  wie  auch  weiterhin,  die  drei  Reihen 
bezeichnet : 

I     4894  Aug.  24  — Sept.    9 

II  Oct.   46  —  Nov.   42 

III     4  892  März  24  —  ApriHO. 

Die  Differenz  Kr.  rechts  —  Kr.  links  ist  überall  positiv,  wir 
finden : 


SUdsterne 

Nordsterne 

Kr.  r.  —  Kr.  1. 

Kr.  r.  —  Kr.  1. 

I     -|-  0?22 

+  0723 

II     +  0.50 

+  0.67 

III     +0.2* 

+  0.7<. 

Es  ist  schwer  für  diesen  Unterschied ,  den  auch  schon  die 
früheren  Beobachter  nachgewiesen  haben,  eine  Erklärung  zu 
geben.     Aus  der  ScHNAUDER'schen  Beobachtungsreihe  fand  Dr. 

Schuhann : 

Südsterne  Nordsterne 

+  0'.'28  +  0760. 

Dr.  Hatn  fand  nur  bei  den  Nordsternen  einen  auffallenden 
Unterschied : 

Südsterne  Nordsterne 

—  +  0754. 

Nach  den  bei  den  oben  besprochenen  Nivellements  gemach- 
ten Erfahrungen  bot  sich  zunächst  der  folgende  Erklärungs- 
versuch dar.  • 

Es  hatte  sich  damals  gezeigt,  dass  die  langsamen  Bewegun- 
gen der  Niveaublase  fast  immer  in  dem  Sinne  erfolgten,  dass 
die  Ablesungen  grosser  wurden.  Die  mittelst  des  Niveaus  ver- 
besserte Kreisablesung  wurde  also  im  Allgemeinen  um  so 
grösser,  je  längere  Zeit  zwischen  der  Einstellung  auf  den  Stern 
und  der  Niveauablesung  verging  und  zweitens  je  schneller  die 
Blasenbewegung  war.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  letztere  am 
schnellsten  erfolgte  gleich  nach  der  Drehung  um  den  Conus,  so 
musste  immer  der  in  jeder  Kreislage  zuerst  eingestellte  Faden 
im  Vergleich  zum  zweiten  eine  zu  grosse  Ablesung  ergeben.  Be- 
zeichnen wir  den  bei  d Kreis  rechts«  oben  befindlichen  Faden  mit 
a,  den  unteren  mit  6,  so  wurde  nach  dem  Beobachtungsprogramm, 
welches  die  Herren  Schnaudsr  und  Hatn  befolgt  hattep,  immer 
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erst  der  obere  Faden  eingestellt ,  d.  h.  bei  Kr.  r.  erst  a  dann  6, 
bei  Kr.l.  in  der  Reihenfolge  b  a.  Es  hätte  also  nach  unserer  An- 
nahme bei  Kr.  r.  a,  bei  Kr.  1.  b  eine  zu  grosse  Ablesung  geben 
müssen.   Nun  ist  die  Distanz  der  Fäden  =b  —  a,  woraus  folgte 

Kr.  r.    b  —  a    zu  klein 
Kr.  1.    b  —  a    zu  gross 

d.  h.  Kr.  r.  —  Kr.  1.  negativ. 

Eine  ähnliche  Ueberlegung  bestimmte  den  Verfasser  schon 
vor  dem  Bekanntwerden  obiger  Differenz  vom  Sept.  9  4  894  an 
den  Beobachtungsmodus  dahin  abzuändern,  dass  in  jeder  Kreis- 
lage zuerst  Faden  a  und  dann  Faden  b  eingestellt  wurde.  Wie 
wir  eben  gesehen  haben,  hätte  durch  die  Niveaubewegungen  die 
Differenz  Kr.  r.  —  Kr.  1.  negativ  werden  müssen ,  während  sie 
sich  aus  allen  Beobachtungen  positiv  ergiebt.  Da  dieselbe  ausser- 
dem bei  den  Nordsternen  durchweg  grosser  ist,  als  bei  den  Süd- 
sternen ,  so  ist  es  wohl  am  wahrscheinlichsten ,  dass  ein  syste- 
matischer Fehler  in  der  Pointirung  auf  die  beiden  nicht  ganz 
gleich  starken  Fäden,  wohl  in  Folge  der  bei  Kr.  r.  und  bei  Kr.  1. 
verschiedenen  Stellung  des  Auges,  die  in  Hede  stehende  positive 
Differenz  verursacht  habe.  Durch  die  Bewegung  des  Instrumen- 
tes musste  dieser  Fehler  bei  der  früheren  Beobachtungsart  ver- 
kleinert werden,  und  dies  bestätigen  auch  die  Beobachtungen, 
falls  man  aus  den  geringen  Unterschieden  überhaupt  etwas  fol- 
gern darf:  bei  Reihe  II  und  III  ist  Kr.  r.  —  Kr.  1.  positiv  grösser 
als  bei  I. 

Bilden  wir  aus  beiden  Kreislagen  das  Mittel ,  so  folgen  die 
Fädendistanzen: 

Südsterne  Nordsterne               Mittel 

I     45764  (34)  46707  (30)  45784  (64) 

II     45.79  (48)  46.00  (24)  45.87  (66) 

III     46.41  (36)  46.24(34)  46.46(70). 

Auch  hier  ergeben,  wie  bei  den  früheren  Beobachtern,  die 
Nordsterne  grössere  Werthe  als  die  Südsterne.  Zwischen  II  und 
III  wurde  neu  focusirt.  Diese  Differenz  dürfte  mit  der  vorigen 
auf  denselben  Grund  zurückzuführen  sein. 

Der  Zenithpunkt  hat  sich  gut  gehalten,  doch  scheint  an 
mehreren  Abenden  eine  der  Zeit  proportionale  Aenderung  an- 
gedeutet zu  sein.  Für  die  einzelnen  Abende  der  Reihen  I  und  II 
geben  (mit  3  Ausnahmen)  die  Nordsterne  grössere  Zenithpunkte, 
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als  die  Südsterne,  bei  III  ist  es  umgekehrt.    Für  die  Berechnung 
der  Breiten  sind  diese  Unterschiede  ohne  Bedeutung. 

Eine  Vergleichung  der  einzelnen  Werthe  von  q>  zeigte  schon, 
dass  die  Biegung,  welche  in  der  Form  b  sin  z  angenommen  wurde, 
stark  mit  dem  Kreisstande  variirte.  Da  auch  eine  langsame  Ver- 
änderung von  q>  vorausgesetzt  werden  musste,  so  konnten  immer 
nur  Abende  gleichzeitig  ausgeglichen  werden ,  die  bei  gleichem 
Kreisstande  kurz  nach  einander  beobachtet  waren.  Diese  Aus- 
gleichung wurde  nach  der  GAucHY'schen  Methode  durchgeführt 
und  lieferte  folgende  neun  Werthe  von  g>  und  b : 


Sterne 

<P 

mittl.  F. 

z. 

b 

4894  Aug.  24,25,28 

40 

54°20'5:'30 

±  0'.'20 

0° 

+  4704 

Aug.  29,34 

44 

5.60 

0.32 

420 

—  0.85 

Sept.   8,   9 

44 

5.60 

0.26 

240 

+  2.60 

Oct.  46,23 

44 

6.07 

0.24 

240 

+  2.39 

Oct.  28,  Nov.  3 

40 

5.76 

0.46 

0 

+  2.48 

Nov.  40,42 

42 

6.34 

0.44 

420 

—  0.75 

4  892  März  24,22 

44 

5.93 

0.22 

270 

+  4.36 

März  25, 30 

42 

4.95 

0.49 

30 

+  3.36 

April   9,4  0 

42 

5.69 

0.07 

450 

—  0.24 

Die  angesetzten  mittleren  Fehler  der  q>  sind  noch  ein  wenig 
zu  gross,  da  zu  ihrer  Berechnung  nicht  die  aus  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  folgende  kleinste  Fehlerquadratsumme  ver- 
wendet wurde.  Der  m.  F.  einer  Breitenbestimmung  aus  einem 
Stern  ergiebt  sich  für  die  drei  Reihen : 

I     ±  0'/87 

II  0.64 

III  0.57. 

Diese  Fehler  sind  berechnet  aus  den  Abweichungen  von 
den  zuletzt  angegebenen  zwei-  resp.  dreitägigen  Mittelwerthen. 
Man  sieht,  dass  die  Genauigkeit  bei  der  ersten  Reihe  erheblich 
geringer  ist,  als  bei  den  späteren,  was  wohl  in  dem  Schlottern 
des  Instrumentes  auf  dem  Conus  seinen  Grund  haben  dürfte. 
Zwischen  II  und  III  dagegen  ist  die  Verbesserung  nicht  nennens- 
werth. 

Die  für  die  Horizontalbiegung  b  gefundenen  Werthe  haben 
einen  deutlichen  cyclischen  Verlauf.     Wir  ziehen  die  Werthe 


0° 

480° 

30 

240 

60 

240 

90 

270 

420 

300 

450 

330 
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zusammen,  welche  bei  um  480°  verschiedenen  Kreisstttnden 
erhalten  wurden  und  bekommen  so  die  folgenden  bm : 

Z  bm  V  &a  —  b' 

+  4?64  +  4?74  —  0:'4  0 

+  3.36  +3.29  +0.07 

+  2.49  +2.87  —0.38 

+  4.36  +0.88  +0.48 

—  0.80  —0.70  —0.40 

—  0.24  —0.28  +0.04 

Unter  b'  sind  hier  die  Grössen  beigefügt,  die  sich  aus  der  Formel 

V  =  +  1'/30  +  2'.'40  sin  2(Z  —  44°28') 

ergeben.  Man  hat  wohl  anzunehmen,  dass  das  zweite  Glied  die 
Folge  einer  ungleichen  Durchbiegung  des  Kreises  ist,  da  ein  pe- 
riodischer Theilungsfehler  von  dieser  Grösse  bei  der  ausgeführten 
Kreisuntersuchung  nicht  hätte  entgehen  können. 

Zur  Reduction  der  Beobachtungen  wurde  die  Biegung  mit 
den  Werthen  b  berechnet,  und  die  so  verbesserten  q>  sind  in 
Tafel  G  unter  II.  aufgeführt.  Aus  diesen  ergeben  sich  durch 
Mittelbildung  die  folgenden  Abendresultate : 

4894  Aug.  24/25  54°20'4'/92  (4)       4894  Nov.    3  54°20'5?74  (6) 

28  5.56  (6) 

29  5.97  (6) 
34  5.46  (5) 

Sept.        8  5.75  (5) 

9  5.47(6) 

Oct.         4  6  5.74(5) 

23  6.35  (6) 

28  5.85  (4) 

Nach  den  in  letzter  Zeit  von  vielen  Seiten  angestellten 
Untersuchungen  darf  man  als  erwiesen  betrachten,  dass  die  Pol- 
höhe keine  Gonstante  ist,  sondern  gewissen  Schwankungen 
unterliegt.  Zur  Ableitung  eines  Endresultates  können  wir  daher 
nicht  aus  obigen  Zahlen  einfach  das  Mittel  nehmen,  sondern  wir 
haben  uns  nach  einer  Interpolationsformel  umzusehen,  welche 
sich  an  die  Beobachtungen  möglichst  gut  anschliesst.  Eine  gra- 
phische Darstellung  der  obigen  Abendmittel  sowie  der  von  Dr. 
Hatr  für  die  Periode  4890  Dec.  4  bis  4894  Aug.  5  gefundenen 
Werthe  zeigte  nun ,  dass  sich  beide  Reihen  gut  durch  eine  Pe- 


10 

6.53  (6) 

42 

6.09  (6) 

4 892  März  24 

6.04  (5) 

22 

5.83  (6) 

25 

5.42  (6) 

30 

4.79  (6) 

April  9 

5.77  (6) 

40 

5.62  (6) 

360 


Die  Polhöhb  dbr  Lbipzigbr  Sternwarte.  509 

riode  von  etwa  432  Tagen  darstellen  lassen.  Ich  wählte  gerade 
432  Tage  nur  zur  Vereinfachung  der  Rechnung,  weil  dann  das 
Argument  täglich  um  50'  wächst.  Zu  einer  Bestimmung  der 
Periodendauer  ist  eine  so  kurze  Beobachtungsreihe  natürlich 
nicht  geeignet. 

Um  zu  ermitteln,  wie  genau  sich  die  beiden  Beobachtungs- 
reihen von  Dr.  Hayn  und  vom  Verfasser  durch  denselben  Curven- 
zug  darstellen  lassen,  wurde  zunächst  jede  Reihe  für  sich  unter 
Zugrundelegung  der  432tägigen  Periode  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  ausgeglichen.  Die  beiden  Beobachter  liefer- 
ten so  die  folgenden  Ausdrücke: 

Hayn :  <p  =  5* °20'5753  +  07296  sin (* ~  "'g0^') 

Hart«ann:  <p  =  5VW5747  +  07778  8in^^8^|^^\360° 

Als  mittlerer  Fehler  eines  Abendmittels  ergab  sich  für  die 
beiden  Beobachter  ±  0736  resp.  ±  0739.  Die  zweite  Beob- 
tungsreihe  umfasst  nur  ein  ziemlich  steiles  Maximum ,  wodurch 
der  Goefficient  des  periodischen  Gliedes  wohl  etwas  zu  gross, 
die  mittlere  Breite  zu  klein  ausgefallen  sein  kann.  Die  Ueber- 
einstimmung  der  beiden  Epochen  ist  dagegen  ganz  überraschend, 
dieselben  liegen  nur  1 3  Tage  aus  einander.  Wir  dürfen  daher 
ohne  Bedenken  beide  Reihen  zusammen  ausgleichen  und  erhal- 
ten dann : 

q>  =  5<°20'5756  +  07423  sin  (  —  *™9°*'  *  )  360° 

mit  einem  m.  F.  der  mittleren  Polhöhe  von  ±  07059. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  geographische  Breite  des  Haupt- 
pfeilers der  Sternwarte 

<p  =  51°20'5798  +  07423  sin  /i^J?®^°^!)  360° 

gültig  für  die  von  den  Beobachtungen  umfasste  Zeit 

4  890  December  4  bis  4  892  April  1 0. 

• 

£s  war  anfangs  beabsichtigt,  auch  die  früheren  Breiten- 
bestimmungen der  Leipziger  Sternwarte,  welche  Herr  Dr.  Schu- 
mann in  der  oben  citirten  Arbeit  zusammengestellt  hat,  einer 
einheitlichen  Ausgleichung  unter  Zugrundelegung  einer  Periode 
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von  etwa  430d  zu  unterwerfen.  Da  es  sich  hier  jedoch,  abge- 
sehen von  den  Beobachtungen  von  Engelmann  und  Schxaudbr, 
nur  um  ganz  kurze  Beobachtungsreihen  handelt,  die  durch  lange 
Zeiträume  von  einander  getrennt  sind ,  so  musste  einstweilen 
hiervon  Abstand  genommen  werden.  Denn  zur  Ueberbrückung 
dieser  Zwischenräume  fehlt  es  vorläufig  noch  an  einer  genaueren 
Kenntniss  der  Dauer  der  Periode.  Um  letztere  zu  bestimmen, 
hätte  nun  zunächst  die  zeitlich  am  nächsten  liegende  Beobach- 
tungsreihe von  Herrn  Schnauder  benutzt  werden  können.  Die 
ScHNAUDEa'schen  Beobachtungen  zeigen  jedoch  nur  eine  sehr 
schwach  ausgesprochene  zeitliche  Schwankung  von  <p  und  zwar 
fällt  nach  der  Untersuchung  von  Dr.  Schuhann  ein  Minimum  auf 
4886.00,  während  von  unserer  oben  gefundenen  Epoche  um 
5J  Perioden  zurückgerechnet  ein  Minimum  auf  1885  Juli  17 
fallen  müsste.  Nehmen  wir  nun  zwischen  den  beiden  beobach- 
teten Minimis  4886.0  und  1891  Juni  16  fünf  Umläufe  an,  so 
kommen  wir  auf  eine  Periode  von  395d,  nehmen  wir  dagegen 
vier  Umläufe  an,  was  fast  ebenso  berechtigt  ist,  so  kommen  wir 
auf  493d.  Hieraus  ersieht  man,  dass  an  eine  Bestimmung  der 
Periodendauer  aus  den  genannten  Reihen  nicht  zu  denken  ist, 
zumal  da  es  ja  noch  fraglich  ist,  ob  die  Erscheinung  überhaupt 
mit  der  hier  angenommenen  und  für  die  kurze  Zeit  auch  gül- 
tigen Einfachheit  und  Regelmässigkeit  verläuft.  Es  blieben 
nun  nur  noch  die  Meridiankreisbeobachtungen  von  Engelmann 
aus  den  Jahren  1866 — 67  übrig.  Da  in  der  Publication  nur 
Mittelwerthe  von  <p  angegeben  sind,  so  ging  der  Verfasser 
zur  Ermittelung  der  Abendwerthe  auf  die  Beobachtungsbücher 
zurück.  Hierbei  zeigte  es  sich  jedoch,  dass  etwa  noch  die 
gleiche  Anzahl  Breitenbestimmungen  desselben  Beobachters  bis 
zum  Jahre  1 872,  jedoch  erst  zum  Theil  reducirt,  vorhanden  sind. 
Da  es  aber  momentan  an  der  zur  neuen  Reduction  dieser  ganzen 
sechsjährigen  Reihe  nöthigen  Zeit  mangelt,  so  musste  dies  einer 
späteren  Untersuchung  vorbehalten  bleiben. 
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SITZUNG  VOM  31.  JULI  1893. 

Otto  Stande  in  Rostock,  lieber  die  Bahncurven  eines  in  einem 
Räume  von  drei  Dimensionen  beweglichen  Punktes,  welche  in- 
finitesimale Transformationen  zulassen.  Vorgelegt  von  Herrn 
Engel. 

Die  vorliegende  Mittbeilung  enthält  die  Weiterführung  der 
zuletzt  *)  von  mir  vorgelegten  Untersuchungen.  Hatte  ich  mich 
damals  auf  die  Bewegung  eines  Punktes  in  einem  zweifach  aus- 
gedehnten Gebilde  beschäftigt,  so  war  die  Verallgemeinerung 
der  aufgeworfenen  Fragen  auf  dreifache  Mannigfaltigkeiten  un- 
mittelbar geboten 2).  In  der  That  führen  meine  jetzigen  Ent- 
wicklungen zu  analogen  Resultaten,  wie  die  früheren;  nur  habe 
ich  in  der  vorliegenden  Note  die  Erweiterung  der  §§  4  und  5 
der  früheren  Note  ausgeschlossen ,  um  in  einer  späteren  Mit- 
theilung auf  sie  zurückzukommen. 

Allgemeine  Formulirung  der  Aufgabe. 

Es  sei  ein  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
2.  Ordnung  zwischen  drei  Variablen  w,  v,  w  in  der  Form : 

(4 )  v"  =  V(u  vwv'  w')  ,     w"  =  W(u  vwvr  w') 

4)  Vgl.  diese  Berichte  Jahrg.  4892,  vom  47.  October. 

2)  Mittlerweile  hat  auch  Herr  Stäckel  (vgl.  diese  Berichte  Jahrg.  4  893, 
vom  8.  Mai)  die  von  mir  am  4  7.  October  4  892  vorgelegten  Resultate  theil- 
weise  nicht  nur  auf  drei,  sondern  auf  beliebig  viele  Dimensionen  ausgedehnt. 
Indessen  gehen  meine  obigen  Betrachtungen  insofern  weiter,  als  sie  unmittel- 
bar auch  die  erforderliche  Form  des  Linienelementes  der  betreffenden  Räume 
bestimmen,  wie  in  meiner  Note  vom  4  7.  October  4892,  §  9,  während  Herr 
Stäckel  sich  auf  die  Verallgemeinerung  meines  ebenda  in  §  2  gegebenen 
Theorems  be  schränkt. 
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vorgelegt,  wo  die  Accente  die  Differentiation  nach  u  bedeuten ; 
ferner  bezeichne  das  Symbol 

(2)       77=  |(«,  v,  w)¥  +  n  (u,  v,w)¥  +  £(„,  „,  «,)  ^ 

eine  infinitesimale  Transformation  in  den  Variablen  u,  v,  tu.  Sollen 
dann  die  Differentialgleichungen  (4)  die  infinitesimale  Transfor- 
mation (2)  zulassen,  sonst  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
die  beiden  folgenden  Gleichungen  identisch  in  m,  v,  w,  v'}  w' 
bestehen1): 

+  «(^.-»?M)^'-'?M^'t+(l„-2'2„)t''-2'/««>'-'?„ 
+  {(«I,  ~  n*)  +  3I««'+  *l.»'}  ^-  {li  -  M  ^ 

-  Ss  v'  «/}  jg  +  {£  +  S,  i/  -  (g,  -  £,) «/  -  |,i/  w' 


(3) 


öv 


_  £  w'*\  AL  =  o 


|„  *'•«'+  2  |M  t/  u." + |M  «,'» -  £„  f'»  +  2  g, ,  -  C„)  v-  w' 
-  {£, -  !,«>'}  ^+  {(8|,  -  £,)  +  8|, v'+  3|,«,'}W 

+  S  —  +  n  y-  +  ?  j-  +  fo,  -  (l,  - »?,) «' + % «/ 


du 


Äü 


du; 


Maw 


Hierin  bedeuten  die  unteren  Indices  \ ,  2 ,  3  die  partielle 
Differentiation  nach  u,  v,  tu. 

Dieser  Satz  soll  auf  eine  Gattung  von  Aufgaben  der  Mecha- 
nik angewendet  werden.  Es  seien  nämlich  in  irgend  welchem 
ebenen  oder  nicht  ebenen  Räume  von  drei  Dimensionen  u,  v,  w 
die  Coordinaten  eines  Punktes  und  das  Quadrat  des  Linienele- 
mentes in  diesen  Coordinaten  : 


1)  Vgl.  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen  I,  S.  11J. 


Ukber  die  Bahncurven  btc. 


513 


(*) 


ds*  =  Edu%  +  Fdv*  +  Gdw*  +  ZLdvdw 
-\-$Mdwdu  +  %Ndudv  . 


Der  betrachtete  Punkt  bewege  sich  unter  dem  Einfluss  einer 
Kräfte function  H(u,  v,  w>),  die  keine  Constante  ist.  Alsdann 
lauten  die  Differentialgleichungen  der  oo4  einem  bestimmten 
Werthe  h  der  Gonstanten  der  lebendigen  Kraft  entsprechenden 
Bahncurven  des  Punktes  folgendermaassen : 

v"  =  —  {(n  —  et/)  P+  (/*  —  nv')  <?  +  (/  —  mv')  R) 
(n  -  ev')HA  +  (f-  nv')H,  +  (l  -  mv')Hz 

"*"  2(//  +  A) 

tv"  =  —  {(m  —  ew')  P+(l  —  nw')  Q  +  {g  —  mw')  R) 

(m  -  ew') HK+(l-  nw') H%  +  (g-  mw')  H, 

2(//+A) 


(») 


+ 


Hierin  ist  zur  Abkürzung  gesetzt : 


(6) 


'S 


S 
P  = 

0  = 

R  = 


*E+  Fv'%  +  Gm;'1  +  ZLv'w'  +  %Mw'  +  2AV 

+  (M%  +N3-  L{)v'w'  +  Esw'  +  E,v' 

W  -  **ü  +  iFtt/*  +  (I>  -  \G%)w'*  +  Fsv'w' 

+  (NS  +  Li-Mi)w'+Fiv' 

(*t  -  "K)  +  (^  -  K.)  *>"  +  i  G.io'» 

+  G,i/  w'  +  G4  w'  +  (Lt  +  i/,  —  iV8)  v' . 


Es  bedeuten  ferner  e,  /*,  y,  Z,  m,  n  die  durch  Z)  dividirten  Unter- 
determinanten der  gleichnamigen  Elemente  der  Determinante: 


(?) 


Z>  = 


E    N    M 
N    F    L 
M    L     G 


endlich  haben  die  unteren  Indices  < ,  2,  3  und  die  Accente  die- 
selbe Bedeutung,  wie  in  den  Gleichungen  (4 )  und  (3). 

Nach  dem  vorausgeschickten  Satze  sollen  nun  die  Beding- 
ungen dafür  aufgestellt  werden,  dass  die  Differentialgleichungen 
(5)  die  infinitesimale  Transformation  (2)  gestatten,  und  zwar  un- 
abhängig von  h. 

34* 
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§2. 

Einführung  der  kanonischen  Coordinaten  der  infinitesimalen 

Transformation. 

Um  die  Betrachtung  zu  vereinfachen ,  denken  wir  uns,  wo- 
rin keine  Beschränkung  liegt,  unter  w,  v,  w  ein  System  kano- 
nischer Coordinaten  der  infinitesimalen  Transformation  Tf \  so 
dass: 

(2')  §  =  0,     ,==0,     ?  =  1;  77=^ 

wird.   Alsdann  reduciren  sich  die  Gleichungen  (3)  auf: 

bV  bW 

(3')  r=°>  i  =o, 

v    '  ow  ow 

wo  nun  für  V  und  W  bezüglich  die  rechten  Seiten  der  Glei- 
chungen (5)  einzusetzen  sind.  Dies  giebt  die  folgenden  Beding- 
ungen : 

^-  {In  —  ev')  P+  (/•—  nv')  <?  +  (/  —  mv')R) 
ow 

1  *-  [{(n  -  ev')  ff,  +  (f-  nv')  Ht+(l  -mv')  ff,}  /*] 


Z(ll  +  h)bw 

+  n"+h)A("-™Vh+(f-™Vh+{i-™*)Hs}s'*  =  o , 

{(m  —  ew')  P+{1  —  nw')  <?  +  (?  —  mw') «} 


bto 


1  -  [{(»»  —  ««>') #. + (/  —  nvf)  Ht  +  (g—  mw')  ff,}  «',*] 


2(//+A){ltü 

+  8  (#/+*)' {(W  ~  C  ^  ff« +('  ~  "«>')#.+ (0  ~  »» «0  ff,}  s'*=  0 . 

Da  die  beiden  Bedingungen  unabhängig  von  h  bestehen  sollen, 
zerfallen  sie  in  die  sechs  Gleichungen : 

(  A  {(»  -ev')P+(f-nv')Q  +  (l-m v') ft}  =  0  , 
I  ?> w  {('"  ~  *w')  p  +  ('  -  " w')  <?  +  (.<?  -  mw')  11}  =  0  ; 
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^  [{(n-  ev') ff,  +  (f-nt/)  ff,  +  (l-mv') //,}«'*]  =  0  , 

(9)    \    , 

—  [{(m-etü')ff1+(i-nu)')//t+(</-mtü')/M*'t]  =  0; 

f  ff, {(n  -  et/)  ff,  +  (/"-  nt/j  ff,  +  (l  -  mv')  ff,}  •«  =  0  , 
1     J  \  //,  {(m  —  c  «/)  ff,  +  (/  —  nw')  fft  +  {9  —  m  w')  ff,}  s'2  =  0  , 

welche  im  Folgenden  weiter  zu  discutiren  sind. 

§3. 
Die  Bedingung  für  die  Kräftefnnetion. 

Aus  den  Gleichungen  (4  0)  gehen,  da  sie  identisch  in  v\  w 
bestehen  müssen  und  der  Factor  s'*  4=  0  ist,  die  Bedingungen 
hervor : 

[eHi+nH%  +  mHt)Ht  =  0 

(nHi  +  fH,+   IH9)H,  =  0 

[mHK+  IB%+  gH,)H3  =  0, 

aus  denen  wiederum,  weil  die  Determinante: 

e     n    m 
n     f     l 
m     l     g 

nicht  verschwindet  und  H  nicht  constant  ist,  hervorgeht: 

(42)  //s  =  0;  //=//(w,v)  . 

Diese  Bedingung  ist  auch  hinreichend  für  das  Bestehen  der 
Gleichungen  (4  0),  deren  Bedeutung  sich  somit  in  dem  Satze  aus- 
sprechen lässt: 

Die  Kräftefunction  H  ist  eine  Invariante  oder  die  Niveau- 
flachen  sind  invariante  Flächen  der  infinitesimalen  Transformation. 

Diesen  Umstand  können  wir  zur  weiteren  Vereinfachung 
unserer  Entwicklung  benutzen.  Da  nämlich  mit  u,  v,  w  auch 
uK  =  H  (11,  i>),  v{  =  G  (u,  v),  w{  =  wy  unter  G  (u,  v)  eine  von  II  (u,  v) 
unabhängige  Function  von  u,  v  verstanden,  kanonische  Goordinaten 
der  infinitesimalen  Transformation  sind,  so  können  wir  fernerhin 
ohne  Beschränkung  unsere  kanonischen  Goordinaten  u}  v,  w  von 
vornherein  so  gewählt  voraussetzen,  dass  #4=  4 ,  //4=  0,  H3=  0  ist. 


(44)  d  = 


D 
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§*. 
Die  Bedingung  für  die  Verhältnisse  der  E,  F,  G,  L,  M,  N. 

Dadurch  reduciren  sich  die  Gleichungen  (9) ,  zu  denen  wir 
gegenwärtig  übergehen,  auf: 

(9')        *    r(n  —  ev'\  s,%]  =  0  ,      ,-  [Im  -  ew')  *'«]  =  0  . 

Durch  Entwicklung  dieser  Gleichungen  und  Nullsetzen  der  ein- 
zelnen Coefficienten  der  Potenzen  und  Producte  von  v\  tv  folgen 
die  ferneren  Bedingungen : 

Emi  +  k\m  =  Q  Ens  +  E3n  =  0  Fe8  +  F,e  =  0 
Fmi  +  F3m  =  0  Gn3  +  G8n  =  0  Ge3  +  G3e  =  0 
Nmi  +  Nim  =  0         Jfn3+Af3n  =  0  Z,e3  +  L3e  =  0 

(Ee%+Ete)-%[Mm%+Mtm)  =  0  (Ees+  Ese)  -  2  (Nn3+  N9n)  =  0 
(Fn,+  Ftn)  -  2  (Net+  N,e)  =  0     (G  >n3+G3m)--2(Ä  e,+ Jf3e)  =  0 

(Lnh+Lsm)-(Ne,+Nse)  =  0     {Lns+Lsn)^(Mei  +  y,e)=0. 

Da  nun  e,  n,  m  als  Elemente  einer  Reihe  der  Determinante  d  in 
[\\)  nicht  alle  drei  gleichzeitig  verschwinden  können,  so  folgt 
leicht,  dass  die  Determinanten: 

EFS-ESF,     EGs  —  EzGi     etc., 

alle  verschwinden  müssen,  also  die  Verhältnisse  E:  F:G:L:M:  N 
von  w  unabhängig  sind.  Diese  Bedingung  ist  aber,  wie  sofort 
zu  erkennen,  auch  hinreichend  für  das  Bestehen  der  vorigen 
Gleichungen  und  damit  der  Gleichungen  (9'),  bezüglich  (9).  Die 
Bedeutung  dieser  Gleichungen  ist  also  dahin  auszusprechen : 

Die  Verhältnisse  der  sechs  Coefficienten  E,  F,  G,  L,  M,  N  des 
Quadrates  des  Linienelementes  sind  von  w  unabhängig  oder  die 

infinitesimale  Transformation  Tf=r-1-  ist  conform. 

§»• 
Die  Bedingung  fttr  den  gemeinsamen  Factor  der  E,  F,  G,  L,  M,  N, 

Infolge  des  vorigen  Satzes  werden  wir  jetzt  die  Coefficienten 
E,  F,  . .  mit 

e*(«,i>,i0)  £i  9     e&{utv,w)  Fi  ^  .  .  . 
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bezeichnen,  wobei  F4,  F4, . . .  nur  von  den  beiden  Variabein  u,  v 
abhängen  und  der  Exponent  der  Exponentialfunction  e^tt»v»w) 
eine  noch  disponible  Function  der  drei  Variabein  u,  v}w  ist. 
Setzen  wir  alsdann  entsprechend  (7)  und  (4  4): 


D4  = 


F4     Nl     MK 
Nl      F4      V 

U4    V     c« 


e1 


F4  G4  —  /,«  L4 


fi_GxEi  —  MKM{ 

I    —  Di  i 


rf«  = 


:    e1 


n' 


nv 


nl     w1 


f4      /4 
Z«      «j4 


so  haben  wir: 

D  =  e*#DK\    e  =  e"^e4,     /*=  «-*/•» ,  .  .  .  ,    ([  =  e-*&d[. 
Endlich  ergiebt  sich,  wenn  wir: 

setzen,  mit  Rücksicht  auf  (6): 

P  =  (**!  +  **i  #)  +  M  +  ^  ~  **J  ~  **4  **K* 
+  (*,Jf4  -  iG{  -  4*4 G4)t<>"  +  (ÄJ  +  *, Af4  +  #8iV4 

—  L\  —  *4£*)t/ti>'+  *,#!!;'  +  (F4  +  *.£*) 

und  entsprechende  Ausdrücke  für  ()!  und  /?*. 

Die  Gleichungen  (8)  nehmen  hiernach  die  folgende  Gestalt  an : 

b 


(*') 


bw 

b_ 
bw 


{(nt  _  e<  |/)  p*  +  (^  _  ni  ^ j  qi  +  (/i  _  mi  </)  fli}  _  0 
{(m1  —  e4  t*>')  I»+  (/*  —  n4  w')  <?4  +  ($4  —  ml w')  R{)  =  0  . 


Indem  wir  diese  Gleichungen  entwickeln,  wollen  wir  nachträg- 
lich den  obern  Index  4  fortlassen,  also  die  neu  eingeführten 
Grössen  F4,  F4,  . . . ,  e4,  f\  ...  wieder  mit  F,  F,  . . . ,  e,  /*,  . . . 
bezeichnen.  Die  Nullsetzung  der  Goefficienten  der  Potenzen  und 
Producte  von  v\  w'  in  (8'1  giebt  dann,  wenn  wir  für  den  Augen- 
blick die  Abkürzungen : 

04  =    ß*U  +  W*M  +  m*JJ 
®t  =**«  +  /■*•»  +  **» 
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einführen,  die  folgenden  Relationen : 

£©,  =  0  F03  =  O  004=0 

F©3  =  0  F04=O  G©,  =  0 

Z,©4=0  Jfö,  =  0  iV©3  =  0 

££©,—  NGt  =  0      ^F©,  — 2V04=O      L©,  — Jf0t=O 

£F04  —  if03  =  O      £G08  — ^©,=0      jL0s—  NGi=0. 

Aus  diesen  geht  aber,  wie  man  leicht  zeigt,  hervor,  dass : 

©i=0,      ©,  =  0  ,      ©,  =  0 
und  damit: 

^3=-<>,    #M  =  0,     ^,3  =  0. 

Demgemäss  ist,  unter  a  eine  Constante  verstanden : 

#3  =  Sa 

(4  3)  &(u,v,w)  =  2&[u1v)  +  iaw  , 

wo  die  neue  Function  &  (u,  v)  nur  von  u,  v  abhängt.  Diese  Form 
von  &{u,  v,  w)  ist  auch  hinreichend  für  die  Gleichung  (8').  Die 
Gleichungen  (8)  für  sich  allein  würden  der  Annahme  //=const. 
in  (5)  entsprechen  und  bedeuten  daher,  dass  die  geodätischen 
Linien  unseres  Raumes  die  Transformation  (£')  gestatten;  in 
Verbindung  mit  den  Gleichungen  (9)  aber  ergeben  sie  nach  Vor- 
stehendem die  Redeutung : 

Der  gemeinsame  Factor  der  Coefficienten  E,  F,  G,  L,  M,  N 
hat  die  Form : 

wo  &  (w,  v)  eine  beliebige  Function  von  u,v  und  a  eine  Constante  ist. 

§6- 
Zusammenfassung  der  drei  gefundenen  Bedingungen. 

Das  Resultat  unserer  Entwickelungen  lautet  gegenwärtig 
folgendermaassen : 

Ein  Punkt  bewegt  sich  unter  Einfluss  einer  Krüftefunction, 
die  keine  Constante  ist,  in  irgend  welchem  Räume  von  drei 
Dimensionen.  Wir  betrachten  die  oo4  Bahncurven  der  Bewegung, 
welche  einem  bestimmten  Werthe  der  Constanten  h  der  lebendigen 
Kraft  entsprechen.  Sollen  diese  oo*  Curven,  unabhängig  von  A, 
eine  infinitesimale  Transformation  gestatten,  so  ist  dazu  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  in  dem  Räume  ein  Coordinatensystem  u,  v7  w 
existirt,  in  welchem  das  Quadrat  des  Linienelementes  die  Form  hat: 
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(U)   ds*  =  e*Ku>v)+taw{E{u,v)du*  +  F(u,  v)dv*  +  G(u,v)div* 
+  2L(w,  v)dvdw  +  ZM(u,  v)  dw  du  +  SN(u7  v)  du  dv)  . 

und  dass  alsdann  gleichzeitig  die  Kräftefunction  die  Form  hat: 

(45)  H  =  H(u}  v)  . 

Die  infinitesimale  Transformation  selbst  stellt  sich  in  diesem 
Coordinatensystem  durch  das  Symbol 

ow 
dar. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bahncurven  lauten  in  den 

nämlichen  Coordinaten  u,  v,  w,  falls  u  als  unabhängige  Variable 

gedacht  wird,  folgendermaassen: 

v"=:  —  {(n  —  ev')  P+  [f—  nv')  Q+(l  —  mtf)R} 

{n-ev')Hl  +  (f-nv,)H%0 


(16) 


+  i(H  +  h) 

w"=  —  {(m  —  ew')  P+  [l  —  nw')  Q+(g  —  mvo')  ß} 

(m-ew')Ut  +  (l-nw')Ht 

worin  sur  Abkürzung 

S  =«+  Ft/*  +  Gw'*  +  ILv'w'  +  %Mu  +  iNv' , 

P  =  (±Et  +  &tE)  +  (Nt  +  ZÖtN-\Fl  -  &AF)v'* 

+  (iaM  —  |  G4  —  £,  G)«/1  +  (i/,  +  Z&tM  +  2aN—  Lt 
—  i^Ljv'tv'  +  iaEw'  +  (£,  +  i&tE)v' 

und  analoge  Ausdrücke  für  Q  und  H  zu  denken  sind,  während 

FG  —  L*        ,      GE—M* 

e  =  — D~  '     r= D—  '  ■•■ 

und  D  die  Determinante  der  E,  F,  ...  ist.  Wie  erforderlich 
kommt  in  den  Gleichungen  (4  6)  die  Variable  w  selbst  nicht  vor, 
nur  w'  und  u/\ 

Bezüglich  des  in  diesem  Paragraphen  ausgesprochenen  Re- 
sultates bedarf  es  keiner  besonderen  Erwähnung1),  dass  dasselbe 


4)  Vgl  meine  Abhandlung  im  Journal  für  reine  und  angewandte 
Mathematik,  Bd.  4  05,  S.  34  4  IT. ;  ferner  Stäckel,  Ueber  die  Differentialglei- 
chungen der  Dynamik  etc.,  ebenda  Bd.  407,  S.  330;  auch  Boltzmann,  Vor- 
lesungen über  Maxwbll's  Theorie  etc.,  I.  Theil  (1894),  S.  6. 
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nur  der  Kürze  wegen  so  gefasst  ist ,  dass  es  von  der  Bewegung 
eines  Punktes  spricht,  dass  es  aber  ohne  weiteres  auf  alle  Be- 
wegungen mit  drei  Graden  der  Freiheit,  bei  denen  das  Integral 
der  lebendigen  Kraft  gilt,  sich  bezieht. 

Beispielsweise  ist  bei  der  Rotation  eines  starren  Köiyers  um 
einen  festen  Punkt,  in  den  EuLER'schen  Winkeln  •)  q>,  %,  xp  aus- 
gedrückt, die  lebendige  Kraft  T  von  der  Form  : 

T=\{[A  sin« rp  +  B cos* ip)  sin« x  +  C cos* %} tp'* 

+  ${A  cos*ip  +  C sin« xp) /•  +  \Cxp'% 

+  (A  —  B)  &inxp  costp  sinx  -  (p'  X  +  Ccos#  'ty'tp'  , 

wo  A}  B,  C  die  Hauptträgheitsmomente  des  Körpers  in  Bezug  auf 
den  Drehungspunkt  sind.  Ist  daher  eine  Kräftefanction  von  der 
Form  H(x,  xp)  vorhanden,  so  gestatten  die  beiden  von  der  Zeit  freien 
Differentialgleichungen  2.  Ordnung  der  Bewegung  die  infinitesi- 

male  Transformation  Tf=r-t--    Auf  dieses  Beispiel  und  einige 

andere  Anwendungen  des  obigen  Satzes  komme  ich  bei  einer 
andern  Gelegenheit  zurück. 

§7. 
Die  reducirte  Form  des  Linienelementes. 

Man  kann  nun  die  Form  (44)  des  Quadrates  des  Linien- 
elementes noch  vereinfachen,  ohne  dass  u,  v,  w  aufhören,  kano- 
nische Coordinaten  der  infinitesimalen  Transformation  Tfm  sein. 
Denn  mit  u,  v,  w  sind  auch  u4,  vif  iv{  kanonische  Coordinaten, 
falls  zwischen  beiden  Systemen  die  Relationen  bestehen  : 

(17)        ui=u,    vi=<p{u,v)J     wi  =  ip(u,  v)  +  w  . 

Bestimmt  man  hier  die  beiden  Functionen  cp  und  xp  durch  die 
Formeln: 

q>(u,v)  =  0(u)+fVFG(rL\v,    ip(u}v)=W(u)+f^bv7 

die  nur  von  u  abhängenden  Functionen  <Z>  und  V  beliebig  ge- 
wählt und  die  Integrale  partiell  nach  v  ausgeführt,  so  erhält  das 
Quadrat  des  Linienelementes  in  (44)  die  Form: 


4)  Vgl.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  2.  Aufl.  Bd.  I, 
S.  279. 
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f  ds*  =  a1*t(«i»«i)  +  »««i  {Ei  (tt|  ,  vj  du?  +  dv\  +  rfwj 

l  +8Jf1(ti1,t?1)du?4dti1  +  %Ni{ul,yi)duidvi)  , 

wo  &ly  EA,  MA,  N{  Functionen  von  uK ,  vK  sind. 

Wir  können  also  dem  Satze  des  §  6  noch  hinzufügen,  dass 
unter  seinen  Voraussetzungen  das  Quadrat  des  Linienelementes 
auch  auf  die  Form  (4  8}  gebracht  werden  kann,  während  die 
Kräftefunction  dabei  die  Form  Hi  (u4 ,  i?€)  und  das  Symbol  der 

infinitesimalen  Transformation  die  Form  2Y=  — —  erhält.  Dabei 

bwA 

stellt  noch  immer  u{  =  const.  ein  beliebig  gewähltes  System  in- 
varianter Flächen  der  infinitesimalen  Transformation  dar,  wäh- 
rend auf  jeder  dieser  Flächen  die  Curven  vK  =  const.  und  wK  = 
const.  zwei  Schaaren  isothermer  Curven  bilden ,  deren  erstere 
aus  Bahncurven  der  infinitesimalen  Transformation  besteht. 

Hieraus  ergiebt  sich  mit  Hinblick  auf  einen  früher  von  mir 
aufgestellten  Satz  *)  der  folgende  Zusatz  zu  dem  Resultate  des  §  6 : 

Die  Bahncurven  des  Punktes  gestatten  auch  dann  noch  die 
infinitesimale  Transformation  Tf,  wenn  derselbe  sich  nicht  frei 
in  dem  betreffenden  Räume  bewegt,  sondern,  ohne  Aenderung  der 
Kräftefunction,  gezwungen  wird,  auf  einer  beliebigen  invarianten 
Fläche  der  Transformation  zu  bleiben. 

§8- 
Der  Fall  des  gewöhnlichen  Raumes. 

Im  gewöhnlichen  Räume  von  drei  Dimensionen  ist  die  in- 
finitesimale Transformation;  welche  die  geodätischen  Linien  des 
Raumes  in  ihrer  Gesammtheit  invariant  lässt  und  zugleich  con- 
form  ist,  die  conforme  projective  infinitesimale  Transformation. 
Dieselbe  drückt  sich  bekanntlich  in  den  gewöhnlichen  Raum- 
coordinaten  x,  y,  z  durch  folgende  Formeln  aus : 

Tf-M  +  iU+tX 

ox        '  by  bz 

£  —  a-\-kx-{-ny  —  mz 
rj  =  b  —  nx  +  k  y  +  Iz 
t  =  c  +  mx  —  ly  +  kz  , 
in  denen  a,  b,  c,  k,  l,  m,  n  beliebige  Constanten  bedeuten. 

4)  Diese  Berichte  4  892,  S.  438. 


(20) 
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Diese  Formeln  können  aber  durch  Goordinatentransformation  in 
eine  der  beiden  Normalformen  gebracht  werden 

!;  =  mx  +  ny  l£  =  ny 

(49)      «    rj=my  —  nx  (49')    <  17  =  -—  nx 

.  £  =  mz  \  £  =  m  , 

wo  m,  n  wieder  irgend  welche  Constanten  sind.  Den  beiden 
Normalformen  entsprechen  bezüglich  die  infinitesimale  Spiral- 
transformation und  die  infinitesimale  Schraubentransformation !). 
Die  invarianten  Flächen  dieser  beiden  Transformationen  sind  die 
allgemeinen  Spiralflächen l) : 

F[m  arctg  —  +  n  log  Vcc*  -+-  y* ,     log  Yx%  +  y*  —  log  z)  =  0 

und  die  allgemeinen  Schraubenflächen : 

F(x*  +  y%,    m  arctg  ^-  +  nz)  =  0 

mit  den  Specialfällen  bezüglich  der  Kegelflächen  und  Cylinder- 
flächen  und  dem  gemeinsamen  Specialfalle  der  Rotationsflächen. 
Man  kann  nun  als  kanonische  Goordinaten  der  beiden  infinite- 
simalen Transformationen  (4  9)  und  (19')  die  folgenden  nehmen: 

u  =  log  Vx%  +  y%  —  log  z 


v  =  m  arctg  ^  +  n  log  Vx*  +  y%     ,g(),. 


w  =  —  log  z 
m 


u  =  log  Vx%  +  y% 

v  =  m  arctg  -  +  ns 
x 

\ 

w  =  —  z  . 
m 


Alsdann  erhält  man  in  der  That  für  das  Quadrat  des  Linienele- 
mentes beziehungsweise : 

feiu 
ds*  =  etmo<-%  [(m*+ri*)(du+mdw)*+dv*—Zn(du+mdw)dv] 

+  m%dw%\ 

ds*  =  e*uldu*  +  l—  dv  —  ndw\  \  +  m*dw* , 

also  Ausdrücke  von  der  Form  (1 4). 
Rostock,  am  27.  Juli  1 893. 


4)  Vgl.  Lie,  Vorlesungen  über  Differentialgleichungen,  bearb.  u.  hcr~ 
ausgeg.  von  Scheffers,  S.  242  ff. 


\ 
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Die  folgenden  Betrachtungen  stehen  mit  denjenigen  im 
engen  Zusammenhang,  die  in  zwei  Noten  vom  6.  Februar  und 
8.  Mai  d.  J.  in  diesen  Berichten  veröffentlicht  sind.  Sie  haben 
den  Zweck,  die  Anwendbarkeit  der  in  den  citirten  Notizen 
aufgestellten  Additionstheoreme  für  den  Fall  der  elliptischen 
Functionen  und  dem  Transformationsgrad  n  =  5  darzuthun. 
Die  Arbeit  zerfällt  in  zwei  Theile.  Der  eine  Theil  zeigt  die  Be- 
deutung der  Additionstheoreme  für  die  Construction  der  ge- 
wöhnlichen Multiplicatorgleichung,  der  andere  für  die  Con- 
struction von  Modulargleichungen.  Der  Gesichtspunkt,  welcher 
für  den  Verfasser  bei  diesen  Untersuchungen  massgebend  ist, 
geht  dahin  zu  zeigen,  dass  eine  Reihe  von  Transformationsglei- 
chungen specielle  Fälle  allgemeiner  Gleichungen  mit  veränder- 
lichen Argumenten  sind,  die  sich  durch  überaus  grosse  Einfach- 
heit und  Gesetzmässigkeit  auszeichnen  und  alle  in  einem  Addi- 
tionstheoreme wurzeln.  Es  dürfte  hiermit  ein  wichtiges  Moment 
für  die  Transformationstheorie  gegeben  sein.  So  wie  die  ge- 
wöhnliche Gonstantenrelation 

am  einfachsten  und  natürlichsten  durch  Specialisirung  der  Ar- 
gumente in  bekannten  Thetarelationen  mit  veränderlichen  Coef- 
ticienten  gefunden  wird ,  so  dürfte  auch  eine  grosse  Anzahl  von 
Transformationsgleichungen  ihre  naturgemässe  Ableitung  durch 
Specialisirung  unserer  Additionstheoreme  erhalten. 

Bei  der  unendlichen  Formenmannigfaltigkeit,  die  bei  diesen 
Untersuchungen  stattfindet,  kann  eine  völlig  erschöpfende  Be- 
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handlung  nicht  in  Frage  gezogen  werden.  Im  Folgenden  finden 
sich  lediglich  die  wichtigsten  Relationen  entwickelt,  daneben 
die  Gesichtspunkte,  wie  noch  weitere  Gleichungen  aufgestellt 
werden  können. 

§<• 

Anwending  der  aufgestellten  Additionstheoreme  für  die  Constrnetion 

der  Multiplicatorgleichung  5.  Grades. 

Gemäss  der  allgemeinen  Definitionsgleichung  setzen  wir 

jrl  =  ^(o,^^),:^(o)x)«) 

^.  =  5^,(0,  5*)*:*,(0,*)*, 
dann  gelten  die  Beziehungen : 

** (°'  T~^T~) =  x* +  2al '  *«  +  i a* '  X*  ' 

1X71 

a  =  e 
Unter  solchen  Umständen  folgt  das  Gleichungssystem  (4 ) : 

#,(o,T)*;zjf  =  io(xj  +  4x4x,), 

*, (0 ,  t)*2M*  =  30(a?:  +  4x4  xj»  =  A*8(0,  *)•£*)•  , 
#3  (0 ,  t)*2M*  =  4  0(4 3xJ  +  96x0 (xj  +  xj)  +  60xJ  .  x4  •  x, 

+  640xJ  •  cc\  +  46  .  45  -  xj  .  xj  •  x|) , 

#,  (0 ,  *)•:?*•  =  70  (x*  +  4x4  •  xf)  F  , 

F=  9xJS  +  27x0  W  +  ocj)  —  20 xj  •  x4  •  .x, 

+  24.35xJ-xJ.xJ  +  5.26.xJ.xJ  . 
Aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 

SM  *  =  ^  2  M  (2  2Jf 8  —  \  [2M)3)  . 

Von  der  Aufstellung  der  fünften  und  sechsten  Potenzensumme 
möge  abgesehen  werden,  so  einfach  sich  auch  die  Betrachtungen 
gestalten. 

Es  soll  nun  gezeigt  werden ,  wie  diese  Grössen  mit  Hülfe 
unserer  Additionstheoreme  berechnet  werden  können.  Für  den 
Fall  von  zwei  Factoren  fanden  wir  das  Theorem : 
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j4  +  2#,  —  0  mod  5  . 

Wenn  wir  die  rechte  Seite  ausführen  und  die  Bezeichnungsweise 
der  letzten  Notiz  einführen,  so  erhalten  wir : 

(2)         *t  (vt ,  x)  ■  *,(t>, ,  *)  =  [8.1  W[3,](»)  +  [S,]«^]« 

+  [34]<W>  +  PjWpj»  +  [\f>[\P  . 
Setzen  wir  in  dieser  Gleichung: 

vi  =  v%  =  °  i 
so  erhalten  wir  die  Beziehung : 

3)  &]  =  xl  +  ixrx%1 

welche  den  Werth  der  ersten  Potenzsumme  unmittelbar  ergiebt. 

Die  Additionstheoreme,  bei  denen  die  einzelnen  Glieder 
aus  vier  Factoren  bestehen,  können  offenbar  nichts  Neues  er- 
geben, wie  ja  auch  die  zweite  Potenzsumme  bekannt  ist,  sobald 
die  erste  gefunden  worden  ist. 

Die  dritte  Potenzsumme  wird  mit  Hülfe  eines  Additions- 
theoremes  gefunden,  bei  welchem  die  einzelnen  Glieder  aus 
sechs  Factoren  bestehen.    Dasselbe  gehört  zu  dem  Schema : 

0  14       14 

1  0—1        1       4    — 
j    __i        0—1        4 


4 

4    -4 

0  -4 

4 

4        4 

— 1        0  — 

4 

—4        4 

4   —4 

0. 

Es  findet  sich  dieses  Schema  schon  in  einer  Arbeit  von  Victor 
Mertbns  »lieber  eine  Verallgemeinerung  der  ScHRÖTER'schen 
Multiplicationsformeln  für  Thetareihen « ,  auf  welche  Verfasser 
in  der  neuesten  Zeit  aufmerksam  wurde  und  welche  ähnliche 
Gesichtspunkte  für  die  Transformationstheorie  enthält,  wie  die 
von  dem  Verfasser  aufgestellten. 
Das  Additionstheorem  lautet: 
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wobei  die  Grössen  wf  in  der  bekannten  Weise  zu  bilden  sind 
und  die  Grössen  g6  den  Congruenzen  Genüge  leisten : 

gk  =  —  2 gA  —gt  +  2#8  mod  5  , 

V*  s  —  &  —  8&  —  %9*  m°d  5  i 
gt  =  —  %g%  +  Zg%  —  g%  mod  5  . 

Die  Grössen  gAJ  gt1  gz  bleiben  willkürlich. 

Setzen  wir  hierin  v{  =  v%  =  .  • .  =  v6  =  0 ,  so  erhalten  wir 
die  Gonstantenrelation: 

(5)      #»  =  x*  +  \%xQ(x*  +  .*»)  +  60a?J  •  a?J  •  rrj  +  40#J  ..x*  . 

Andrerseits  ist  aber: 


40 


=  430;;  +  96.x0(.Tf  +  a*)  +  60 .rj . a*,  •  xt 
+  640.xJ .  .rj  +  46  •  45;rJ  •  tf*  •  .t*  , 


"Sf^"  =  5^  +  W^-^r^i  +  320.tJ..tJ  +  240xJ  -.TJ..TJ  , 
mithin  ergiebt  sich: 

aß  /  /  v  i#\3\ 

^  (in»  -  l  „7  )  -  8a-  +  96  x%[a*  +  a« 

+  320  xj  •  .tJ  +  480.rJ  •  (r* . .*•  , 
oder  also : 

6)  ^fi  .(?*)!  + 80  . 

Es  ist  die  dritte  Potenzsamme  und  mit  ihr  nach  unseren  früheren 
Betrachtungen  auch  die  vierte  berechnet.  Das  Product  aller 
Wurzeln  der  Multiplicatorgleichung  ist  unmittelbar  bekannt,  so 
dass  wir  die  sümmtlichen  Coefficienten  derselben  unmittelbar 
bestimmen  können  mit  Ausnahme  von  ;;5  und  zwar  ergiebt  sich: 

P«  =  —  '0,    p,  =  35,    />,  =  —  60,    />4=55,    p6  =  5 
oder  also  wir  erhalten  die  Gleichung: 

(7)     ^-40^  +  35xJ-60ccJ  +  55xJ  +  p5(r0  +  5  =  0  . 

In  Bezug  auf  die  Bestimmung  der  Gonstanten  p8  möge  u.  A.  auf 
die  citirte  Arbeit  von  Mbrtens  verwiesen  werden. 

Wir  hätten  ähnlich  wie  im  Falle  n  =  3  dasselbe  Resultat 
durch  Untersuchung  der  fünften  Potenzsumme  erhalten  können. 

Einige  der  gefundenen  Resultate  können  verallgemeinert 
werden,  so  ergiebt  sich  z.  B.  der 
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Lehrsatz.  In  einer  jeden  Multiplicatorgleichung,  bei  welcher 
der  Transformationsgrad  n  eine  Primzahl  von  der  Form  4  k  +  \ 
ist,  ist  der  Coefficient  von  Mn  gleich  —  in. 

§2. 

Anwendung  der  aufgestellten  Additionstheoreme  für  die  Construction 

Ton  Modulargleichungen  5.  Grades. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Construction  von  Modulargleichungen 
über,  wobei  wir  unter  letzteren  derartige  Gleichungen  verstehen, 
bei  denen  nur  die  Quotienten  transformier  Thetafunctionen 
vorkommen,  im  übrigen  aber  beliebige  Irrationalitäten  zugelassen 
werden.  Derartige  Beziehungen  sind  in  grosser  Fülle  von  einer 
Reihe  von  Autoren  aufgestellt  worden.  Wir  wollen  nun  einige 
der  wichtigsten  auf  Grund  unserer  Additionstheoreme  wirklich 
entwickeln  und  nehmen  dazu  zunächst  ein  Additionstheorem, 

■  * 

bei  welchem  die  einzelnen  Glieder  drei  Factoren  besitzen.  Das- 
selbe lautet: 

-  2*t  [|]  K  ,  *  *)  »>  [ J]  K  ,**)*,  ff]  K ,  20  v)  , 

wobei  die  Grössen  w  und  g  durch  das  Schema  bestimmt  sind : 

4  I  4 
3  \  — 1 
5—5       1  . 

Setzen  wir  die  Argumente  gleich  Null,  so  erhalten  wir  that- 
sächlich  eine  Modulargleichung  in  irrationaler  Form.  Wenn 
nichtsdestoweniger  noch  weitere  Untersuchungen  an  das  Addi- 
tionstheorem geknüpft  werden,  so  sind  dieselben  mehr  formaler 
Natur.  Sie  haben  den  Zweck,  einen  Th&il  der  Irrationalitäten 
fortzuschaffen  und  zu  zeigen,  wie  durch  wenige  einfache  Schlüsse, 
die  im  wesentlichen  auf  Substitution  halber  Perioden  heraus- 
kommen, eine  bekannte  Formel  erhalten  werden  kann. 

Ausgeführt  lauten  die  Beziehungen  für  die  Grössen  w  und  g: 

2t^  =  t>i+va+t;3+cf1+cfi+as  ,  gi  =  si  +  2ss  +  5s3  mod4, 
2t0t  =  3i>1+v1  —  v5+3of4+at  —  as ,  £,  =  3^+2$,  — 5s3  mod8  , 
2i0s  =  5i>1  —  bi\+vs+bai  —  Scr^-f-cr,,    #5=5$,  —  JO^+öSjinodiO 

lUth.-phys.  Classe.  1893.  35 
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Aus  den  Congruenzen  folgt: 

</4  =  0*  mod  4  ,      gt  =  -^  mod  8  ,  -  g%  =  0  mod  5  . 

Setzen  wir  an  Stelle  von: 

vK  ,  vz      resp. 

so  bleibt  w{  ungeändert,  dagegen  ändern  w%  und  wz  sich  um  4 . 
Mithin  erhalten  wir: 

8»  *,(»„»)*,(»„«»)*,(»,  ,5») 
=  2(-  4)'1  *,[!](»„  2^,[|]k,4^,[|]k,20*)  , 

wenn  wir  berücksichtigen,  dass: 

g%  +  9-±  =  kgK  mod  8 

ist.    Mithin  folgt: 

(2)     4  ft  =  2  »t  [g,]  («,, ,  2  *)  £,  fot]  (,«,, ,  4  *)  *t  [fcl  (io, ,  20  *)  , 
wobei  jetzt  die  Congruenzen  bestehen 

8i  =  ^  mod  *  >     8«  =   |-  mod  4  ,     g3  =  0  mod  5 
und  gesetzt  ist: 

Setzen  wir  ferner  an  Stelle  von: 

t>4      ,         v,     ,         t»,        resp. 

v<  +  T '    ,,f  +  T '    v* +  T  ' 

so  ändert  sich  u\  um  Sir.   Mithin  ergiebt  sich 

4/,t=i(-4r«+"»+ft^,[8t](«'1,8*)*,l9,](w„*r)*,[8i](fP,>SOir), 

Durch  Subtraction  erhalten  wir: 

(»)     2(/-1-A)  =  r^[gf](Wl)2Jr)^[gi](«;1,4z)^[8,](M),)20r) , 

wobei  auf  der  rechten  Seite  a{  +  at  +  or3  gleich  4  zu  setzen 
ist.  Wir  deuten  das  durch  Hinzufügen  des  Striches  an  das 
Summenzeichen  an.  Die  Summe  enthält  demnach  nur  Glieder, 
die  den  Werthen  entsprechen : 
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8i  =  °  >     8«  =  °  i     03  =    0  , 
8i  =  °>     8*  =  2,     g3=IO, 

8i  =  1  7     8«  =  3  1     8s  =    5  1 

8i=*>     8i  =  *,     8s  =  45- 

Diese  Formel  ist  die  naturgemässe  Verallgemeinerung  der  Schrö- 
TER'schen  Formel  (14)  pag.  46  und  zeigt  zu  gleicher  Zeit  den 
Unterschied,  welcher  zwischen  den  Betrachtungen  von  Schröter 
und  denen  des  Verfassers  besteht.  Schröter  geht  im  Wesent- 
lichen von  Relationen  zwischen  Producten  von  zwei  Factoren 
aus  und  kommt  durch  eine  Reihe  geschickter  aber  nicht  nahe 
liegender  Operationen  zu  seinen  Resultaten ,  während  hier  ein 
einziger  naturgemässer  Ausgangspunkt  gegeben  ist.  Wir  erhalten 
die  ScHRÖTER'sche  Formel,  wenn  wir  setzen  : 

v4=  — vs,     v%  =  0,     <  =  0,     wi  =  iv{)     ivl  =  2v{, 

wobei  die  Grössen  2w/  sich  von  den  Grössen  2  w  um  die  Grössen 
a  unterscheiden. 

Setzen  wir  die  Argumente  sämmtlich  der  Null  gleich,  so 
erhalten  wir  die  Modulargleichung: 

(4)  2#0(0,  *  *)*.(<>,  *  *)*.(<>,  20r)  =  *3(0,  t)*,(0,  2r)#,(0,  5r) 

+  *o(0,  *)*,(0,  2t)*0(»,  »*)  -  *•(«!  *)*•(<>,  **)*t(0,  »*)  • 
Ausser  dem  soeben  betrachteten  Additionstheorem  giebt  es  noch 
andere,  bei  welchen  die  einzelnen  Glieder  je  drei  Factoren  haben. 
Dieselben  können  ähnlich  wie  das  betrachtete  untersucht  wer- 
den. Wir  beschränken  uns  darauf,  das  folgende  kurz  anzu- 
deuten: 

=  2** [!]  K  ,4^, [!] (w% ,40t)*, [I] (iv 3 ,  20  v)  , 

wobei  die  Grössen  10  und  g  vermöge  des  Schemas  bestimmt  sind: 

4  4       4 

5  4    —4 
5—3       4. 

Wir  gehen  nun  zu  Additionstheoremen  über,  bei  welchen  vier 
Factoren  in  den  einzelnen  Gliedern  vorkommen.  Wir  greifen 
das  folgende  heraus: 

v  35* 
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(4)  4 WAv„%)-*t(vv9r)-*M(vv 5T)*,(t;4, 4 0*)=2JZ#3[|] K,n6r) , 

7ii=2,     «,  =  4,     ?i3  =  1 0  ,     n4  =  20. 
Die  Grössen  ic  und  j  sind  vermöge  des  Schemas  bestimmt: 

4  4       4       0 
2—4       0—4 

5  0—4       4 
0—5       2       4   . 

Setzen  wir  die  Argumente  der  Null  gleich,  so  erhalten  wir  wieder 
eine  Modul argleichung  in  irrationaler  Form.  Ein  Theil  der  Irra- 
tionalitäten kann  ähnlich  wie  vorhin  durch  geeignete  Substitu- 
tionen halber  Perioden  fortgeschafft  werden.  Die  Summe  ist 
über  alle  Gombinationen  der  Grossen  a  gleich  0  oder  4  auszu- 
dehnen. 

Wir  schreiben  zunächst  die  Werthe  der  Grössen  we  und  g€ 
ausführlich  hin. 

Es  ist: 

2w4=  vA  +  v%  +  t',+  ff4  +  or,  +of,,  g  =  s%  +  2^+5$,  mod  4, 
2^=  2t?f  —  v%  —  i?4+2a4  —  Qi—at,  <?,=  2sA  —  2^  — 40s4mod  8, 
%wz=  bv{  —  t,s+v4+5of1 —  «s+«4j  <?3=  &s{  —  5ss  +  40s4ipod2ö, 
2«>4=  —  5 vt+  2 v,+t>4—  5ai+2«s+a4 ,  j4=  — 4  0^+4  05^+40^ mod 40. 

Aus  den  Congruenzen  folgt: 

gt  =  0  mod  2  ,     #,  =  0  mod  5  ,     <?4  =  0  mod  40, 

•£  =  -</1  +  <?imod4,     |^  =  ?1-^mod4. 

Wir  setzen  nun  an  Stelle  von : 

^     ,         v,      ,         t;3         resp. 

vi+h    vz  +  ^     «i  +  4  i 
so  ändert  sich  tfl4  um  2.   Mithin  erhalten  wir: 


=  2{-i)9ln*,[&](w„ni*), 
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oder  also : 

/i=  *.("«  8*)  *.(*>•  Jör)  {»fa ,  t)  *,(*„  5r)  +  ».(v, ,  r)  *#(i;„  5t))  , 

wobei  die  Grössen  g/  sich  dadurch  von  den  Grössen  g€  unter- 
scheiden, dass  (j[  =  0  mod  2  ist. 
Jetzt  setzen  wir  an  Stelle  von : 

t>4     ,        v,      ,        v4     respi 

vi  +  i  »     v*  —  h    v*  —  1 1 
so  ändert  sich  tu,  um  2,  so  dass  wir  erhalten: 

-         r  n 

/t=  *oK ,  8*)  *•(*. ,  <  Or)  (^fa ,  r)  #>, ,  5r)  +  *,(*, ,  t)  ».(vv  5r)). 
Mithin  wird : 

(8)  Hfi+f*)  =  2n»t[if](wf,nfT). 
Hierbei  nehmen  die  Grössen  g  die  Werthe  an: 

8i  =  0,     8i  =  °»  83  =  °»  84=    °> 

81  =°)     8t  =  *  1  83  =  °  1  84  =  10> 

8i  =  4,     8t  =  °>  83  =  5>  84  =  y|°» 

8i  =  1  1     8«  =  8  ,  83  =  5  7  84  =    °  • 
Wir  setzen  an  Stelle  von : 

t>4       j  ^  »  v4         resP- 

yi  +  "2  >    v3  +  3'  y     i^4-3.    g-  , 

so  tritt  an  Stelle  von  wl ,  tvtf  w,  resp. : 

tüf  +  4T,     wt  +  8r,     ws — 40t. 
Mithin  wird: 

(9)  *(£+/".)  =  2(-  <)«•+"•+■«  H*,[fe](to« ,  n,*)  , 

/",=  *,(»„ 8»)  *,(»„  <  Or)  (»t  (»„*)*,(»„  5t)  +#>, , t)  *, (t>„  5t))  , 
/"«— »"■*•(»„  «*)*»(»«,  <  0»)(*.  (v, ,  Tj^t»,,  5t)  -  *,(«„*)  *<(»„  5t))  . 
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Ferner  setzen  wir  an  Stelle  von 

v4      ,         v%      ,         r3        resp. 

vi  +  2  »    v*  +  T  i     l,j  +  y  » 

so  tritt  an  Stelle  von  w%:  w4  +  2^  oder  also  wir  erhallen: 

(«>)      *{/".  +  /".)  =  2(-  1)«.+«H-«,  12  *,[fe]KV) , 
/;=^K,2r)^,K,40r)(^(t;„T)*t(ü3,5ir)-^(v„r)d,(i's,5r)l 

/■.=*,*,(»„8*)*.(«'«<0»)(*t("i.*)*t(»i.8*)+*i(«'i.*)*.(P|.5»»- 
Durch  Subtraction  erhalten  wir: 

Diese  Formel  ist  die  naturgemässe  Verallgemeinerung  der  Scbrö- 
TER'schen  Formel  (1 3)  pag.  1 6.  Wir  erhalten  dieselbe,  indem  wir 
alle  Argumente  der  Null  gleichsetzen.   Sie  lautet : 

(<2)  2^0,4r)^0(0,20T)(^0(0,2r)^(0,10r)-^3(0,2T]^(0,<Ör!) 

=  ^(0,T)^(0,5i:)(^(0,2ir)^(0,40ir)-^(0,2ir)^(0,10li). 

Bei  Schröter  ist  an  Stelle  von  2  % :  r  gesetzt.  Wir  können  die 
Formel  auch  schreiben : 

yfiX  (KÄ  -  VI)  =  fäjl  {VTi-Vkü- 

In  den  fertigen  Formeln,  die  wir  erhalten  haben,  treten  eine 
Reihe  von  Irrationalitäten  auf.  Das  Fortschaffen  derselben  ist 
mühsam.  Wir  können  an  Stelle  dessen  Additionstheoreme  auf- 
stellen, bei  denen  oder  vermöge  derer  ein  Theil  der  Irrationali- 
täten von  selbst  fortgeschafft  ist.  Es  geschieht  dieses,  indem  die 
Zahl  der  Factoren  in  den  einzelnen  Producten  verdoppelt  wird. 
Wir  wollen  das  an  einem  Falle  näher  auseinandersetzen,  indem 
wir  an  Stelle  des  ersten  Additionstheorems  mit  Producten  von 
drei  Factoren  ein  solches  mit  Producten  von  sechs  Factoren  in 
Betracht  ziehen  und  zwar  das  folgende : 

(43)         4'  jj  &t{v( ,  me  t)  =£11 »,  [|]  K  ,»«*), 
w,  =  w4  =  ms  =  ?/t4  =  4  ,     m6  =  w»0  =  5  , 

"i  =  «t  =  2  1        "3  =  »4  =  4  I         "*  =  »6  =  20  > 


i 

1 

1 

\ 

0 

0 

1 

-1 

0 

4 

3 

1 

1 

—4 

0 

0 

\ 

—4 

0 

— 1 

5 

—  0 

—5 

1 

0 

0 

-5 

5 

0 

1. 
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wobei  die  Grössen  w6  und  ^  durch  das  Schema  bestimmt  sind: 

0 
I 

0 
3 
0 
o 

Es  gelten  nun  hier  dieselben  Betrachtungen  wie  früher.  Wir 
erhalten  eine  Modulargleichung  durch  Nullsetzen  der  Argumente. 
Durch  wiederholte  Anwendung  der  Substitution  halber  Perioden 
kommen  wir  zu  besonders  einfachen  Resultaten. 

In  der  That,  ausführlich  geschrieben  lauten  die  Beziehungen 
zwischen  den  Grössen  m€,  g61  v€ ,  a€ : 

1wi=  vt+  v3  +  v4  +  r5+  a,  +  a3+  a4  +  aB  , 
2w,=  v4  +  t;8  —  v4  +  v6+  a4+  a3  —  a4  +  or0  , 
2ic3  =  3t;,  +  i>3  +  t>4  —  v5  +  3a,  +  a3  +  a4  —  aB  , 
2w;4  =  3i;4  +  v3  —  v4  —  v0  +  3a4+  a3  —  a4  —  a0  , 
iws  =  5  t;,  —  5t>3  —  5ü4  +  vB  +  5or4  —  5a3  —  oor4  +  crB  , 
2u>6  =  5i;4  —  5t>3  +  5v4  +  v6  +  5a4  —  5a8  +  5a4  +  or6  . 

</4  =  si+53+s4+55Bmod4,  j4=3^+  &,—  #4—  5#6mod  8, 
j,=  s4+s3— 54+5s6mod4,  ^  =  5^—  5^—5^4+5^5mod40, 
(73=3ss+53+54—  5s5mod8,  r/6=5^4  — 5j3+5j4+5^6mod40. 

Aus  den  Congruenzen  folgt : 

2^  +  3ff3  +  9s  =  0  mod  8  ,     2<?,  +  3?4  +  <?0  =  0  mod  8  , 

#B  =  #fl  =  0  mod  5  , 

03=-|mod5,  tf4=-|mod4,  g3+g4  =  %'  +  ^ mod8. 
Wir  setzen  jetzt  an  Stelle  von 

so  gehen  w4  und  w6  über  in  w4  +  \  und  *r6  +  1 .  Mithin  ergiebt 
sich: 
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*'*.lt',)*il«>i)*.l«>.)*.(t'«)»,l«>..  **)*•{»..  »*) 

Durch  Addition  erhalten  wir: 

(U)  32/>l=^n^[^']K,n,ir), 

a  -  *,  (»« )  *»  K)  *,  (f.)  *.  (»«)  *,  («. . 5  *)  *,  k ,  s  *; 

+  *.  (»,)  *, («,)  *, (»,)  #,  K)  *, (*'s ,  5 *)  *, (t>, ,»»), 

wobei  die  Grössen  g/  denselben  Gongruenzen  Genüge  leisten, 
wie  die  Grössen  g6,  daneben  aber  noch  der  Congruenz: 

^4  +  ^  =  0mod8. 

Wir  setzen  zweitens  an  Stelle  von : 

v%     ,         vs    resp. 

so  gehen  wz  und  wb  über  in  w3  +  1,  w5  +  < ,  oder  also  wir  er- 
halten : 

+  *.  («>. )  *.  (»•)  *s  (*>•)  *.  (»4)  *.  (».  .**)*.  (».  1  5  *) . 
wobei  die  Grössen  </f"  den  Gongruenzen  Genüge  leisten : 

tf  =  -  ^  mod  4  ,     (ß  =  -  !' mod  4  , 

y'i  ==  -  |'  mod  8  ,     «ß  =  -|mod8, 

gS  +  9»  =  0  mod  8  . 
5 

Wir  setzen  jetzt  an  Stelle  von 

vt     ,         v,     ,  i>4     ,  t>,        resp. 
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so  geht  w{,  ws,  u>,  über  in  resp. : 

"\  +  <  ,     «>,  +  <,     ws  —  \  , 
so  dass  wir  erhalten: 

h  =  *.(»«)  *.(»•)*•(».)*.(».)  *•(».,  »*) *.(».,  5») 

Hithin  erhalten  wir : 

(16)     8Fl=8(A  +  /;+/;+/'4)  =  ^iI^[8JK,n,T), 

8l  =  -|mod2,     8l  ss  -  |  mod  8  , 

8,  =  -  fe  mod  4  ,     g4  =  -.|mod4. 

Wir  setzen  nunmehr  an  Stelle  von: 

v,        ,  vz       ,  v4       ,  v6       resp. 

so  geht  u?f  in  iüf  +  2  t  über.   Nehmen  wir  an,  dass  FA  von  dem 
bekannten  Exponentialfactor  abgesehen  in  Ft  übergeht,  so  folgt: 

8Ft  =.2(-  <)«.+«.+«4+«.  JT^foJf«,,,  „,*) 
oder  also : 

(<7)  4  (F,  -  Ft)  =  rn%]  K,  n<*)  , 

wobei  in  der  Summe  jetzt  a4  +  az  +  a4  +  aö  eine  ungerade 
Zahl  ist. 

Setzen  wir  endlich  an  Stelle  von: 

vt      ,         v,      ,         t>4      ,         vs      resp. 
t  t  t  5r 

l'i  +  Y '    *• +  T '    v,+  2" '    ÜB  +  *' 

so  geht  u\  über  in  «5,  -|-  2  t, 
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Nehmen  wir  an,  dass  F{  und  Ft  hierbei  von  dem  Expo- 
nentialfactor  abgesehen  in  Fz  und  F4  übergehen,  so  wird: 

4(F,  -  F4)  =  2»  (-  1  )M-M-«,+ «.*,&]  («,«,  n,x)  , 

oder  also  wir  erhalten  das  Additionstheorem: 

(18)  8(F,  -  F,  -  F,  +  F4)  =  T»t[if}  (wt,ntr)  , 

wobei  nunmehr  auf  der  rechten  Seite  sowohl  a{  +  a3  +  aA  +  ac 
als  auch  af  +  or3  +  a€  +  a5  ungerade  sind. 

Das  ist  die  Endformel ,  zu  welcher  wir  gelangen  wollten. 
Setzen  wir  in  ihr  die  Argumente  gleich  Null,  so  erhalten  wir 
die  Modulargleichung : 

-  2  /<  j .  ©,  p,  ■  ©0  +  #3  •  ö.)  +  *!  •  ©5  (*5  -  *!) 

=  8#0(0,2ir)#0(0,  %t)  #0(0,4r)#0(0,4r)£0(0,20ir)#0  (0,20t). 

Diese  Formel  zeigt  am  besten  die  Richtigkeit  der  oben  aufge- 
stellten Behauptung.  Es  sind  eine  ganze  Reihe  von  Irrationali- 
täten fortgefallen,  der  Rest  kann  durch  nochmaliges  Quadriren 
unmittelbar  fortgeschafft  werden.  Das  aufgestellte  Additions- 
theorem ist  nicht  das  einzige  zwischen  Producten  von  sechs 
Factoren,  welches  Modulargleichungen  ergiebt,  wir  begnügen 
uns  aber  damit  ein  zweites  anzudeuten,  ohne  die  analogen  Be- 
trachtungen wie  vorhin  anzustellen. 
Dasselbe  lautet : 


(20) 


rn#i(v6,m6T)  =  2n&^](wt1nsT), 


m{  =  mi 


iw, 


mA  =  5 


mr  =  mk.  =  \ 


»f=wi  =  *0>     n3  =  /24  =  20,     wi==fiB  =  4, 
wobei  die  Grössen  we  und  ge  durch  das  Schema  bestimmt  sind : 


0 

0 
3 
0 
1 


i 
0 
3 
0 
\ 
0 


5 
0 
—5 
0 
\ 
0 


0 
5 
0 
—5 
0 
1 


Ausser  den  Additionstheoremen  zwischen  Producten  von  3,  4,  6 
Factoren  können  aber  auch  noch  solche  zwischen  Producten  von 
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mehr  als  sechs  Factoren  aufgestellt  werden.  Insbesondere 
können  die  Theoreme,  bei  denen  die  Producte  acht  Factoren 
enthalten,  dazu  dienen,  um  einen  Theil  der  Irrationalitäten  fort- 
zuschaffen, die  bei  dem  Fall  von  vier  Factoren  aufgetreten  sind. 
Es  geschieht  dasselbe  z.  B.  durch  das  Additionstheorem : 


(21) 


n&3  (vt  ,mtx)  =  2  JI#,  [|]  [wt  ,n(T), 


mK  =  mf  =  mz  =?  mA  =  1  ,     w6  =  m6  =  m1  =  m%  =  5  , 
nt  =  nt  =  2y     «,  =  7i4  =  4,     w5  =  tt0=10,     n7  =  n8  =  20. 

Die  Grössen  wt  und  ge  sind  aus  dem  Schema  bestimmt: 

0       11110       0       0 


1 

0       1 

—  1 

0 

1 

0 

0 

0 

2   -1 

— 1 

0 

0 

— 1 

—  1 

2 

0  -1 

1 

0 

0 

1 

—  1 

5 

0       0 

0 

0 

— 1 

— 1 

0 

5       0 

0 

— 1 

0 

1 

0 

0  —5 

— ö 

2 

0 

1 

0 

0  —5 

5 

0 

2 

— 1 

SITZUNG  VOM  31.  JULI  1893. 

E.  Naetach,  Ueber  eine  gewisse  Classe  von  homogenen  linea- 
ren Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  die  sich  durch  dop- 
peltperiodische Functionen  zweiter  Art  integriren  lassen.  Vorgelegt 
von  Herrn  M.  Krause. 

In  diesen  Berichten  hat  Herr  M.  Krause  eine  Reihe  von 
Untersuchungen  veröffentlicht,  welche  sich  auf  homogene  lineare 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  beziehen,  deren  beide 
Lösungen  doppeltperiodische  Functionen  zweiter  Art  mit  den- 
selben Perioden  sind,  während  ihre  Goefficienten  zwei  beliebige 
singulare  Stellen  besitzen  *).  Doch  wurde  die  Integration  solcher 
Differentialgleichungen  nur  in  einigen  speciellen  Fällen  wirklich 
durchgeführt,  während  bezüglich  ihrer  allgemeinen  Eigen- 
schaften mehrere  wichtige  Sätze  aufgestellt  worden  sind2). 

Es  ist  nun  dem  Verfasser  gelungen,  mit  Benutzung  der 
soeben  erwähnten  Sätze  eine  allgemeine  Integrationstheorie  der 
genannten  Differentialgleichungen  zu  entwickeln.  Dabei  zeigte 
sich,  dass  die  Aufgabe,  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  von 
der  in  Rede  stehenden  Beschaffenheit  vollständig  zu  integriren, 
in  letzter  Linie  die  Ermittelung  einer  quadratischen  Gleichung 
erfordert,  deren  beiden  Wurzeln  dann  in  eindeutig  bestimmter 
Weise  die  beiden  Lösungen  der  Differentialgleichung  entsprechen. 
Die  Aufstellung  einer  solchen  quadratischen  Gleichung  kann  nun 


1)  M.  Krause,  Ueber  die  Differentialgleichungen,  denen  die  doppelt- 
periodischen Functionen  zweiter  Art  Genüge  leisten,  II. — V.  (4890— 1891). 
—  Wir  citiren  diese  Abhandlungen  in  der  Folge  als  II. ,  III. ,  IV.  und  V. 
Notiz. 

8)  In  §§  i  — 2der  V.  Notiz, 
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auf  zwei  weseotlich  verschiedene  Arten  erfolgen ;  das  eine  Ver- 
fahren geht  direct  zu  Werke,  das  andere  ist  mehr  indirecter 
Natur.  Da  sich  die  zweite  Methode  eng  an  dasjenige  Verfahren 
anschliesst,  durch  welches  Herr  Krause  in  einem  der  von  ihm 
behandelten  Specialfälle *)  zum  Ziel  gelangt,  so  wollen  wir  im 
Folgenden  ihr  Wesen  kurz  auseinandersetzen,  während  eine 
ausführliche  Darstellung  der  ersten  Methode  an  anderer  Stelle 
erfolgen  soll. 

§<• 

Fixirung  der  Aufgabe. 

Es  mögen  zwei  doppeltperiodische  Functionen  zweiter  Art 
mit  den  Perioden  1  und  x  Lösungen  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  II.  Ordnung  sein,  deren  Coefficienten  zwei 
beliebige  singulare  Stellen  besitzen.  Da  wir  die  eine  singulare 
Stelle  beliebig  annehmen  dürfen,  kann  diese  Differentialgleichung 

1  dwx       l  *        *  snasnw  )  dw 


+ b  +  c 


\ 


sn(tü  +  a)   ,      cB      ,       ,.     .,      .  .   x\ 
4  snasnw    ^sn*w^   6  K     ^    })  * 


geschrieben  werden,  während  sich  jede  der  beiden  Lösungen  in 
die  Form: 

bringen  lassen  muss;  dabei  ist  natürlich 

w  =  7td\  •  v  ,         a  =  nS\  •  a  . 

Die  Differentialgleichung  enthält  ausser  der  willkürlichen  Grösse 
a  noch  die  sechs  Constanten  c{ ,  c\ ,  c3)  ci}  c57  c^  während  jede 
Function  F(v)  von  m-\-n-\-  \  Parametern  vK ,  v%,  . . . ,  vm+n ,  l 
abhängt. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  alle  Differentialgleichungen 
von  der  Form  (4 ) ,  welche  zwei  verschiedene  Lösungen  von  der 
Form  F(v)  besitzen,  vollständig  zu  integriren.  Die  Allgemeinheit 

\ )  In  der  III.  Notiz. 
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dieses  Problems  wird  dud  nicht  wesentlich  eingeschränkt,  wenn 
wir  voraussetzen : 

1)  dass  c6  =  0  und  n  =  0  ist; 

2)  dass  ct  einen  der  m  Werthe  1 ,  2 ,  . . . ,  m  besitzt ; 

3)  dass  X  =  0  ist. 

Dann  aber  reducirt  sich  unser  Problem  offenbar  auf  das 
folgende: 

Es  soll  die  Differentialgleichung 

K  '  dw*      \  K       *  snasntü )  dw      \  3       ^nasnw     sn'wr        ' 

in  welcher  ct  einen  der  Werthe 

1,2,3,-..,  m 

besitzt,  unter  der  Voraussetzung  vollständig  integrirt  werden,  dass 
beide  Lösungen  die  Form 

haben. 

Bei  dieser  Aufgabe  betrachten  wir  also  die  Constanten  c4,  cf, 
cs )  ci  >  cs  der  Differentialgleichung  (2)  als  gegeben ,  während  die 
Parameter  vK,  vv  . . . ,  vm  der  Function  (D(v)  als  die  Unbekannten 
anzusehen  sind,  welche  wir  zu  bestimmen  haben;  dabei  müssen 
sich  aber  für  diese  Unbekannten  zwei  verschiedene  Werthsysteme 
ergeben. 

Wir  setzen  nun 

wx  =  TT  #J  •  v%,     xx  =  sn*  ioK    [x  =  \ ,  2 ,  •  •  •  m] 

und  bilden  diejenige  algebraische  Gleichung  m*6"  Grades 

(3)    f(x)  =  xm+plx™-*+pix"-*+-.-+pm_ix+Pm  =  <), 

deren  Wurzeln xK,xt,...} xm  sind ;  dann  haben  wir  die  Identität 

f(x)  =  xm  +  Pixm-1  +ptafn-*  H Y-Pm 

=  (X  —  X{)[X  —  .Tf)  •  •  •  (X  —  Xm)  . 

Unsere  Aufgabe  ist  nun  offenbar  als  gelöst  anzusehen,  sobald 
wir  gezeigt  haben,  dass  sich  die  Coefficienten  pk,  p% ,  . . . ,  pm  der 
algebraischen  Gleichung  (3)  eindeutig  durch  einen  Parameter  aus- 
drücken lassen,  welcher  seinerseits  einer  durch  die  Constanten  der 
Differentialgleichung  (2)  völlig  bestimmten  quadratischen  Gleichung 
Genüge  leistet. 
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§2. 
Eigenschaften  der  Function  <f>{v). 
Wir  bilden  zunächst  die  Functionen 

Kl»x)  v 

*^  =      !>  fr)       6  [x  =  1,  2,  •  •  • ,  m]  , 

und  setzen,  unter  cx  einen  constanten  Factor  verstehend, 

führen  wir  dann  noch  die  Abkürzung 

ux  =  sn  (oH  cn  tox  dn  wH 

ein,  so  ist,  wie  Herr  Krause  durch  den  Schluss  von  n  auf  n  +  l 
nachgewiesen  hat1),  ganz  allgemein 

d'j'  eine  ganze  rationale  Function  nten  Grades  von  xx  , 


in 


1  /    X 

—  ai!L.     »         »  »  »    n  — 4*611    » 


Da  nun  offenbar 

<*> M  =  0i  (*>)  •  ^iM  •  •  ■  •  »mW 

ist,  so  erhalten  wir 

®m = J*  o  +  *>• + K*™s + k*™a + K*™*  +  ••••}. 

wobei  C  eine  für  unsere  Zwecke  bedeutungslose  Constante  ist, 
und  erkennen,  wie  ebenfalls  Herr  Krausb  a.  a.  0.  hervorgehoben 
hat,  dass  in  den  Coefficienten  Ä,,  h\ ,  KA,  Kt ,  . . .  nur  Ausdrücke 
von  der  Form 

m  m 

^x  o?J    und    ^x  u%xf^~i     [n  eine  positive  ganze  Zahl] 
l  i 

vorkommen. 

Wir  können  aber  noch  weiter  gehen. 


4)  Diese  Berichte,  V.  Notiz,  §  \. 
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In  der  That,  wenn 

9x-i  =  uirf~l  +  Wi*?"1  H H  "*><*%"     [x  =  1,  2,  •  •  • ,  m] 

gesetzt  wird,  so  bemerken  wir,  dass  sich  sämmtliche  Coefficienten 
R\,  h\}  ....  durch  die  2  m  Grossen  p{ ,  p4 ,  . . . ,  pm,  9o ??«?--- » 
9m-i  allein  ausdrücken  lassen.  Denn  einerseits  wissen  wir,  dass 
jede  symmetrische  ganze  Function  von  x{,  xt)  ...,  xm,  also 
insbesondere  auch  jeder  Ausdruck  von  der  Form 

tTn+xn+...+a5n 

als  ganze  rationale  Function  von  p4 ,  pt,  . . . ,  pm  darstellbar  ist, 
und  andrerseits  kann  vermöge  der  Identitäten 

:r%  +  Pio%-i+ptxy-*+.-.+pm=0      [x  =  <, «,...,«] 

jede  beliebige  Potenz  x%  mit  ganzzahligem  Exponenten  n  linear 
durch  xH,  as* ,  . . . ,  x™~\  also  jeder  Ausdruck  von  der  Form 

uKx»+u%x»-\ ^umxm 

linear  und  homogen  durch  qQ ,  qi ,  . . . ,  fnt„l  dargestellt  werden. 
Schreiben  wir  ferner  der  Reihe  nach 

an  Stelle  von 

Pi>  9o>  Pt>  ?*> >Pro>  9m-i  t 

so  zeigt  eine  Untersuchung,  welche  den  in  der  Theorie  der  sym- 
metrischen Functionen  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Glei- 
chung üblichen  Betrachtungen  streng  analog  ist,  dass  ganz  all- 
gemein die  Grösse  £w+1  [n  =  \ ,  2 ,  3 ,  . . . ,  2  m]  in  den  Coeffi- 
cienten 

Kt ,  Kz ,  •  •  • ,  Kn        gar  nicht  auftritt, 

in  den  Coefficienten 

Kn+i ,  Ä"n+1 ,  •  •  • ,  Kw+l         nur  linear  vorkommt, 

in  den  Coefficienten 

^*n+* »  ^*n+s  y  ' m ' )  ^sn+s     nur  quadratisch  vorkommt,  u.  s.  w. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  folgende  wichtige  Eigenschaft  un- 
serer Function  0[v) : 

Sind  Kt,  /f3 ,  KA1  K% ,  ....  die  Coefficienten,  welche  bei  der 
Enlwickelung 
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-)  ■{<+ 1; tu* +  ä; «;»  +  ...} 

unserer  doppeltperiodischen  Function  zweiter  Art 

nach  steigenden  Potenzen  von  w  auftreten ,  und  definiren  wir  die 
Grössen  £f ,  £, ,  . . . ,  £im ,  pim+1  in  der  oben  angegebenen  Weise, 
so  hängt 

K%        von  Qt  , 

Ks  »    qz  und  q%  , 

•         ••■•• 

ab ;  dabei  können  aber  in 
asie  Grössen 

nur  ft'near  vorkommen. 

§3. 

Die  Fundamentalgleichungen  unseres  Problems. 
Vorläufige  Di8Cussion  derselben. 

Verstehen  wir  nun  unter  R(v)  den  Ausdruck,  in  welchen 
die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 

v  '  dw%      \  K      *snasnw;;  dw      \  8      4snasnu;      snW* 

durch  die  Substitution 

y  =  (D{v) 

übergeht,  so  ist  klar,  dass  R(v)  eine  doppeltperiodische  Function 
zweiter  Art  ist ,  welche  im  Punkte  w  =  0  von  der  m  +  2ten,  im 
Punkte  w  =  iKr  —  a  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  gross 
wird  und  für  alle  anderen  endlichen  Werthe  von  w  endlich 
bleibt.  —  Setzen  wir  demnach 

Math.-phya.  Claaee.   1S93.  86 
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ro+t 


Ä<"> = (h) 


{MQ  +  Mi  •  w  4-  #«  •  w*  +  •  •  } 


und  verlangen,  dass  die  Function  <Z>(t?)  eine  Losung  unserer  Diffe- 
rentialgleichung (1)  sei,  so  müssen  offenbar  die  Gleichungen 
bestehen : 

(2)  lf0  =  0,  3f1=0,  J/1==0,...,  Jfim  =  0,  J/im+1  =  0; 

und  umgekehrt  folgt,  wie  die  allgemeine  Theorie  der  doppelt- 
periodischen Functionen  lehrt ,  aus  den  Gleichungen  (2) ,  dass 
die  Function  R[v)  identisch  verschwindet,  dass  elsoO(v)  eine 
Lösung  der  Differentialgleichung  (4 )  ist. 

Wir  nennen  die  Gleichungen  (2)  aus  diesem  Grunde  die 
Fundamentalgleichungen  unseres  Problems. 

Die  beiden  Gleichungen 

M 0  =  0  ,     M 4  =  0 

ergeben  die  Relationen 

/0\  /  m\  /      i       cnadna\ 

(3)  c5  =  m(ct  —  m  —  1)  ,     c4  =  rojc,  +  cf      spa     j  ; 

sie  stellen  also  Beziehungen  dar,  welche  zwischen  den  Constanten 
unserer  Differentialgleichung  bestehen  müssen. 

Aus  den  übrTgen  Gleichungen  des  Systems  (2)  aber  lässt 
sich  zunächst  schliessen,  dass 

(cf — im  +  J )  •  h\  eindeutig  bestimmt, 

(cf — 2m +2)  -Kz  eine  lineare  Function  von  h\ , 

(ct— 2m+3)-J5T4     »        »  »  »    Ä'sund/rt, 

•  •••••• 

(c*  —  *) '  ^«m   eine  lineare  Function  von  tf,w_4 ,  •  •  •  J5T,,  A', , 
ci '  ^iro-n  •         »  »  »      A'tm ,  Arim-1 ,  •  •  •  ATj,  Ä"t 

wird. 

Wenn  daher 

c%  =  A 

ist,  wobei  A  eine  der  rn  ganzen  Zahlen 

1,  2,  3,  ...fm 
bedeutet,  so  sind 

eindeutig  bestimmt,  während 
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unbestimmt  bleibt,  und 

linear  durch  Ktm_h^k  ausgedrückt  werden. 

Hieraus  aber  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  in  §  2  hervorge- 
hobene Eigenschaft  der  Goefficienten  Ar,  dass  uns  alsdann 

?« >  ?s »  •  •  •  i  Qvn-h 
eindeutig  gegeben  sind,  während 

unbestimmt  bleibt,  und 

lineare  Functionen  von  £iWt_Ä+1  werden. 

Ausserdem  aber  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  zwischen  den 
Constanten  der  Differentialgleichung  (\ )  stets  noch  eine  Beding- 
ungsgleichung stattfinden  muss,  welche  sich  ergiebt,  wenn  wir 
K% ,  Kz ,  . . . ,  ATtm_A  aus  den  Gleichungen 

Jft  =  0,    Jf,  =  0,  ..,  #sm_Ä  =  o 

berechnen  und  die  erhaltenen  Werthe  in  die  Gleichung 

einsetzen.     Die  betreffende  Bedingungsgleichung  ist  offenbar 
eine  algebraische  Relation  zwischen  cA,  c5 ,  c4 ,  und  zwar  enthalt 
sie  stets  die  Grösse  c, ,  kann  also  keine  blosse  Folge  der  Glei- 
chungen (3)  sein. 
Da  ferner 

?*  =  Vk  >     ft  =  Pi »  '  •  •  >  fim      =  Pm  i 
?s  =  9o  »     fs  =  9i  »  " " '  .  ?«m+i  =  7m-4 
ist  [vergl.  §  8],  so  erkennen  wir,  dass  von  den  Grossen 

bei  unsern  Voraussetzungen  die  8  m  —  h  —  \  ersten  eindeutig 
bestimmt  sind,  während  die  h  +  \  übrigen  sich  linear  durch 
eine  zunächst  unbekannte  Grösse,  die  wir  q  nennen  wollen, 
ausdrücken  lassen.  Führen  wir  nun  an  Stelle  von  ?0>  9i  >  •  •  •  > 
Qm-i  durch  die  Gleichungen 

36* 
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(*) 


f    ?o  =  ^0  > 


9w-4  +  Pi 7ro-i  +  P« ?ro-i  -I 1-  Pro-«  '  ?o  =  ^m-i 

die  Grössen  U^,  UK,  . ..,  !/,„_,  ein,  so  folgt  weiter,  dass  auch 
von  den  Grössen 

Pii   U»>  P«)   Ui>  '  "»Pro»  Um-t 
die  2  m  —  h  —  \  ersten  eindeutig  bestimmt,  und  die  h  +  \  übrigen 
linear  durch  q  ausdrückbar  sind;  wir  haben  nur  zu  bedenken, 
dass  A  S  m  vorausgesetzt  wird. 

Demnach  sind  wir  zu  folgenden  Ergebnissen  gelangt : 

Wenn  die  Differentialgleichung 

dwr       \  *  sna  snw  /  dw 

t  v*[w  +  a)  +  m(h-m--i)\ 

M  » ^   «  sna  sniü  T         sn*u;        I  *  ' 

in  welcher  h  eine  der  m  ganzen  Zahlen 

1,2,3,  ...,m 

bedeutet,  zwei  verschiedene  Lösungen  von  der  Form  0{v)  besitzt, 
so  müssen  die  Constanten  cK,  c, ,  cA  zwei  algebraischen  Gleichungen 
Genüge  leisten,  von  denen  die  eine 

(,    ,  cn  a  dn  a\ 
c{  +  h ) 
1              sna     / 

lautet,  während  in  der  anderen  auch  die  Grösse  cs  vorkommt. 
Definiren  wir  alsdann  J70 ,  Ui ,  . . . ,  Um^i  in  der  angegebenen 
Weise,  so  sind  von  den  Grössen 

Pn  U*iP%>  Ui>'-'>Pm>  üm-i 
die  im  —  h  —  \  ersten  eindeutig  bestimmt,  wahrend  sich  dieh+  4 
letzten  als  lineare  Functionen  einer  noch  zu  bestimmenden  Grösse  q 
ergeben. 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  von  pK,  UQ , . . . ,  pm,  Um_{ 
geht  offenbar  jede  zwischen  diesen  Grössen  etwa  stattfindende 
Relation  in  eine  Gleichung  mit  der  Unbekannten  q  über.  Können 
wir  daher  aus  unsern  Voraussetzungen  eine  Relation  zwischen 
den  obigen  Grössen  ableiten,  welche  so  beschaffen  ist.  dass  die 
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entsprechende  Gleichung  in  q  quadratisch  ist,  so  sind  wir  in  den 
Stand  gesetzt,  unsere  Differentialgleichung  vollständig  zu  inte- 
griren  [vergl.  §  1]. 

Als  natürlichster  Ausgangspunkt  zur  Herleitung  einer  sol- 
chen Relation  bieten  sich  die  Gleichungen  dar ,  durch  welche 
die  Grössen  x,u,  p,  U  definirt  worden  sind.  Dieser  Weg  führt 
bei  geeigneter  Behandlung  der  betreffenden  Gleichungen  in  der 
That  zum  Ziel. 

Von  anderen  Hülfsmitteln  macht  diejenige  Methode  Ge- 
brauch, welche  gegenwärtig  mitgetheilt  werden  soll.  Zu  den 
Grundlagen  dieser  Methode  wenden  wir  uns  nunmehr. 

§*• 

Weitere  Httlfsmittel  zur  Lösung  der  Aufgabe. 

Wir  behalten  alle  bisherigen  Bezeichnungen  bei,  unterwerfen 
aber  die  Function  O  (v)  der  Beschränkung,  dass  die  Grössen 

sämmtlich  von  einander,  wie  auch  von  a  und  —  a  verschieden 
sein  sollen ;  alsdann  werden  offenbar  auch  die  Grössen 

xi7  x% ,  •  •  • ,  xm    und    sn*a 

sämmtlich  von  einander  verschieden. 

Da  die  Function  0[v)  eine  Lösung  unserer  Differential- 
gleichung 

pL+L+Ct*J*£±?l}  '*+/  +   «&^)+j^L_0 

dw%      \  4       *  sna  sniü/  dw      l  3       *  snasnw      sn'wj* 

sein  soll,  so  muss  der  im  vorigen  Paragraphen  definirte  Aus- 
druck R(v)  in  allen  Nullstellen  der  Function  0(v)}  also  in  den 
Punkten 

tu  =  i K'  —  (o{  ,     w  =  iK'  —  (ot ,  •  •  • ,     w  =  iK'  —  wm 

verschwinden ;  d.  h.  es  müssen  die  m  Gleichungen 

1  /  cn  a  dn  a\   .    \       u.  +  sn  a  cn  a  dn  a       n 

2  \  *               sn  a     I        2    *         xi  —  sn*  a  * 
\   l             cn a  dn a\        4       w,  +  snacnadna 

(<)     jTri  +  Cl      sn«     J  +  TCt         xf-sn*a  " 

«  .  .  .  • 

\  I  cn a  dn a\        1       »m  +  sn«  cn «  dn« 

Tlc,+C*     sn«    J  +  TC*        a:OT  -  sn» «  "m 
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bestehen,   in  denen  wir  Ä4,  i?s,  . . .,  Rm  zur  Abkürzung  ge- 
schrieben haben  für 


Ri  =  TT-Hr-  +  7^-^T  +  '  '  '  + 


"i == z — I (-•••+  ) 


CCt  ~—  «c« 

T 

a?!  —  ac3 

wi  +  wl 

|       Wi  +  W8 

oC/a   ^mmm  %JL/g 

m 

Um+Ui 

xm      xt 

^i       ^m 


w,  +  u 


m 


Diese    anscheinend   sehr    unübersichtlichen   Gleichungen 
lassen  sich  aber  in  eine  äusserst  elegante  Form  bringen. 

In  der  That,  die  soeben  definirten  Grössen  R{ ,  Rt,  . . . ,  Rm 
genügen,  wenn  wir  allgemein 

a?  +  *?H haft  =  «« 

setzen,  offenbar  den  m  Relationen 

R{    +    Rt   +    Rs    H \-Rm       =0, 

Ri  xK  +  fl, x%  +  R3x3  H h  flm#m  =  (m  —  4 )  q0  , 

^xJ  +  Ä.xJ  +  ^acjH \-Rmxm  =  (™  —  i)qi  +  siq>  , 

•  •  ••  •  •  •  •  * 

~H5ro-i9o  > 
aus  diesen  aber  ergiebt  sich  sofort 

1 

m 

J£i<  Jt^  +  p,)  =  (m  —  <)70  , 

i 

m 

J^*  Hx(xx  -+-  y>, ccx  +  pj  =  (m  —  2)  fl,  +  [«,  +  (»»  -  <)/>,]  •?,  , 


m 

l 

H H*m-*+*m-j/>4H !"*,?«_,+  (»»—  ^Pm-,]?,, 
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und  hieraus  folgt  mit  Hülfe  der  bekannten  NKwroN'schen  Formeln 

si  +Pi  =  °> 

*s  +  *,  Pi  +  s{  -Pt  +  3/>8  =  0  , 


%-t  +  *m-s/>i  -| h  s,  pm_,  +  (m  —  2)/>w_f  =  0 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4)  des  vorigen  Para- 
graphen : 


m 


*  Rx  =  0  , 


1 

m 


J£*  *>*  +  />,)  =(»-4)1/,  , 


1 

m 


JR  Äx(a;x  +  p, <zx  +  pj  =  (m  -  2)  l/4  , 


m 


JR  flx(a£-4  +  p,  a*-»  +  . . .  +  Pm_t)  =  üm_t . 

1 

Diese  Relationen  aber  können  nach  Rif  R%,  . ..,  J?m  aufgelöst 
werden  und  ergeben  alsdann 

(m  -  4)  tT.ag-  +  (m  -  8)  ^ag"  +  -  ■  -  +  D^..   ■ 

Führen  wir  nun  ausser  der  bereits  in  §  1  definirten  Function 

f(x)  =  xm  +  Pix'n-*+ptxm-*-i \-Pm-iX  +  Pm 

noch  die  ganze  rationale  Function  m  —  \ ten  Grades 

<p(x)  =  UQxm"i  +  Uixm^  +  Utxm-^ hP^a  +  P^ 

ein,  so  können  wir  kürzer 

y'  [xn)    r        4  s   ...      -i 

schreiben. 
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Damit  aber  sind  die  Grössen  Ät ,  J?t , . . . ,  Rm  in  eine  über- 
sichtliche Form  gebracht ,  und  wenn  wir  diese  Werthe  in  die 
Gleichungen  (1 )  einsetzen,  so  lauten  die  letzteren 

,     cnadna         tyf  snacnadna        y'frj 
Wc'+C«    sna    +C«      *x-sn*a      ~    />J  L*-<,V,™]- 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  durch  Auflösung  nach  uK : 

ct *  ux  =  —  ci "  sna  cna  dna 

so  dass  durch  Quadriren 

cl  •  (x„ — [1 + **]  £cj  +  *■  sc»)  —  c*  (sn*  o  —  [1 + Ar*]  sn«  a  +  k*  sn«  a) 

+  S«.!„„».d»a[^.)-(c,+c,^^)].,a!,-sn.«) 

[j'W       /      ,       cnadna\l*  ,  .   x. 

folgt !) ;  lassen  wir  nun  den  Factor 


xx  —  sn1  a 


weg,  so  erhalten  wir 

o\  •  (<  -  [«  +  Äf][a;x  +  sn*a]  +  k*  [a%  +  a?x .  sn*a  +  sn4a]j 

oder  also 

cj  •  (en*  a  dn*  a  +  [k*  sn*  o  —  4  —  ft*]  xK  +  *»«*)  •  /"(#«}* 

+  8c,sn«en«dn«[y  (*«)  -  (c, + c, CJ~?)- /> „)]•/>*) 

-[«»rwi-(fi+c1^)rwJ-Ki-rt'.]-o. 


wird: 


4)  Wir  haben  dabei  zu  bedenken,  dass 
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Ordnen  wir  die  letzte  Gleichung  nach  Potenzen  von  f  (xn) ,  und 
erinnern  uns,  dass  sie  für  x  =  4 ,  2 ,  . . . ,  m  stattfindet,  so  folgt: 
Die  m  Grössen 

xK ,  x%  ,  xs,  •  •  • ,  xm 

sind  bei  den  gemachten  Voraussetzungen  Wurzeln  der  algebrai- 
schen Gleichung  2  mten  Grades 

A[x)  -f'{x)%  +  iB[x)  -ff{x)cpf{x)  —  4C(ac)  •y'(oc)1  =  0, 
in  welcher 

il(o;)  =  c^a;1-(^  +  2c1e1— —  +  c*)>x  +  c*sn*aJ 
v  '        s  \snf«  '  ■      sna  */  *  ' 

»/  n       7  cnadna\  . 

B(x)  =  Jct  +  c,  —  n  — J  *  -  c4  sn*a  , 

C(a;)  =  a3  —  sn*a 

f  Aufstellung  einer  quadratischen  Gleichung  für  die  Grösse  q. 

Erledigung  der  Aufgabe. 

Nun  bedenken  wir,  dass  xi7  xt7  . . . ,  xm  auch  die  Wurzeln 
der  algebraischen  Gleichung  m^11  Grades 

xm  +  piafn'i  +pixm~t  H hPm  =  0 

sind,  und  setzen,  im  Anschluss  an  das  Ergebniss  des  vorigen 
Paragraphen, 

(4)  A  -fix)*  +  4  B  -f'[x)(p'{x)  —  4C-  cp' (x)* 

=  ß6tttw  +  Qi  X*m~*  +  ßfXlw-f  H h  ß,m  ; 

dann  folgt  aus  den  Principien  der  Algebra,  dass  zwischen  den 
£2  und  den  p  u.  a.  auch  eine  Relation  von  der  Form 

(2)  ß0  /itm-Ä-M  +  ^1  #im-Ä  +  ß«  #*m-Ä-i  H 

bestehen  muss,  in  welcher  allgemein  H„  eine  homogene  sym- 
metrische ganze  rationale  Function  juten  Grades  von  xi}  x%}  .. ., 
xm  bedeutet.  Dabei  giebt,  wie  früher,  h  den  Werth  von  ct  an 
und  bedeutet  eine  der  m  ganzen  Zahlen  4 ,  2 ,  3 .  . . . ,  m .  Nun 
erkennen  wir,  dass  die  Grossen  //  ganz  und  rational  durch  pi} 
P%>  "'iPm  aUein  ausgedrückt  werden  können,  während  sich 
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die  Coeffioienten  ß  vermöge  der  Identität  (4)  als  quadratische 
Functionen  der  p  und  der  U  darstellen  lassen. 

Unsere  Gleichung  (2)  stellt  also  eine  Relation  dar,  welche 
zwischen  den  Grössen  p  und  U  stattfindet,  und  welche  mithin 
in  eine  Gleichung  mit  der  Unbekannten  q  übergeht,  sobald  wir 
diese  Grössen  vermöge  des  in  §  3  abgeleiteten  Satzes  aas  den 
Fundamentalgleichungen  unseres  Problems  berechnen. 

Wir  behaupten  nun,  dass  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  die 
Grösse  q  quadratisch  wird. 

Zunächst  ist  sicher,  dass  sowohl  die  Grössen  ß,  als  auch 
die  Grössen  H  ganze  rationale  Functionen  von  q  werden.  Um 
also  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung  nachzuweisen,  müssen 
wir  vor  Allem  den  Grad  dieser  Functionen  feststellen.  Dabei 
soll  der  Deutlichkeit  halber  unterschieden  werden,  ob  die  gaoie 
Zahl  A,  —  d.  h.  also  die  Grösse  c, ,  —  ungerade  oder  gerade  ist 

Es  sei  zunächst  c%  eine  ungerade  Zahl,  also  etwa 

c,  =  2x  +  *     gm), 

In  diesem  Falle  bestimmen  nach  §  3  die  Fundamentalglei- 
chungen die  Grössen 

Pu  tf<>>  P*>  Ui}  ..-,  pm_M_4,  tfm-x-i 
eindeutig,  während  sie  die  Grössen 

Pm-x)    ^tn-x-i  >    ' ' '  >  Vmi  ^m-i 
linear  durch  q  ausdrücken.    Ziehen  wir  nun  die  Abhängigkeit 
der  Coeffioienten  ß  von  den  p  und  U  in  Betracht,  so  erkennen 
wir,  dass 

ß0 ,  ß4 ,  . . . ,  ßm-.K-l  unabhängig  von  q  werden,  während 
ßm-x>  ßfn-x+4  >  •  •  •>  ■ß*m-*x-i  linear  von  q  abhängen,  und 
ß,m-ix  eine  quadratische  Function  von  q  wird. 
Analog  ergiebt  sich ,  wenn  wir  uns  die  Grössen  //  durch 
die  p  ausgedrückt  denken,  dass 

"im-ix  e*ne  quadratische  Function  von  q  wird,  während 

^«m-*x-i  •  •  •  •!  ^tn-x  *n  Bezu8  au'  Q  linear  werden,  und 
//m-x-.4 ,  . .  • ,  HK  gar  nicht  von  q  abhängen. 

Da  nun  die  Relation  (2)  in  unserem  Falle 

(2a)     ß0  Him_tx  +  ß4  //fm_lx_4  H 1-  ßm-x-t  ^m-x+i 

+  "^tn-x  ^ro-x  +  ^ot-x-m  ^ro-x-«  + f~  ^m-ix-i  *« 

+  ß,m-tx  =  ° 
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lautet,  so  zeigen  die  soeben  gemachten  Bemerkungen  unmittel- 
bar, dass  ihre  linke  Seite  eine  quadratische  Function  der  Grosse  q 
wird. 

Es  sei  nunmehr  c,  eine  gerade  Zahl,  also  etwa 

cf  =  2  x  (^  m)  . 

Dann  bestimmen  nach  §  3  unsere  Fundamentalgleichungen 
die  Grössen 

Po  Uoi  P«>    Ui>  '  '  '  >   tfw-x-i»  />m-x 

eindeutig,  während  sie 

"m— x— i »  Pm— x-n  >   "  "  * »  Pm  >   ^m— 4 

linear  durch  £  ausdrücken.  Hieraus  aber  folgt  durch  analoge 
Betrachtungen  wie  im  vorigen  Falle,  dass 

ß0 ,  ß4 , . . . ,  ßm_x  von  der  Grösse  p  unabhängig,  und 
ßm_x+1 ,  ßm.x+1 ,  .  • . ,  ßim-ix  l*near  durch  p  ausgedrückt 

werden,  während  sich 

^iro-ix+t  a^s  quadratische  Function  von  q  ergiebt, 

und  dass  andrerseits 

^*m-ix+*  e*ne  quadratische  Function  von  q  wird,  während 
^«m-ix  >  •  •  •  >  ^m-x+i  nur  Hnear  von  ?  abhängen,  und 
//in-x,  ••  •  >  'A  8anz  unabhängig  von  £  werden. 
Da  nun  die  Relation  (2)  gegenwärtig 

(2b)       ß<>  tfim-ix+i  +  ß|  #«m-«x  H 1"  ^m-x^tn-x+i 

+  flm-x+i  "m-x  H h  ßim-ix^i  +  -ßim-ix+i  =  ° 

zu  schreiben  ist,  so  erkennen  wir,  dass  ihre  linke  Seite  abermals 
eine  quadratische  Function  von  q  wird. 

Damit  ist  nachgewiesen ,  dass  die  Relation  (2)  in  der  That 
stets  eine  quadratische  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Unbe- 
kannten q  liefert,  sobald  wir  die  p  und  U  mittels  der  Funda- 
mentalgleichungen durch  die  Constanten  der  Differentialgleichung 
und  durch  q  ausdrücken. 

Mit  der  Auffindung  dieser  quadratischen  Gleichung  aber  ist 
die  Integration  unserer  Differentialgleichung  auf  algebraische 
Operationen  zurückgeführt. 

Da  nämlich  die  Grössen 

xK  =  sn*  aji  ,     x j  =  snf  w , ,     •  •  • ,     xm  =  sn1  (om 
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die  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung  m*0*  Grades 

f[x)  =  xm  +  Pixm-1  +  ptxm~*  H b-pm  =  0 

sind,  deren  Goefficienten  piy  pt,  . . . ,  pm  sich  vermöge  der  Fun- 
damentalgleichungen unsres  Problems  linear  durch  q  darstellen 
lassen,  so  entspricht  jeder  Wurzel  q  der  obigen  quadratischen 
Gleichung  eine  völlig  bestimmte  Gleichung  f[x)  =  0 ,  also  auch 
ein  völlig  bestimmtes  System  von  Werthen  der  m  Grössen  x{ , 
xt ,  . . . ,  xm.  —  Ueber  die  Vorzeichen  von  ioi7  wt ,  . . . ,  wmj 
welche  dadurch  offenbar  noch  nicht  bestimmt  sind,  entscheiden 
die  Gleichungen  (2)  des  §  4,  welche  jedem  xx  den  entsprechen- 
den Werth  von 

u%  =  sn  (an  cn  cox  dn  ion 

eindeutig  zuordnen. 

Wir  erhalten  somit  als  Endergebniss  den 

Lehrsatz.    Die  vollständige  Integration  einer  Differential- 
gleichung von  der  Form 

dw*      l  *       a  snasnw)  dw      l  3       *  snasnu;      snftüj  * 

in  welcher  c%  einen  der  m  Werthe 

J,2,  3,  •• .,  m 
besitzt,  und  welche  zwei  verschiedene  Lösungen  von  der  Form 

W[v)-  wf 

zulüssl,  erfordert  die  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung 
und  zweier  Gleichungen  mten  Grades.  —  Die  Mittel  zur  Bildung 
dieser  Gleichungen  sind  in  den  vorangehenden  Entwickelungen 
enthalten. 


SITZUNG  VOM  31.  JULI  1893. 

Hermann  Wiener,  Ueber  Gruppen  vertauschbarer  zwei- 
spiegeliger  Verwandtschaften.1)  Vorgelegt  von  Herrn  Engel. 
Hit  4  7  Figuren. 

XII.  Der  Uebergang  tob  Streckengleichungen  zu 
Gleichlingen  zwischen  Punktspiegelungen. 

1  07.  Die  Aufgabe,  zwei  gegebene  Schraubungen  zu  einer 
einzigen  Schraubung  zusammenzusetzen,  habe  ich  in  der  Reihe 
von  Abhandlungen,  an  die  sich  die  vorliegende  anschliesst,  an 
die  Spitze  gestellt  und  von  vornherein  darauf  hingewiesen,  dass 
sich  ihre  Lösung  in  ganz  entsprechender  Weise  gestaltet,  wie 
bei  der  so  einfachen  Aufgabe,  zwei  gegebene  Strecken  zu  einer 
einzigen  Strecke  zusammenzusetzen.  Was  aber  damals  vielleicht 
als  eine  nur  äusserliche  Analogie  erschien,  wird  jetzt  auf  seinen 
inneren  Zusammenhang  zurückgeführt,  wenn  wir  die  im  X.  Ab- 
schnitte entwickelten  allgemeinen  Methoden  der  Uebertragung 
von  Sätzen  zu  Rate  ziehen.  Die  folgende  Untersuchung  wird 
zugleich  geeignet  sein,  Beispiele  dafür  zu  geben,  was  wir  da- 
mals »formale  Uebertragungem  genannt  haben. 

Strecken  und  Schraubungen  sind  zu  verschiedenartige  Ge- 
bilde, als  dass  ohne  weiteres  eine  Verbindung  zwischen  beiden 
herzustellen  wäre;  um  sie  gleichartig  zu  machen,  bedarf  es 
noch  einer  Zurichtung.  Zu  diesem  Zwecke  genügt  eine  nahe- 
liegende und  auch  sonst  vielfach  verwendete  Bemerkung :  Soll 
zu  einer  gegebenen  Strecke  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  als 


4)  Diese  Arbeit  bildet  den  Abschlags  der  Reihe  von  Arbeiten,  die  in 
diesen  Berichten  veröffentlicht  sind: 

4  890,  S.  4  3—23,  S.  74—87,  S.  845—267, 
4894,  S.  424— U7,  S.  644—673. 
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Anfangspunkt  eine  gleiche  Strecke  gelegt  werden,  so  geht  deren 
Endpunkt  aus  dem  Anfangspunkte  durch  eine  Schiebung  des 
Raumes  hervor,  also  durch  eine  Operation,  die  der  Schraubung 
eines  räumlichen  Systems  durchaus  gleichartig  ist.  Und  wie  das 
Gleichmachen  von  Strecken  auf  die  Schiebung,  so  führt  das  An- 
einanderfügen (Addiren)  zweier  Strecken  auf  die  Bildung  der 
Folge  zweier  Schiebungen.  DerUebergang  von  Streckengleichun- 
gen zu  Gleichungen  zwischen  Folgen  von  Spiegelungen  ist  rasch 
gemacht,  sowie  wir  die  beiden  eine  Strecke  begrenzenden  Punkte 
als  Spiegelelemente  einführen;  dies  liefert  sofort  die Uebertragung 

a)  der  Streckengleichheit, 

b)  der  Streckenaddition. 

a)  Wir  haben  früher  (Nr.  49a.  Weitere  Beispiele)  bewiesen, 
dass  aus  einer  Streckengleichung: 

QR  =  ST 

stets  die  Gleichung  für  Punktspiegelungen  folgt : 

QR  =  ST, 
ein  Satz,  der  sich  ohne  weiteres  umkehren  lässt. 


b)  Um  zwei  Strecken  P  Q  und  RSiu  addiren,  d.  h.  PQ  -f  R  S 
zu  bilden,  hat  man  nur  an  den  Endpunkt  einer  Strecke,  die  mit 
PQ  gleich  ist,  eine  zweite  Strecke,  die  mit  RS  gleich  ist,  mit 
ihrem  Anfangspunkte  anzusetzen,  und  die  Strecke  vom  Anfangs- 
punkte der  ersten  zum  Endpunkte  der  zweiten  zu  ziehen,  d.  h. 
man  mache 

(a)  PQ  =  LM,    RS  =  MN 

und  bilde : 
(!')  LM+MN=LN. 

Gilt  daher  eine  Streckengleichung 


(I)  PQ+RS=TU, 

so  ist  in  ihr  die  Strecke  TU  der  soeben  konstruirten  Strecke 

gleich,  d.  h. : 

(ß)  TÜ  =  LN . 

Bildet  man  hingegen  aus  den  beiden  zweispiegeligen  Ver- 
wandtschaften LM  und  MN  die  Folge,  so  wird 

[LM)  {MN)  =  LMMN  =  LN 
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(wegen  M *  =  1 ) ;   aus  dieser  Gleichung  erhält  man ,  da  sich 
wegen  a)  aus  (a)  und  (ß) 

PQ  =  LM,     RS=MN,     TU=LN 

ergiebt,  die  folgende  Gleichung: 

(PQ)(RS)  =  TU. 

Wie  diese  Gleichung  aus  der  Streckengleichung  (I),  so  geht 
umgekehrt  aus  ihr  die  Gleichung  (I)  hervor. 

Ebenso  folgt  aus  einer  Gleichung,  die  auf  jeder  Seite  die 
Summe  einer  beliebigen  Anzahl  von  Strecken  enthält,  eine  ent- 
sprechende Gleichung,  in  der  an  ihre  Stelle  Folgen  von  zwei- 
spiegeligen  Verwandtschaften  treten.  Beachtet  man  noch,  dass 
der  Streckengleichung  SS  =  0  die  Spiegelgleichung  SS  =  \ 
der  Null  also  die  Eins  entspricht,  dass  ferner  die  Umkehrung 
yon  Strecken  und  von  Verwandtschaften  in  den  Formeln 


—  RS  =  SR  und  {RS)~i  =  SR 

ihren  Ausdruck  findet,  und  dass  endlich  die  Definitionen  von 
r  AS  und  von  (RS)V  als  Summe  und  als  Folge  von  gleichen 
Dingen  einander  entsprechen,  so  erhält  man  den 

TJebertragungssatz.  Aus  einer  Streckengleichung,  in  der  jede 
Strecke  durch  ihren  Anfangs-  und  Endpunkt  bezeichnet  ist,  und 
die  nur  rationale1)  Zahlkoefficienten  enthält,  lässt  sich  stets  eine 
Gleichung  zwischen  Folgen  von  Punktspiegelungen  ableiten.  Hierzu 
ist  nur  nöthig,  dass  man  die  Nenner  in  den  Zahlkoefficienten  weg- 
schafft und  hierauf  die  soeben  beschriebenen  Aenderungen  an  der 
Streckengleichung  vornimmt. 

Umgekehrt  kann  man  aus  jeder  Gleichung  zwischen  Folgen 
von  Punktspiegelungen  eine  Streckengleichung  ableiten.  Es  ist 
nämlich  die  Anzahl  von  Punktspiegelungen,  die  in  einer  solchen 
Gleichung  auftreten,  stets  gerade  (vgl.  Nr.  49  a.  Weitere  Beispiele). 


4)  Ist  ÄS  =  91  eine  Schiebung,  so  steht  nichts  im  Wege,  für  jede 
gebrochene,  ja  irrationale  Zahl  v  die  Operation  W  zu  definiren,  und  das- 
selbe gilt  für  alle  Operationen,  deren  Verknüpfungsgesetze  den  Gesetzen 
der  Addition  von  Zahlen  analog  sind.  (Man  vergleiche  die  Beispiele  A. 
und  B.  im  XIV.  Abschnitt.)  In  anderen  Fällen  (Beispiel:  Drehung  oder 
Schraubung  um  eine  Axe,  vgl. XIV, C)  würde  die  Operation  W  mehrdeutig; 
sicher  aber  wäre  in  jedem  einzelnen  Falle  eine  genaue  Definition  des  Be- 
griffes W  schon  für  gebrochene  Zahlen  v  nöthig.  Deshalb  sehen  wir  hie 
von  dieser  Verallgemeinerung  ab. 
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Man  kann  es  daher  stets  erreichen,  nötigenfalls  durch  Hinliber- 
schaffen einer  Spiegelung  auf  die  andere  Seite,  dass  auf  jeder 
Seite  der  Gleichung  eine  gerade  Anzahl  von  Spiegelungen  steht. 
Diese  gruppire  man  auf  beiden  Seiten  von  vorn  anfangend  zu 
zweien,  schreibe  statt  der  Folge  RS  die  Strecke  RS  und  stelle 
zwischen  je  zwei  Gruppen  das  Zeichen  +  . 

Wir  fügen  hier  einige  Beispiele  an,  die  geeignet  sind,  diese 
Uebertragung  zu  verdeutlichen,  und  die,  so  einfach  sie  sind, 
vermöge  der  dann  folgenden  Betrachtungen  eine  ausserordentlich 
mannigfaltige  Umgestaltung  zulassen. 

Beispiele. 

^  08.  a)  Aus  der  Streckengleichung 


QR  +  ST*=  ST+QR 
folgt  die  Gleichung  für  Punktspiegelungen 

(QR){ST)  =  (ST)(QR)f 

d.  h.  in  jeder  Folge  von  Punktspiegelungen  können  zwei  benachbarte  Paare 
vertauscht  werden. 

b)  Es  ist  notwendig ,  den  Unterschied  in  der  Bedeutung  der  beiden 
aus  einander  folgenden  Gleichungen 

~RS  =  1JT  und   RS=UT 

S  anzugeben.    Die  erste  Gleichung  sagt  aus ,  dass 

V  7^f  "t  R  t  S,  T,  U  die  Ecken  eines  Parallelogramms 

/      >^         ]  sind,  wie  sie  rings  herum  auf  einander  folgen. 

\       /  \.     i  Daher  müssen  sie  auch  in  der  zweiten  Gleichung 

\  /  fl)T  die  vier  Eckpunkte  eines  Parallelogramms  sein ; 

R*t  A  diese  sagt  aber  ausserdem  aus,  dass,  wenn  man 

v\.  /  !  irgend  einen  Punkt  des  Raumes  der  Folge  der 

\   >.        /    J  Punktspiegelungen  R  ,  5  unterwirft,  man  nach 

\    \y  _  ~-*a  demselben  Punkte  kommt,  wie  durch  die  Folge 

£' " "  ü  der  Punktspiegelungen  U,  T . 

Die  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben 

RST=U , 

wo  nun  R  ,  S ,  T  drei  beliebige  Punkte  des  Raumes  sind.  Unterwirft  man 
daher  einen  Punkt  0  der  Spiegelfolge  R}  S,  T,  so  kommt  man  auf  einen 
Punkt  3 ,  der  aus  0  durch  Spiegelung  an  einem  einzigen  Punkt  ü  hervor- 
geht, welcher  dann  mit  R,  S,  7  ein  Parallelogramm  bildet.  Daraus  folgt 
weiter,  dass,  wenn  man  ein  beliebiges  räumliches  Viereck  0,  4,  4,  3  an- 
nimmt und  die  Mitten  der  drei  ersten  Kanten  als  Punkte  R,  S,  T  verwendet, 
die  Mitte  V  der  vierten  Kante  8  0  mit  Ä,  S,  T  ein  Parallelogramm  bildet, 
ein  bekannter  elementarer  Satz. 
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Wiederholt  man  in  der  loteten  Gleichung  sowohl  die  links  als  die 
rechts  stehende  Operation,  so  erhält  man  wegen  17*  =  *  die  Gleichung 

(RST)%  =  4  ; 
dies  giebt  den 

8ati.    Sind  R,S,  T  drei  beliebige  Punkte  des  Raumes,  so  gilt  stets  die 
Spiegelgleiehung  {RST)*=i. 

Dieser  Satz  sei  durch  die  beistehende  Figur  erläutert ,  in  der  sowohl 
R ,  S ,  T  wie  auch  0  belie- 

bige  Punkte    des  Raumes     ^_ ^:r _-__=> JL-_-_-_- -  — +$ 

sind  und  der  Punkt  6  mit  0  v  „^  \  /  ^v  i  / 

zusammenfällt.  vv       \      /         \      i      /' 


Die  Figur  zeigt  einige  v>  \  / 

Analogie  mit  dem  Pascal-  &%-— 

sehen  Sechseck,  da  auch  in  x  "  > 

diesem    ein   geschlossener  \ 

Zug  von  sechs  Linien  vor-  vv 

kommt,  von  denen  sich  je  oVfe  3 

zwei  gegenüberliegende  in 

drei  ausgezeichneten  Punkten  treffen.  Dieser  Zusammenhang  beruht  darauf, 
dass  auch  der  PAscAL'sche  Satz  sich  in  der  Form  einer  Spiegelgleichung 

(Äsr)*  =  < 

schreiben  lässt.   (Vgl.  Nr.  406a,  Fussnote  i.) 

c)  Sind  Pt ,  P, ,  P%  drei  beliebige  Punkte  des  Raumes,  M  ihr  Schwer- 
punkt, so  gilt  die  Streckengleichsng 

MPt  +  MP%  +  SP*  =  0  . 
Daraus  folgt  die  Gleichung  für  Punktspiegelungen 

MPX  MPtMP*=\  . 

Auch  dieser  Satz  sei  durch  eine  Figur  yer-  , 

anschaulicht,  in  der  0  ein  beliebiger  Punkt  des  tV~--/^^L\^ 
Raumes  ist,  während  der  Punkt  6  mit  ihm  zu-       \ 
sammenfällt.  *r 


f  /' 

\ 

V 

\      ' 

\  / 

4 

0p» 

XIII.   Formale  Ableitung  der  Sätze  über  Gruppen  ver- 
tauschbarer zweispiegeliger  Verwandtschaften. 

1  09.  Es  handelt  sich  jetzt  darum ,  die  bekannten  Sätze  der 
Streckenaddition  für  noch  andere  Gebiete  der  Geometrie  nutzbar 
zu  machen. 

Die  weitestreichenden  Uebertragungen  erhalten  wir  (nach 
91  bs),  wenn  wir  die  Sätze  auf  ihre  ersten  Grundsätze  zu- 
rückfahren ,  aus   denen  sie  formal  abgeleitet  werden  können. 

Math.-phys.  CImm  1893.  87 
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Ueberall  da  wo  diese  Grundsätze  ebenfalls  gelten ,  ist  dies  auch 
für  alle  weiteren  Sätze  der  Fall. 

Der  Umfang  der  Uebertragbarkeit  ist  also  durch  diese  ersten 
Sätze  völlig  bestimmt. 

Möbius  hat  für  die  Streckenaddition  diese  Zurttckführung 
geleistet1),  so  dass  wir  uns  nur  an  ihn  anzuschliessen  brauchen. 

Er  stellt  die  folgenden  beiden  aus  der  Definition  der  Strecken 
geometrisch  abgeleiteten  formalen  Sätze  an  die  Spitze: 

I.  Ist  QR  =  ST  und  ST=  UV,  so  ist  auch 

QR=ÜV. 
(In  Worten  heisst  dies:  Sind  zwei  Strecken  einer  dritten  gleich, 
so  sind  sie  unter  einander  gleich.) 

IL  Ist  QR  =  ST ,  so  ist  auch 

QS  =  RT. 
Aus  ihnen  folgt  dann 
III.  Ist  QR  =  </W  und 

RS  =  WS'  ,  so  ist  auch 


QS  =  Q'S'  . 

Ein  Satz  IV.  erweitert  noch  den  Satz  III.  auf  mehr  Glieder. 

Der  Satz  III.  (IV.)  ist  derjenige,  der  die  Sireckenaddition  be- 
gründet. 

Machen  wir  den  im  vorigen  Abschnitt  geschilderten  Ueber- 
gang  von  den  Strecken  zu  den  Punktspiegelungen,  so  sehen  wir, 
dass  alle  diese  Sätze  sich  schon  aus  den  Regeln  für  das  Rechnen 
mit  Spiegelungen  ergeben,  dass  also  die  geometrischen  Eigen- 
schaften, die  in  diese  formalen  Sätze  hineingelegt  sind ,  schon  in 

dem  Zusammenhang  der  Gleichungen  QR  =  ST7 und  QR  =  ST, 
und  in  der  Formel  S*  =  4  (M*  =  J,  vgl.  Nr.  J07  a  und  b)  auf- 
genommen sind. 

In  der  That  ist  der  dem  I.  entsprechende  Spiegelsatz  in  der 
Definition  der  Verwandtschaften  enthalten,  II.  ist  in  Nr.  4  03.  be- 
wiesen, III.  folgt,  indem  man  (gemäss  dem  Satze  35.)  die  beiden 


1)  Möbius:  »Ueber  die  Zusammensetzung  gerader  Linien  und  eine 
daraus  entspringende  neue  Begründungs  weise  des  barycentrischenCalcuIs«. 
(1844.)    Gesammelte  Werke  I.  S.  604  u.  ff. 

Die  Buchstaben,  die  Möbius  braucht,  habe  ich  oben  abgeändert,  ebenso 
die  Bezeichnung  der  Strecke. 


VeRTAUSCHBARB  ZWEISPIE6ELIGE  VERWANDTSCHAFTEN.  561 

rechten  Seiten  und  ebenso  die  beiden  linken  Seiten  der  gegebenen 
Gleichungen  hintereinander  schreibt : 

(QR)(RS)  =  (Q'R')(R'Sf), 

woraus  nach  Weglassen   der  Klammern   wegen   R*  =  4    und 
ü'*  =  1  sich  ergibt: 

QS  =  Q'S?. 

410.  Wie  aber  die  nun  folgende  Entwicklung  bei  Möbius 
zeigt,  setzt  er  stillschweigend  noch  die  folgenden  beiden  Sätze 
voraus : 


Erste  Voraussetzung.  Ist  irgend  eine  Strecke  QR  gegeben, 
so  kann  jeder  beliebige  Punkt  des  Raumes  S  (bezw.  T)  als  An- 
fangs- (End-)Punkt  einer  ihr  gleichen  Strecke,  QR  =  ST  gewählt 
werden,  und  der  End-(Anfangs-)Punkt  T  (S)  ist  dadurch  ein- 
deutig bestimmt. 

Zweite  Voraussetzung.  Ist  OP  eine  beliebige  Strecke  und  v 
eine  ganze  Zahl4),  so  ist  ein  Punkt  3/  eindeutig  so  bestimmt,  dass 

die  Streckengleichung  gilt  vOM=OP . 

Ersetzen  wir  in  diesen  beiden  Voraussetzungen  wieder  die 
Strecken  durch  die  Folgen  von  Spiegelungen  an  Punkten,  die 
letzte  Gleichung  durch  die  Spiegelgleichung  {OM)v  =  OP,  so  ist 
dadurch  unmittelbar  die  Möglichkeit  gegeben,  die  allgemeinste 
durch  Spiegelgleichungen  zu  leistende  Uebertragung  anzugeben, 
die  den  Uebergang  von  der  Lehre  der  Streckenaddition  zu  an- 
deren Teilen  der  Geometrie  vermittelt. 

Ja  wir  können  uns  auf  die  erste  Voraussetzung  beschränken, 
und  erhalten  somit  die  Anwendbarkeit  jener  Gleichungen  auf 
Teile  der  Geometrie,  die  keineswegs  der  Streckenaddition  völlig 
entsprechen ,  in  denen  aber  für  eine  gewisse  Klasse  von  Sätzen 
—  die  nämlich  allein  von  der  ersten  Voraussetzung  abhängen  — 
die  Uebereinstimmung  mit  den  so  einfachen  Streckensätzen  her- 
gestellt wird. 

Hierher  gerade  gehört  auch  die  Zusammensetzung  der 
Schraubungen. 


4)  Da  Möbius  auch  irrationale  Processe  zulasst,  ist  bei  ihm  die  Zahl  v 
beliebig  rational  oder  irrational. 

37* 
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Die  erste  Voraussetzung. 

4  4  4.  Setzen  wir  statt  jeder  Strecke  R  S  die  Folge  von  Punkt- 
spiegelungen RS ,  so  stellt  uns  die  Gesammtheit  aller  Punkte  des 
Raumes  eine  Schaarvon  Spiegelelementen  dar,  die  Verbindungen 
RS  eine  Gesammtheit  von  zweispiegeligen  Verwandtschaften 
(Schiebungen),  die  aus  jenen  Spiegelelementen  gebildet  sind. 

Danach  haben  wir,  um  gleich  zum  allgemeinsten  Falle  über- 
zugehen, die  für  Strecken  aufgestellte  erste  Voraussetzung  so 
abzuändern: 

Voraussetzung  I.  Es  sei  irgendwie  eine  Schaar  von  Spiege- 
lungen definirt  von  der  Beschaffenheit,  dass  jede  aus  zwei  dieser 
Spiegelungen  gebildete  Verwandtschaft  sich  in  zwei  andere  Spiege- 
lungen der  Schaar  zerlegen  lässt,  von  welchen  die  eine  beliebig 
aus  der  Schaar  herausgegriffen  werden  darf.    [Spiegelschaar  L] 

4  42.  Sind  Rt  S,  T  irgend  drei  unserer  Spiegelungen,  so  giebt 
es  unter  den  Spiegelungen  nach  dieser  Voraussetzung  stets  eine 
weitere  U,  so  dass  die  Gleichung  gilt 

(I.)  RS=UT  oder 

RST=U,  d.h.: 

Satz  a.  Die  Folge  von  irgend  drei  Spiegelungen  unserer  Schaar 
kann  stets  durch  eine  einzige  dieser  Spiegelungen  ersetzt  werden. 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  dann 

(flST)f  =  4,     ÄST  4=  4,  d.h.: 

Satz  b.  Zwischen  irgend  drei  Spiegelungen  R,  S,  T  der 
Schaar  bestehen  stets  die  Beziehungen 

[RST)*  =  i,    RST^t,         (vgl.  Nr.  404.) 
oder  (RS)T=  T(SR)  (vgl.  Nr.  99.). 

4  43.  Gebraucht  man  eine  früher  eingeführte  Ausdrucks- 
weise (vgl.  Nr.  97.),  so  kann  man  die  Voraussetzung  I.  auch  so 
fassen: 

Es  sei  eine  solche  Schaar  von  Spiegelungen  gegeben,  dass  eine 
jede  aus  ihnen  gebildete  zweispiegelige  Verwandtschaft  zu  einer 
jeden  Spiegelung  der  Schaar  harmonisch  ist  (von  ihr  umgekehrt  wird). 

Es  gilt  aber  nicht  umgekehrt,  dass  jede  Spiegelung,  die  zu 
einer  solchen  Verwandtschaft  harmonisch  ist,  zur  Spiegelschaar 
gehört.   Dies  sei  verdeutlicht  an  einem 
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Beispiel:  Wir  wählen  als  Spiegelelemente  sämmtliche  Geraden 
r,  s,  t ...,  die  die  einzige  Gerade  a  senkrecht  treffen.  Eine  Ver- 
wandtschaft, die  aus  den  Spiegelungen  an  zwei  dieser  Geraden 
zusammengesetzt  ist,  ist  eine  Schraubung  um  die  Axe  a,  oder 
auch,  wenn  die  beiden  Spiegelgeraden  parallel  gewählt  sind, 
eine  Schiebung  längs  dieser  Axe  (vgl.  die  Sätze  in  Nr.  4  0.  und 
Nr.  8.).  Jede  dieser  Verwandtschaften  kann  nun  in  zwei  Spiege- 
lungen der  Schaar  zerlegt  werden,  von  denen  die  eine  beliebig 
aus  ihr  herausgegriffen  werden  kann.  (Man  vergleiche  die  Um- 
kehrungen in  Nr.  40.  und  8.).  Die  Geraden,  die  die  Gerade  a 
senkrecht  treffen,  genügen  demnach  der  ersten  Voraussetzung. 
Eine  Schiebung  längs  der  Axe  a  kann  aber  ausserdem  in  die 
Spiegelungen  an  zwei  parallelen  Geraden  zerlegt  werden,  die 
senkrecht  zu  a  sind,  aber  a  nicht  treffen.  Diese  Geraden  gehören 
nicht  mehr  zur  Schaar  und  diese  darf  auch  nicht  durch  sie  er- 
weitert werden,  da  dann  die  Voraussetzung  I.  nicht  mehr  erfallt 
bliebe. 

4  44.  Greift  man  von  den  zweispiegeligen  Verwandtschaften, 
die  sich  aus  unserer  Spiegelschaar  bilden  lassen,  irgend  zwei  31 
und  SB  heraus,  so  kann  man  nach  der  Voraussetzung  I.  jede  von 
ihnen  so  in  zwei  Spiegelungen  zerlegen,  dass  für  die  zweite 
Spiegelung  von  %  und  für  die  erste  Spiegelung  von  23  ein  und 
dieselbe  Spiegelung  S  verwandt  wird,  d.  h.  man  mache 

dann  wird 

%Sb  =  RSST=RT, 

d.  h.  die  Folge  von  zwei  aus  den  Spiegelungen  der  Schaar  gebil- 
deten zweispiegeligen  Verwandtschaften  ist  wieder  eine  solche 
Verwandtschaft.  Alle  diese  Verwandtschaften  bilden  daher  eine 
Gruppe  (vgl.  Nr.  50.). 

Bilden  wir  ausser  der  Folge 

21©  =  R  T  auch 

SB2l  =  S77*S, 
so  kommt  wegen 

4  =  (RST)*  oder 

4  =RSTRST, 

wenn  wir  beiderseits  vorn  R ,  hinten  T  zufügen ,  die  Gleichung 
heraus 
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RT=STRS  oder 

«SB  =  ©ä .  (Vgl.  auch  Nr.  404.) 

Dieses  Ergebniss  mit  dem  vorigen  zusammengefasst  giebt  den 

Satz.  Alle  Verwandtschaften,  die  aus  je  zwei  Spiegelungen 
unserer  Schaar  I.  zusammengesetzt  sind,  bilden  eine  Gruppe  ver- 
tauschbarer Verwandtschaften.    [Gruppe  /.] 

Anmerkung.  Dieser  Satz  lässt  sich  nicht  umkehren,  da  unmöglich 
aus  der  Eigenschaft  einer  Gruppe,  dass  sie  aus  vertauschbaren  zwei- 
spiegeligen  Verwandtschaften  besteht,  das  Vorhandensein  einer  Spiegel- 
schaar  geschlossen  werden  kann,  die  diese  Gruppe  erzeugt,  und  die  erste 
Voraussetzung  erfüllt. 

Wenn  also  in  der  vorliegenden  Arbeit  nur  eine  Klasse  von  Gruppen 
vertausch  barer  zweispiegeliger  Verwandtschaften  bebandelt  wird ,  so  is 
dies  doch  eine  ausserordentlich  wichtige  Klasse.  So  liefert  z.B.  die  Theorie 
der  kongruenten  und  symmetrisch-gleichen  räumlichen  Systeme  eine  Fülle 
verschiedenartiger  Gruppen  solcher  Verwandtschaften.  Alle  diese  Gruppen 
lassen  sich  aber  aus  einer  Gesammtheit  von  Spiegelungen  erzeugen,  die  der 
ersten  Voraussetzung  genügt. 

4  45.   Da  die  Folge  von  irgend  drei  Spiegelungen  unserer 
Sehaar  gleich  einer  einzigen  dieser  Spiegelungen  ist  (naoh  442a) 
und  da  die  Folge  von  irgend  vier  dieser  Spiegelungen  KL  MN 
—  3UB  gleich  der  Folge  von  zweien  ist,  31©  =  R  T  (vgl.  444.) 
so  folgt  durch  mehrfache  Anwendung  dieser  Sätze  der 

Satz.  Die  Folge  einer  beliebigen  ungeraden  oder  geraden  An- 
zahl von  Spiegelungen  unse?*er  Schaar  lässt  sich  stets  auf  eine 
einzige  bezw.  die  Folge  von  zwei  dieser  Spiegelungen  zurück- 
führen. 

Oder  in  anderen  Worten: 

Alle  Verwandtschaften,  die  sich  als  Folge  einer  beliebigen 
Anzahl  von  Spiegelungen  unserer  Schaar  darstellen  lassen,  bilden 
eine  Gruppe,  in  der  diejenigen  Verwandtschaften,  welche  aus  einer 
geraden  Anzahl  dieser  Spiegelungen  zusammengesetzt  sind,  eine 
Untergruppe  ausmachen.    [Erweiterte  Gruppe  /.] 

4  46.  Betrachtet  man  eine  beliebige  Folge  von  Spiegelungen 
unserer  Schaar 

Ä4  SiRiSiR3Si  . . . . , 

so  lässt  die  zwischen  je  drei  von  ihnen  bestehende  Gleichung 
(Ri  £4  /?,)*  =  4  (vgl.  142b)  eine  Anwendung  zu,  die  das  Rechnen 
mit  solchen  Spiegelfolgen  erleichtert,  und  deren  Analogon  für 
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das  Rechnen  mit  Strecken  sich  bei  Möbius1)  findet.  Jene  Gleichung 
kann  auch  geschrieben  werden 

RiSiRt=RtS%R%  , 

d.  h.  in  jeder  Folge  von  solchen  Spiegelungen  können  die  beiden 
Spiegelungen  R{  und  Rt ,  die  irgend  einer,  S4 ,  nach  rechts  und 
links  benachbart  sind,  vertauscht  werden.  Wie  Ri  mitfi,,  so 
kann  Rt  mit  R9  vertauscht  werden  u.  s.  w.  Da  aber  durch  Ver- 
tauschung je  zweier  benachbarter  Elemente  Ri  jede  beliebige 
Vertauschung  zwischen  den  üf  hergestellt  werden  kann,  und  da 
dasselbe  auch  für  die  St-  gilt,  so  hat  man  den 

Satz.  In  einer  jeden  Folge  von  Spiegelungen  unserer  Schaar 
lassen  sich  sowohl  die  geradstelligen  Spiegelungen  wie  auch  die 
ungeradstelligen  unter  sich  beliebig  vertauschen. 

Die  zweite  Voraussetzung. 

447.  Die  Forderung,  dass  bei  gegebenen  Spiegelungen 
0 ,  P  unserer  Schaar  für  jedes  ganze  v  eine  Spiegelung  M  der 
Schaar  vorhanden  sei,  für  welche  die  Gleichung  gilt 

(II.)  {OMf  =  OP  , 

lässt  eine  Unterscheidung  in  zwei  Fälle  zu,  je  nachdem  näm- 
lich die  Spiegelung  M  eindeutig  oder  mehrdeutig  bestimmt  ist. 
Nur  im  ersten  Falle  erhalten  wir  eine  Gruppe  zweispiegeliger 
Verwandtschaften,  die  vollkommen  denselben  Gesetzen  unter- 
liegen, wie  sie  bei  der  Streckenaddition  gelten» 

Voraussetzung  IIa.  Es  möge  irgendwie  eine  Spiegelschaar 
definirt  sein,  die  der  Voraussetzung  1.  genüge  und  ausserdem 
die  Eigenschaft  habe ,  dass  es  für  irgend  zwei  ihrer  Spiegelungen 
0  und  P  und  bei  gegebener  ganzer  Zahl  v  stets  eine  und  nur  eine 
Spiegelung  M  der  Schaar  giebt,  die  der  Gleichung  genügt 

(II.)  [OM)v  =  OP .  [Teilungsgleichung.] 

Eine  solche  Schaar  heisse  eine  Spiegelschaar  la. 

4  48.  Setzt  man  v  =  2 ,  so  erhält  man 

OMOM=OP  , 

oder  indem  man  beiderseits  vorn  M  0  zufügt, 

OM  =  MP. 


4)  Möbius  Gesammelte  Werke  I.  a.  a.  0.  Nr.  6. 
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Diese  Gleichung  sagt  aus  (36.),  dass  die  Spiegelung  0  durch 
M  in  P  übergeführt  wird. 

Wir  wollen  eine  solche  Spiegelung  M,  die  0  in  P  überführt, 
eine  mittlere  Spiegelung  zwischen  0  und  P  nennen. 

Dann  gilt  der 

Satz.  Zwischen  je  zwei  Spiegelungen  der  Schaar  Ia.  giebt  es 
stets  eine  und  nur  eine  mittlere  Spiegelung,  die  ebenfalls  der 
Schaar  angehört. 

Denn  gäbe  es  noch  eine  zweite  solche  Spiegelung  Jf',  für 

welche 

OM'  =  M'P 

wäre,  so  würde  daraus  folgen,  indem  man  beiderseits  vorn  OM' 

zufügt: 

(OM')*  =  OP, 

also  müsste  (nach  Vor.  Ia)  M '  =  M  sein. 

Anmerkung.  Ausserhalb  der  Spiegelschaar  können  immerhin  noch 
weitere  mittlere  Spiegelungen  vorhanden  sein.  So  bilden  z.  B.  alle  Umwen- 
dungen  um  Axen,  die  einem  Parallelstrahlbündel  angehören,  eine  Spiegel- 
schaar Ia. ,  und  es  giebt  zwischen  zwei  Graden  o,  p  der  Schaar  eine 
mittlere  m  der  Schaar.  Ausserdem  genügt  aber  auch  jede  Gerade  mt» 
die  zur  Ebene  von  o  und  p  senkrecht  ist,  und  m  trifft,  der  Gleichung 
om{}  =  {mlp}.  An  diesem  Beispiel  einer  Spiegelschaar  Ia.  kann  gleich- 
zeitig erkannt  werden,  dass  auch  die  allgemeinere  Gleichung  {om}v  =  {op} 
mehrdeutig  befriedigt  werden  kann,  falls  man  für  {m}  auch  Spiegelungen 
zulttsst,  die  ausserhalb  der  Schaar  liegen. 

Da  jetzt  in  unserer  Gruppe  zweispiegeliger  Verwandt- 
schaften völlige  Uebereinstimmung  mit  der  Streckenaddition 
herrscht,  so  können  wir  die  Sätze,  die  Möbius  und  H.  Grass- 
mann1)  für  die  Streckenaddition  aufgestellt  haben,  genau  so 
beweisen,  wie  es  dort  geschieht.  Insbesondere  werden  die  Sätze 
über  geometrische  .Mittelpunkte  (Schwerpunkte)  in  unserer 
Gruppe  ihr  Analogon  finden. 

Wir  stellen  hier  die  Sätze,  die  wir  in  den  geometrischen 
Anwendungen  (im  XIV.  Abschnitt)  verwerten  werden,  kurz 
zusammen. 


4)  Möbius,  a.  a.  0.    H.  Grassmann  »Die  lineale  Ausdehnungslehre« 

(4  844)  §24. 
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4 4 9.  Sind  R,  S,  T,  U  vier  Spiegelungen  der  Schaar  I a, ' 
für  die  die  Gleichung  besteht f) 

(a)  RS=UT, 

so  bestimme  man  (Vor.  Ia)  in  der  Schaar 
die  Spiegelung  M,  für  welche  ist: 

(ft)  RM  =  MT, 

dann  wird: 

SRRM=TUMT         (oder  wegen  4  4  4.) 
SRRM=MTTU ,  also 

(ßt)  SM  =  MU. 

Da  im  Beweise  nur  das  Vorhandensein,  nicht  aber  die  Ein- 
deutigkeit von  M  vorausgesetzt  wurde,  so  können  wir  den  damit 
bewiesenen  Satz  allgemein  aussprechen : 

Satz.  Gilt  in  einer  Spiegelschaar  I.  die  Gleichung  RS  =  UT 
und  ist  in  ihr  M  eine  mittlere  Spiegelung  zwischen  R  und  T,  so 
ist  sie  es  auch  zwischen  S  und  U . 

Ist  (ß{)  und  (ßj  vorausgesetzt,  so  ergiebt  sich  daraus,  indem 
man  die  Folge  der  Gleichungen  umkehrt,  die  Gleichung  (a),  d.  h. : 

Umkehrnng.  Ist  in  einer  Spiegelschaar  I.  M  gleichzeitig 
mittlere  Spiegelung  zwischen  R  und  T  und  zwischen  S  und  Uy  so 
gilt  die  Gleichung  RS=UT  . 

4  20.  Aus  der  Schaar  Ia.  seien  v  Spiegelungen  PiyP%)..Py 
herausgegriffen,  und  hierzu  noch  eine  weitere  0,  dann  sei  die 
Folge  gebildet 

OPi  0P%  .  .  OPy. 

Diese  Folge  lässt  sich  (nach  Nr.  445.  und  nach  Vor.  I.)  aus- 
drücken durch 

0PK  OPt  .  .  OPy  =  OP, 

wo  auch  die  Spiegelung  P  zu  der  Schaar  gehört;  dann  kann  ge- 
setzt werden  (Vor.  IIa) 

OP=(OM)p, 

wo  M  als  Spiegelung  der  Schaar  eindeutig  bestimmt  ist,  und  es 

wird 

(4)  OPK  OPt  .  .  OPy  =  (OM)v  . 

•a 

4)  Für  die  Figur  wählen  wir  den  einfachsten  Fall  der  Punkt- 
spiegelung. 
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Wählt  man  aus  der  Spiegelschaar  statt  0  irgend  eine  andere 
Spiegelung  0'  aus,  so  kann  man  setzen  (wegen  0'%  =  1) 

OO'O'P,  00'0'P%  .  .  00'0'Py  =  {0M)p, 

daraus  erhält  man  durch  Umstellung  (4  46.) 

{00')v  0'PK  0'P%  .  .  0,Py  =  {0M)\ 

oder  indem  man  beiderseits  v  mal  O'O  zufügt 

o'pK  o'p% . .  (ypy  =  (o'oy  [ouy, 

und  daraus  wegen  der  Vertauschbarkeit 

=  {0'00M)\ 
also  endlich  wegen  01  =  \ 

[\ ')  0'PK  0'Pt  .  .  0'Py  =  (ffMY . 

Dies  giebt  den 

Satz.  Gilt  für  die  Spiegelungen  Pi}  Ptf  .  .  PV9  M  und  eine 
weitere  Spiegelung  0  einer  Spiegelschaar  I.  die  Gleichung 

0PK  0Pt.  .  OPv  =  (OM)v, 

so  gilt  sie  aticA,  wenn  man  0  durch  irgend  eine  andere  Spiegelung 
0'  der  Schaar  ersetzt. 

Setzt  man  statt  der  beliebigen  Spiegelung  0  die  Spiege- 
lung M  ein,  so  wird  wegen  i/i/=  1 

(2)  MPKMP%.  ,MPy  =  k  oder  auch 

PKM  P%M  .  .  PVM=\  . 

Ist  umgekehrt  durch  eine  Spiegelung  JA  eine  dieser  beiden 
Gleichungen  erfüllt,  so  folgt  daraus  auf  dem  umgekehrten  Wege 
die  Gleichung  (\ )  für  jede  Spiegelung  0  der  Schaar. 

Nach  den  drei  ersten  Gleichungen  dieser  Nr.  lässt  sich  die 
Spiegelung  M  aus  den  Spiegelungen  PA,  P%)  .  .  Pv  und  0 ,  und 
—  da  die  Wahl  von  0  gleichgiltig  ist  —  aus  P4 ,  Pt ,  .  .  Pv  allein 
eindeutig  bestimmen,  d.h.: 

Zusatz.  Aus  v  beliebigen  Spiegelungen  Pf ,  Pt ,  .  .  Py  einer 
Spiegelschaar  Ia  lässt  sich  eindeutig  eine  Spiegelung  M  der  Schaar 
ableiten,  für  welche  die  Gleichung  gilt : 

MPK  MP%  .  .  M  Py  =  \ ; 

es  gilt  dann  auch  für  jede  weitere  Spiegelung  0  der  Schaar  die 
Gleichung 

OPi  0P%  .  .  OPy  =  {OM)p . 
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Diese  Spiegelung  M  nennen  wir  die  mittlere  zwischen  den 
Spiegelungen  PK,  P%,  .  .  Py  . 

424.  Auf  einem  von  Möbius  in  der  Streckenrechnung  ein- 
geschlagenen Wege  kann  man  jetzt  diese  mittleren  Spiegelungen 
dazu  benutzen,  um  die  Folge  von  einer  beliebigen  Anzahl  zwei- 
spiegeliger  Verwandtschaften  der  Gruppe  I.  zu  bilden. 

Ist  eine  solche  Folge  gegeben 

und  sind  M  und  N  die  mittleren  Spiegelungen  zwischen  P{ ,  Pv  •  •  Pv 
und  zwischen  Q{ ,  Qt ,  •  •  Qy ,  d.  h.  ist 

P,MPtM  .    P„J/=4  und 

1  ]  NQ%NQt-.NQy=l, 

so  wird  wegen  M *  =  4  und  N*  =  4 

31  =  PK  MMNNQi  PtMMNNQ%  . .  PvMUNNQy  , 

also  durch  Umstellung  (4  46.) 

»  =  P<  Jf  P%M  •  •  PyM(MN)pNQi  NQ% .  .  JV<?„  , 

daher  wegen  (2) 

*«  Oi  P,  0,  •  ■  IVft,  —  (*  #)*  .  D.  h.: 

Satz.  Statt  die  Folge  von  v  zweispiegeligen  Verwandtschaften 
der  Gruppe  L  zu  bilden,  nehme  man  vmal  hintereinander  eine  ein- 
zige zweispiegelige  Verwandtschaft,  deren  Anfangs-  und  End- 
spiegelung die  mittlere  der  Anfangs-  und  Endspiegelungen  der 
gegebenen  Verwandtschaften  ist. 

422.  Voraussetzung  üb.  Sind  wie  bisher  0  und  P  zwei 
Spiegelungen  einer  Schaar,  die  der  Vorraussetzung  L  genügt,  so 
sei  wie  bei  IIa.  vorausgesetzt,  dass  es  innerhalb  dieser  Schaar 
eine  Spiegelung  M  gäbe,  welche  die  Gleichung 

(II.)  [OM)v  =  OP 

befriedigt  (wo  v  eine  ganze  Zahl  sei) ;  wir  setzen  jetzt  aber  voraus, 
die  Spiegelung  M  sei  durch  diese  Gleichung  mehrdeutig  bestimmt. 

4  23.  Betrachten  wir  zuerst  den  Fall  v  =  2  und  nehmen  an, 
M  und  M'  seien  innerhalb  der  Spiegelschaar  I.  zwei  verschie- 
dene Lösungen  der  Gleichung  (IL),  also 

(OM)%  =  OP  und 

(OM'f^OP,  wo 

jf  4=  jf\ 
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Dann  ergiebt  sich,  wie  in  Nr.  448. 

OM=MP  und 

OM'  =  Jf'P, 

d.  h.  M  und  M'  sind  zwei  müdere  Spiegelungen  der  Spiegelungen 
0  und  P.   Verknüpft  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  wird 

M00M'  =  PMM'P 
=  M'PPM 

(wegen  der  Vertauschbarkeit  vgl.  Nr.  44  6.),  also 

(4)  MM'  =  M'M,  und  da 

MM'  ^  * 
vorausgesetzt  ist,  so  ist  MM'  selbst  eine  involutorische  Ver- 
wandtschaft (48.),  also 

MM'  =  M'M=A 
wo  A%  =  4  ,  Ä  +  4  . 

Diese  Spiegelung  A  gehört  nicht  zur  Schaar,  denn  die 
Verwandtschaft  A,  die  ebenfalls  der  Gruppe  angehört,  kann 
nicht  in  A  und  noch  eine  Spiegelung  zerlegt  werden,  sonst 
mttsste  diese  zweite  Spiegelung  =  4  sein ,  was  dem  Begriff  der 
Spiegelung  widerspricht. 

Ist  aber  R  irgend  eine  Spiegelung  der  Schaar,  so  wird  (Vor.I, 
vgl.  Nr.  4  42.) 

(M  M'R)*  =  4  oder 

MM'R  =  RM'M,  j       also 

AR  =  RA.  f 

Während  die  Gleichung  MM'  =  A  aussagt,  dass  Jtf  zu  M' 
und  A  zu  M  (und  zu  M')  eine  harmonische  (mit  ihr  vertausch- 
bare) Spiegelung  sei  (48.),  ergiebt  die  letzte  Gleichung,  dass  A 
zu  jeder  Spiegelung  R  der  Schaar  harmonisch  ist,  also : 

Satz.  Giebt  es  innerhalb  der  Spiegelschaar  I.  zu  irgend  zwei 
Spiegelungen  0  und  P  der  Schaar  zwei  verschiedene  mittlere 
Spiegelungen  Jf ,  M' ,  so  sind  beide  zu  einander  harmonisch  und 
ihre  Folge  MM'  =  A  ist  eine  Spiegelung,  die  zu  allen  Spiegelungen 
der  Schaar  harmonisch  ist. 

424.  Dieser  Satz  lttsst  sich  umkehren. 

TJmkehrang.  Ist  A  eine  zu  allen  Spiegelungen  der  Schaar  L 
harmonische  Spiegelung,  und  N  eine  mittlere  Spiegelung  zwischen 
irgend  zwei  Spiegelungen  R  und  S  der  Schaar,  so  ist  AN =N'  eine 
zweite  mittlere  Spiegelung  zwischen  R  und  S. 
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Da  A  nach  der  Voraussetzung  zu  N  harmonisch  ist ,  so  ist 
(nach  47.  und  48.)  AN=  N'  ebenfalls  eine  Spiegelung,  daher 

A^NN'^N'N, 

und  da  A  auch  zu  R  harmonisch  ist,  so  ist 

AR  =  RA,  also 

NN'R  =  RNN' , 

oder  indem  man  beiderseits  vorn  N,  hinten  N'  zufügt, 

•    N'RN'  =  NRN. 

Ist  nun  A7  mittlere  Spiegelung  zwischen  R  und  S ,  so  wird 

RN=NS,  also 

S  =  NRN=N'RN'  oder 

SN'  =  N'R, 

d.  h.  auch  N'  =  AN  ist  mittlere  Spiegelung  zwischen  S  und  R. 

Anmerkung.  Die  mittlere  Spiegelung  N'  braucht  nicht  ebenfalls  zur 
Schaar  zu  gehören.  Wir  geben  S  Beispiele,  an  denen  die  möglichen  Fälle 
zu  erkennen  sind. 

a)  Die  Spiegelungen  an  allen  Punkten  des  Raumes  haben  keine  ge- 
meinsame harmonische  Spiegelung,  doch  bilden  sie  eine  Schaar,  die  der 
Voraussetzung  I.  genügt.  Daraus  folgt  (4 23,  Satz),  dass  die  Gleichung 
OMtssMP  für  M  innerhalb  der  Schaar  nicht  mehrdeutig  gelöst  wer- 
den kann. 

b)  Die  Spiegelungen  an  den  Geraden  eines  Parallelstrahlbündels 
genügen  der  Voraussetzung  I.  Zu  ihnen  allen  harmonisch  ist  die  Spiegelung 
an  jeder  Ebene  A,  die  auf  den  Strahlen  des  Bündels  senkrecht  steht  Sind 
o,  p,  m  drei  Strahlen  des  Bündels,  für  welche  die  Gleichung  {om}  =  {mp} 
gilt,  so  ist  (68.)  {mA}  =  {N}  die  Spiegelang  am  Schnittpunkt  N  einer 
dieser  Ebenen  A  mit  der  Geraden  m ;  diese  ist  (nach  der  Umkehrung)  eben- 
falls eine  Lösung  der  Gleichung,  d.h.  es  ist  {oN}  =  {Np},  keineswegs 
gehört  sie  aber  der  Schaar  an. 

c)  Die  Spiegelungen  an  den  Geraden,  die  eine  einzige  Gerade  o  senk- 
recht treffen,  genügen  der  Voraussetzung  I.  Die  Spiegelung  an  dieser 
Geraden  a  selbst  ist  zu  allen  Spiegelungen  der  Schaar  harmonisch;  daher 
gehört  (Umkehrung)  zu  einer  Lösung  {ro}  der  Gleichung  {om}  =  {mp} 
noch  eine  zweite  {n}ss{ma}.  Da  nun  aber  die  Gerade  a  auch  durch  die 
Gerade  n  senkrecht  getroffen  wird  (nach  Nr.  70.),  so  gehört  in  diesem  Falle 
auch  die  Spiegelung  an  n  zur  Schaar. 

4  25.  Gehen  wir  zu  einem  allgemeinen  v  über,  und  nehmen 
an,  es  gäbe  zwei  verschiedene  Spiegelungen  der  Schaar,  M  und 
M\  die  die  Gleichung  II.  erfüllen,  also 

(OM)v  =  OP 
und  (OM')v  =  OPi  woM^M', 
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so  folgt  daraus 

[OM)v  =  {OM'Y  oder 

\  ={MO)v(OM')v , 

daraus  wegen  der  Vertauschbarkeit 

\=(MOOM')v  oder 

4  =  [MU')V . 
Um  diese  Gleichung  weiter  zu  behandeln,  setzen  wir 

mm'  =  m'm"  =  •  •  ==  mc-*)  mW  , 

wo  (wegen  Vor. I.)  auch  M' ,  M'\  •  •  J#W  zur  Schaar  gehören.  Dann 

wird 

4  =  (MM'Y  =  MM'M  M"  •  •  JfC'-OjfO') 

4  =JfJfW,  also 

Jf(")  =  j|f. 

Dabei  ist  (falls  v  keine  Primzahl  ist)  nicht  ausgeschlossen, 
dass  die  AfW  teilweise  untereinander  gleich  werden. 

Die  Spiegelungen  M }  M' ,  M'\  ■  •,  die  der  Bedingung 

MM'  =  M'M"=-=  J/t'-O  M 

genügen,  nennt  man  ein  cyklisches  System  von  Spiegelungen  mit 
der  Periode  v,  falls  in  der  Reihe  keine  gleichen  Spiegelungen 
vorkommen. 

Sind  nun  J#W  und  M^k)  irgend  zwei  Spiegelungen  dieses 
Systems,  so  erhalt  man 

(JfW  Jf<*>)»'  =  (jK0j|(<+i)  jfC+Oü(<+») . .  mc-^m^y 

=  [MM'MM'  -MM'Y, 

=  (MM')P [MM'Y  •  •  (MM'Y,  also 
(IKO  Jf(*))*  =  4  ,     und  insl)esondere 

(J*fJ/(0)"  =  4  . 

Bildet  man  nun 

[OM(i)Y  =  [OMMM^Y  , 

so  wird  dies  wegen  der  Vertauschbarkeit  (4  44.) 

=  (01/)|/(AfJlfW)»'=0P, 
also 

(04/(0)"  =  OP,  d.h.: 

Satz.    Smrf  m  der  Spiegelschaar  L  zwei  Spiegelungen  M  und 
M'   vorhanden,   die  gleichzeitig  die  Gleichung  (IL)  befriedigen. 
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so  erzeugen  diese  ein  cyklisches  System  von  Spiegelungen 
M,  M' ,  M'\  •  •  H(v"l\  die  der  Schaar  angehören  und  gleichfalls 
jene  Gleichung  befriedigen. 

Aach  hier  ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  gleiche  unter  den 
Spiegelungen  vorhanden  sind. 

126.  Die  Satze  in  Nr.  419.  bis  121.  sind  unter  der  Voraus- 
setzung geführt,  dass  es  eine  Spiegelung  giebt,  die  der  Gleichung 
(II.)  genügt.  Sieht  man  also  von  der  Eindeutigkeit  der  Bestimmung 
diesw  Spiegelung  M  ab,  so  gelten  die  dort  aufgestellten  Gleichungen 
auch  dann  noch,  wenn  man  für  M  irgend  eine  des  cyklischen 
Systems  auswählt  und  in  sie  einträgt. 


XVI.  Geometrische  Anwendungen. 

Gruppen   von   projektiven   Schiebungen   und   von 
Schraubungen.     Polare  Gebilde  zu  einer  Gruppe  von 
Punkten,  von  Ebenen,  von  windschiefen  Geraden  und 

von  Umwendaxen. 

127.  Neue  Beispiele  von  Spiegelschaaren ,  die  den  Be- 
dingungen I.  und  II  a.  genügen ,  gewinnt  man  leicht  aus  dem 
zur  Einführung  benutzten  Beispiele  der  Punktspiegelung  durch 
die  bekannten  Abbildungsmelhoden  (vgl.  Nr.  91 ,  a.)  der  projektiven 
und  der  dualen  Uebertragung.  Doch  erhalt  man  so  keine  wesent- 
lich neuen  Satze,  und  es  ist  auch  nicht  die  Methode  der  Spiegel- 
gleichungen, die  erst  eine  solche  Uebertragung  anbahnt.  Man 
findet  ja  auch  ohne  Spiegelgleichung ,  dass  die  unendlich  ferne 
Ebene  zu  einer  Punktgruppe  und  ihrem  Schwerpunkt  eine  ganz 
analoge  Lage  hat,  wie  eine  beliebige  Ebene  zu  einer  Punktgruppe 
und  dem  Pole  der  Ebene,  oder  ein  beliebiger  Punkt  zu  einer 
Ebenengruppe  und  ihrer  Polare. 

Es  hat  aber  die  nicht  durch  einen  Algorithmus  begründete 
Methode  der  »Abbildung«  von  Sätzen,  abgesehen  von  der  Be- 
schranktheit ihrer  Anwendung,  den  erheblicheren  Mangel ,  dass 
sie  verschiedene  Gebiete  der  Geometrie  in  eine  nicht  innerlich 
begründete  Abhängigkeit  bringt.  Es  muss  derjenige,  der  die  pro- 
jektive Geometrie  rein  geometrisch  betreibt,  seine  Beweise  so 
liefern  können,  dass  sie  von  Sätzen  der  nicht  projektiven  Geo- 
metrie unabhängig  sind,  und  dies  gilt  (was  neuerdings  wenig 
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beachtet  worden  ist)  auch  umgekehrt.  Aber  andererseits  dürfen 
Sätze,  die  in  zweierlei  Gebieten  der  Geometrie  parallel  neben  ein- 
ander herlaufen,  nicht  auf  völlig  verschiedene  Schlussmethoden 
gegründet  werden.  Dass  es  nicht  zwei  sich  widersprechende 
Forderungen  sind,  Unabhängigkeit  und  doch  Gleichartigkeit  der 
Beweise  zu  verlangen,  dies  wird  eben  an  unserer  Methode  deut- 
lich :  entsprechende  Beweise  in  zwei  Gebieten  der  Geometrie  wei*- 
den  durch  entsprechende  Folgen  von  Gleichungen  geführt,  und  nur 
die  Gebilde ,  die  in  die  Gleichungen  eintreten ,  sind  in  beiden  Ge- 
bieten verschieden. 

Und  gehen  wir  von  den  »Abbildungen«  zu  den  allgemeineren 
»formalen  Uebertragungen«  über  (vgl.  Nr.  91,  bt),  so  erhalten 
wir  ausserdem  die  Möglichkeit  neue  Sätze  aufzufinden ,  da  diese 
Art  der  Uebertragung  bisher  weit  weniger  verwendet  worden 
ist,  wie  die  der  Abbildung.  Mit  ihrer  Hilfe  werden  wir  im  Fol- 
genden auf  eine  merkwürdige  Analogie  zwischen  der  Geometrie 
der  Punkte  (oder  Ebenen)  des  Raumes  und  der  Geometrie  der 
Geraden  des  Raumes  geführt,  vermöge  welcher  jeder  Geraden 
des  Raumes  in  Bezug  auf  eine  Gruppe  von  Geraden  eine  bestimmte 
weitere  Gerade  polar  zugeordnet  ist1). 

Ich  halte  es  für  besonders  wichtig,  dass  die  im  folgenden 
abgeleiteten  projektiven  Sätze  (Abschnitt  A.  und  B.)  unabhängig 
vom  Grundsatz  der  projektiven  Geometrie  bewiesen  werden2). 


4)  Um  für  eine  Gruppe  von  v  Geraden  im  Räume  eine  allgemeine 
Polarentheorie  zu  gewinnen  —  die  weiter  unten  ausgeführte  Konstruktion 
liefert  nur  die  letzte  Polare  —  hat  man  die  in  meiner  Habilitationsschrift 
entwickelten  Methoden  anzuwenden.  Dabei  treten  an  Stelle  der  Projektivi- 
täten  in  der  Geraden  die  aus  zwei  kollinearen  Spiegelungen  zusammen- 
gesetzten Verwandtschaften  des  Raumes. 

2)  In  einem  Vortrage  »Ueber  Grundlagen  und  Aufbau  der  Geometrie« 
(vgl.  die  »Verhandlungen  der  Gesellschaft  deutscher  Naturforscher  u.  Aerzte«, 
64.  Versammlung  zu  Halle,  4894,  II.  Band,  S.  8,  oder  den  Jahresbericht  der 
Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  1, 4890 — 94,  S.  45)  habe  ich  auf  den 
Unterschied  derjenigen  geometrischen  Sätze  hingewiesen,  die  sich  aus- 
schliesslich  auf  die  formalen  Operationen  des  Verbindens  und  Schneidens 
der  Grundelemente  Punkte,  Geraden,  Ebenen,  stützen,  und  derjenigen, 
die  noch  weitere  Voraussetzungen ,  wie  z.  B.  die  der  Stetigkeit  benützen. 
Zur  ersten  Klasse  gehören  sicherlich  die  im  folgenden  benützten  Sätze 
über  die  Perspektiven  Kollineationen  und  über  harmonische  Elemente. 
Dagegen  greifen  alle  bekannten  Beweise  des  »  Grundsatzes  der  projektiven 
Geometrie  «  auf  Stetigkeitsbetrachtungen  zurück.  Um  die  Grenze  dieser 
beiden  Klassen  festzustellen,  ist  es  nöthig,  so  viel  als  irgend  geht ,  ohne 
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Es  ist  daher  nöthig,  so  weit  auf  die  Herleitung  dieser  Sätze 
aus  den  Grundeigenschaft*  n  des  Projioirens  und  Schneidens 
einzugehen,  dass  diese  Unabhängigkeit  zu  erkennen  ist.  Auch 
die  auf  Streckengleichheit  gegründeten  Satze  nehmen  im  Gebiet 
der  nicht-projektiven  Geometrie  einen  besonderen  Platz  ein,  da 
sie  vom  Begriff  der  Länge  und  Kongruenz  unabhängig  abgeleitet 
werden  können. 

Zum  Schluss  wird  noch  ein  Beispiel  einer  Spiegelschaar  ge- 
geben ,  die  den  Bedingungen  I.  und  IIb.  genügt.  Es  ist  dies  die 
Gesammtheit  aller  ümwendungen,  deren  Axen  eine  und  dieselbe 
Gerade  senkrecht  treffen;  diese  Schaar  führt  auf  die  Gruppe  von 
allen  Schraubungen  um  ein  und  dieselbe  Schraubenaxe. 

A.    Projektive  Schiebungen  erster  Art. 


\  28.  Sollen  zwei  Strecken  einander  gleich  sein,  A{  At  =  BiBt , 
so  müssen  sie  unter  einander  parallel  sein  und  ausserdem  ihre 
Anfangspunkte  und  ihre  Endpunkte  auf  parallelen  Geraden  liegen. 
Diese  Eigenschaft  reicht  aus,  um  unabhängig  vom  Begriff  der 

Länge  zu  einer  Strecke  Ä{  Ät  das  ganze  System  der  ihr  gleichen 
Strecken  (abgesehen  von  denen ,  die  in  derselben  Geraden  wie 

A{A^  liegen)  zu  finden,  oder  was  dasselbe  heisst  (407.),  um  in 
derjenigen  Schiebung,  die  dem  Punkte  A{  den  A%  zuordnet,  zu 
irgend  einem  (ausserhalb  der  Geraden  AK  At  gelegenen)  Punkte 
den  entsprechenden  zu  finden. 

Aus  der  Figur  dreier  Ebenen,  die  eine  Richtung  gemein 
haben  und  von  zwei  parallelen  Ebenen  geschnitten  werden, 
folgt,  dass  man  zu  einem  Punkte  C{  denselben  entsprechenden 
Punkt  C%  findet,  ob  man  von  dem  ursprünglich  gegebenen  Paar  At,At 
oder  von  einem  daraus  erst  konstruirten  Paar  B% ,  B%  ausgeht. 
Nur  wenn  alle  drei  Paare  in  einer  Ebene  liegen ,  muss  zum  Be- 
weise ein  ausserhalb  der  Ebene  liegendes  Hilfspaar  eingeführt 
werden ;  der  Satz  gestattet  dann  auch  auf  der  Geraden  Ai  At 
selbst  zu  jedem  Punkte  den  entsprechenden  zu  finden,  worauf 
wieder  durch  Einführung  geeigneter  Hilfspaare  der  Satz  ohne 
Einschränkung  für  jede  drei  Paare  gefolgert  werden  kann. 


Stetigkeitsbetrachtungen  zu  erledigen.  Die  folgenden  Sätze  gehören  dieser 

aus  den  Operationen  des  Verbindens  und  Schneidens  allein  abgeleiteten 
Klasse  an. 

MAth.-phyB.dMie.  1893.  88 
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Anmerkung.  Die  Notwendigkeit  einen  Umweg  zu  machen, 
um  von  zwei  Punkten  A{ ,  At  auf  Punkte  ihrer  Verbindungs- 
geraden zu  kommen,  tritt  auch  im  folgenden  an  einigen  Stellen 
auf,  ohne  dass  wir  die  dadurch  notwendige  Vervollständigung 
des  Beweises,  die  genau  wie  hier  verläuft,  besonders  liefern t). 


/  V* 


1 29.  Wir  wollen  unmittelbar  die  erzeugende  Operation  statt 
der  daraus  abgeleiteten  Sätze  projektiv  übertragen.  An  Stelle  des 
gemeinsamen  unendlich  fernen  Punktes  der  Strecken  wählen  wir 
jetzt  einen  beliebigen  Punkt  U  als  Centwm  und  an  Stelle  der 
unendlich  fernen  Ebene  eine  durch  den  Punkt  U  gehende  Ebene  U 
und  nennen  sie  Spur  ebene. 

Ordnen  wir  dann  einem  beliebigen  Punkte  A{  einen  auf  der 
Geraden  AK  U  gelegenen  Punkt  A%  zu,  dann  ist  jedem  weiteren 
Punkte  Bi  ein  einziger  Punkt  B%  so  zugeordnet ,  dass  die  beiden 
entsprechenden  Punkte  Bi ,  Bt  wieder  mit  U  in  einer  Geraden  liegen, 
während  die  entsprechende  Paare  verbindenden  Geraden  AK  Bi 
und  A^B^  sich  in  U  schneiden,  woraus  dann  folgt,  dass  auch  die 
durch  drei  Punkte  Ai}BvC%  und  die  durch  ihre  drei  entsprechen- 
den Punkte  AiyBtyCt  gelegten  Ebenen  sich  in  einer  Geraden  der 
Ebene  U  schneiden.  Auch  diese  Beziehung  ist  unabhängig 
vom  Ausgangspaar  und  ordnet  dann  jedem  Punkte  des  Raumes 


4)  Auf  die  genauere  Ausführung  dieser  Sätze,  die  hier  nur  als  Hilfs- 
sätze auftreten ,  kann  ich  um  so  eher  verzichten,  da  ich  an  anderer  Stelle 
darauf  zurückkommen  muss. 
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einen  bestimmten  Punkt  zu,  und  zwar  so,  dass  den  Punkten  einer 
Geraden  oder  Ebene  wieder  die  Punkte  einer  Geraden  oder  Ebene 
entsprechen,  welche  die  erste  in  einem  Punkte  oder  einer  Geraden 
der  Ebene  U  trifft. 

Die  so  definirte  Verwandtschaft  nennen  wir  eine  projektive 
Schiebung  erster  Art  mit  dem  Centrum  U  und  der  Spurebene  U1). 
Wir  bezeichnen  sie  mit  91. 


430.  Soll  in  der  projektiven  Schiebung  S(,  die  dem  Punkte 
.1,  den  Punkt  At  zuordnet,  zu  diesem  Punkte  A%  wieder  der 
entsprechende  gesucht  werden,  so  hat  man  die  Konstruktion  aus 
einem  Hilfspaar  ß, ,  Bt  herzuleiten ,  das  nicht  auf  der  Geraden 
At  At  liegt.  Da  sich  die  Geraden  A,  Ai  und  Ö,  fi,  in  U  treffen, 
und  das  Paar  A,  At  aus  einem  Punkte  der  Spurebene  nach  fl(,  Bt, 
dieses  Paar  aber  aus  einem  weiteren  Punkte  der  Spurebene  nach 
.1,,  .'1,  projicirt  werden,  so  bilden  die  zwei  Spurpunkte  zu- 
sammen mit  II,  und  Bt  ein  vollständiges  Viereck,  auf  dessen 
Nebenseite  At  U  die  beiden  Punkte  A,,  A3  durch  die  Punkte  At 
und  V  harmonisch  getrennt  werden.  D.  h. : 

Satz.  Ordnet  eine  projektive  Schiebung  %  einem  Punkte  At 
den  Punkt  At  zu,  so  ordnet  ihre  Wiederholung,  d.  h.  die  Verwandt- 
schaft %* ,  dem  Punkte  At  seinen  vierten  harmonischen  As  zu  At 
und  dem  Centrum  Uxu. 

Da  aber  die  Verwandtschaft  9IS  ihrer  Definition  zu  Folge 
ebenfalls  eine  projektive  Schiebung  mit  dem  Centrum  U  und  der 
Spurebene  U  Ist,  so  konn  man  umgekehrt  sie  als  eine  beliebige 

1)  Sie  ist  eine  Perspektive  Kollineation,  bei  welcher  das  Centrum  in  der 
Spurubwie  liegt,  lieber  diese  Verwandtschaft  vergleiche  mau  v.  Staubt. 
Geometrie  der  Lage  Nr.  135. 
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solche  Verwandtschaft  91'  ansehen  und  aus  ihr  diejenige  pro- 
jektive Schiebung  suchen,  deren  Wiederholung  21'  ergiebt.  Ist 
in  dieser  dem  Punkte  A{  der  Punkt  A^  zugeordnet,  so  muss  in 
$T  (nach  dem  Satze)  der  vierte  harmonische  A9  von  A{  zu  At  und  U 
zugeordnet  sein.  Daher  ist  auch  bei  gegebenem  AK  und  A3  der 
Punkt  AH  als  vierter  harmonischer  von  U  zu  A{  und  Az  bestimmt: 

Umkehrung.  Ö7*dnet  eine  projektive  Schiebung  V  einem  Punkte 
AA  den  Punkt  A9  zu,  so  ist  sie  die  Wiederholung  derjenigen  pro- 
jektiven Schiebung,  die  dasselbe  Centrum  U  und  dieselbe  Spur- 
ebene U  wie  jene  hat,  und  welche  dem  Punkte  Ak  den  vierten 
harmonischen  A%  von  U  zu  AK  und  Az  zuordnet. 

Satz.  Es  giebt  nur  eine  einzige  projektive  Schiebung ,  deren 
Wiederholung  eine  gegebene  projektive  Schiebung  V  liefert. 

Denn  der  dem  Punkt  AK  entsprechende  Punkt  At  ist  ein- 
deutig bestimmt,  und  somit  ist  es  auch  die  Schiebung  21,  da  sie 
Centrum  und  Spurebene  mit  21  gemein  hat. 

434.  Die  Spiegelung  an  einem  Punkte  geht  durch  projektive 
Uebertragung  in  die  projektive  Spiegelung  an  einem  aus  Punkt 
und  Ebene  bestehenden  Paare  über;  die  Ebene  ist  diejenige,  die 
bei  der  Uebertragung  aus  der  unendlich  fernen  Ebene  hervorgeht. 

Wenn  wir  daher  früher  die  Schiebung  als  Folge  zweier 
Punktspiegelungen  dargestellt  haben,  so  wird  jetzt  die  projektive 
Schiebung  als  Folge  zweier  projektiven  Spiegelungen  ausgedrückt 
wyerden  können,  welche  die  Spurebene  zum  gemeinschaftlichen 
Spiegelelement  haben.  Der  direkte  Beweis  dafür  geht  aus  einem 
Satze  hervor,  den  wir  in  seiner  allgemeinsten  Form  voranstellen. 

Die  projektiven  Spiegelungen  sowohl  an  Punkt  und  Ebene, 
wie  an  zwei  windschiefen  Geraden  sind  kollineare  Verwandt- 
schaften*). Daraus  folgt,  dass  Punkte  einer  Geraden  wieder  in 
solche  Punkte  und  insbesondere  vier  harmonische  Punkte  einer 
Geraden  wieder  in  solche  gespiegelt  werden.  Hieraus  ergiebt  sich 
aber  der 


4 )  Die  Spiegelung  an  Punkt  und  Ebene  kann  als  besonderer  Fall  einer 
Perspektiven  Kollineation  aufgefasst  werden,  bei  der  das  Centrum  nicht  (wie 
bei  der  projektiven  Schiebung)  in  der  Spurebene  liegt,  bei  der  aber  irgend 
ein  Paar  entsprechender  Punkte  (und  in  Folge  dessen  jedes  Paar)  harmonisch 
zum  Centrum  und  zur  Spurebene  liegt.  Da  die  Folge  zweier  kollinearen 
Verwandtschaften  wieder  eine  solche  ist,  so  ist  auch  die  Spiegelung  an 
einem  Geradenpaa,re,  die  sich  (nach  81.)  in  zwei  Spiegelungen  an  Punkt  und 
Ebene  zerlegen  lässt,  kollinear. 
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Satz.  Werden  durch  eine  Spiegelung  <  *>  zwei  Spiegel- 
elemente r4  und  xt  (also  Punkt  und  Ebene,  die  nicht  in  einander 
liegen,  oder  zwei  Geraden ,  die  nicht  in  derselben  Ebene  liegen)  in 
die  Elemente  r*  und  x*  übergeführt ,   so  geht  dabei  die  Spiege- 

lung  Hin  die  Spiegelung  \  \>  über. 

Denn  entsprechen  sich  zwei  Punkte  A{ ,  At  in  der  Spiegelung 
\  (  ,  so  hat  ihre  Verbindungsgerade  sowohl  mit  dem  Spiegel- 
element r4,  wie  mit  rt  einen  Punkt  gemein,  und  beide  Punkte 
liegen  zum  Paar  AK1  A%  harmonisch;  daher  müssen  auch  die 
beiden  Punkte  A[  und  A'x  und  die  Punkte  der  Spiegelelemente 

x{  und  r^,  in  die  jene  Punkte  durch  <  4?  übergeführt  werden, 
wiederum  auf  einer  Geraden  harmonisch  liegen,  also  A[  und  A£ 
sich  in  der  Spiegelung  s  \\  entsprechen,    d.  h.  es  wird  die 

Spiegelung  \  4  >  durch  <  4>  in  <  \>  übergeführt. 
Es  gilt  daher  (36.)  die  Gleichung : 

K  «A  =  i».  *;i 

Umkehrung.  Gilt  diese  Gleichung,  so  wird  das  Spiegel- 
element r4  durch  <  4?   in  eines  der  Spiegelelemente  r4',  rj  üfcer- 

geführt,  r,  a6er  w  das  andere. 

Denn  würde  r,  und  rt  in  r?  und  rj  übergeführt,  so  würde 
nach  dem  Satz  die  Gleichung  gelten 


i*4  «ti  =  j«i  na . 

lr,  *,/        IS,  rJJ  ' 


durch  Vergleichung  dieser  mit  der  obigen  Gleichung  erhält  man, 
indem  man  die  beiden  rechten  Seiten  gleichsetzt  und  dann 


beiderseits  vorn 


{«;} zufagt' 


iriJ  ~~  U/ 
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Daher  müssen  die   Spiegelelemente   r'|    und  rj   entweder  den 
Elementen  i,  und  rj  oder  t','  und  r?  gleich  sein,  w.  z.  b.  w. 

1 32.  Wenden  wir  diesen  Sali  auf  projektive  Spiegelungen 
an,  die  eine  Ebene  oder  eine  Gerade  als  gemeinsames  Spiegel- 
elemeot  besitzen,  so  rauss,  da  dieses  in  sich  gespiegelt  wird, 


das  andere  der  ersten  Spiegelung  in  das  andere  der  letzten  ge- 
spiegelt werden,  und  wir  erhallen  so  für  die  Gleichungen 


l«  ui 


die  geometrischen  Bedingungen,  dass  der  Punkt  R  an  i    ?  in  T 
t  gespiegelt  wird,  deren  erste  man 


{:}■■ 


und  die  Gerade  r  an 

noch  so  fassen  kann,  dass  die  Punkte  R,  S,  T  in  einer  Geraden 
liegen  und  in  ihr  die  Punkte  R  und  T  von  S  und  dem  Schnittpunkt 
mit  U  harmonisch  getrennt  werden. 


i  33.  Die  erste  Gleichung  der  vorigen  Nummer  sagt  aus,  dass, 


spiegelt,  man  auf  denselben  Punkt  At  kommt,  als  wenn  man  At 
zuerst  an  ■!' .  ?  nach  fl,  und  diesen  an  {    (  gespiegelt  hatte.    Der 
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Satz  ist  also  nur  ein  Ausdruck  der  harmonischen  Lage  von  Punkten 
in  einem  vollständigen  Viereck,  dessen  Ecken  die  Punkte  A{ ,  At, 
B{ ,  B%  und  von  dessen  Nebenecken  die  eine  in  S ,  eine  zweite 
in  U,  die  dritte  in  der  Ebene  U  Hegt,  wahrend  die  Nebenseite 
8  U  die  Seiten  des  Vierecks  noch  in  den  Punkten  R  und  T  trifft. 
Da  demnach  die  beiden  Geraden  At  A%  und  R  T  in  U,  die 
Geraden  A{  R  und  A%  T  in  einem  Punkte  von  U  zusammenlaufen, 

{R  S\ 
.  ..?  den  Punkt  A{  in  die- 
selbe Lage  At,  wie  eine  projektive  Schiebung  mit  dem  Gentrum 
U  und  der  Spurebene  U,  in  welcher  dem  Punkte  R  der  Punkt  T 
entspricht,  das  ist  aber  (nach  130.  Umkehrung)  die  Schiebung, 
die  durch  Wiederholung  derjenigen  entsteht,  welche  dem  Punkte 
R  den  Punkt  S  zuordnet,  und  U  zum  Gentrum,  U  zur  Spurebene 
hat.    Da  dies  für  jedes  Paar  AK ,  At  gilt,  so  folgt  der 

Satz.  Die  Verwandtschaft  l      \  entsteht  durch  Wiederholung 

derjenigen  projektiven  Schiebung ,  welche  dem  Punkte  R  den  Punkt 
S  zuordnet  und  welche  U  zur  Spurebene  und  deren  Schnittpunkt 
mit  der  Geraden  RS  zum  Centrum  hat. 

Zugleich  folgt  die 

Umkehrung.  Jede  projektive  Schiebung  mit  der  Spurebene  U, 
in  der  einem  Punkte  A{  der  Punkt  A%  zugeordnet  ist ,  lässt  sich  in 
zwei  projektive  Spiegelungen  zerlegen ,  die  die  Spurebene  zur  ge- 
meinsamen Spiegelebene  haben. 

Von  den  Spiegelpunkten  R  und  S  der  beiden  Spiegelungen 
kann  für  den  einen  jeder  beliebige  Punkt  des  Raumes  (ausserhalb  \}) 
gewählt  werden,  während  der  andere  so  bestimmt  werden  muss, 
dass  dem  Punkte  R  der  Punkt  S  in  derjenigen  projektiven  Schie- 
bung entspricht,  deren  Wiederholung  die  gegebene  Schiebung  ergiebt. 

Oder  in  anderer  Fassung : 

Zusatz  I.  Sind  eine  Ebene  U  und  drei  beliebige  ausserhalb 
ihr  gelegene  Punkte  Q,  Ä,  S  gegeben,  so  ist  dadurch  eindeutig  ein 
Punkt  P  so  bestimmt,  dass  wird : 


\u  u/     lu  u/ 


Hier  entspricht  nun  dem  Punkte  R  der  Punkt  S  und  dem 
Punkte  Q  der  Punkt  Pin  ein  und  derselben  projektiven  Schiebung, 
die  U  iur  Spurebene  hat. 
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;:"2  Aus  der  Gleichung  folgt  noch ,  dass  für  irgend  drei  Punkte 
Q,  R,  S  und  eine  (nicht  durch  sie  hindurch  gebende)  Ebene  U 
stets  die  Bedingung  gilt 

iQRS\*  /OfiS» 

\uuu/  =''    iuüü/*1- 

Wir  geben  dem  Satze  noch  eine  weitere  Fassung,  die  wich- 
tigste von  allen : 

ZnsatzII.  Die  projektiven  Spiegelungen,  die  eine  gemeinsame 
Spiegelebene  U  und  alle  mögliche  (ausserhalb  U  gelegenen)  Punkte 
des  Raumes  zu  Spiegelpunkten  haben ,  bilden  eine  Spiegelschaar, 
die  der  Voraussetzung  I.  des  XIII.  Abschnittes  genügt. 

Aus  dem  Satze  114.  folgt  noch  mit  Rücksicht  auf  die  Um- 
kehrung  des  Satzes  (33.: 

Zntatt  in.  Alle  projektiven  Schiebungen  mit  gemeinsamer 
Spurebene  bilden  eine  Gruppe  vertauschbarer  sweispiegeliger  Ver- 
wandtschaften. 

131.   Die  Gleichung 

iRS\  _fQP\ 
lU  U/        \Ü  W 


lasst  bei  gegebenen  Punkten  Q,  R, 


S  den  vierten  Punkt  P  durch 
eine  projektive  Schiebung 
finden  (133.  Zusatz  I.). 

Diese  Konstruktion  lasst 
sich  durch  zweimaliges  Auf- 
finden harmonischer  Punkte 
ersetzen.  Bestimmt  man 
nämlich  einen  Punkt  M  so, 
dass 

(QM\  _  fMS\ 
W  U/        tu  U/ 

wird,  d.h.  so,  dass  Q  und  S  durch  M  und  die  Ebene  U  harmo- 
nisch getrennt  werden,  so  folgt  aus  dieser  und  der  vorigen  Glei- 
chung (nach  1 1 9.1 : 

(BM\        tMP\ 

tu  W  ~  tu  U/  ' 

d.  h.  P  bestimmt  sich  als  viertes  harmonisches  Element  des 
Punktes  ft  zum  Punkte  M  und  der  Ebene  U. 
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IS  1 
135.  Spiegelt  man  einen  Punkt  0  an  <   4/  nach  St,  St  an 

<  *>  nach  S3,  u.  s.  f.,  schliesslich  Sy_t  an  s  *jr~4  /  nach  Sv,  so 
erhalt  man  (432.)  die  Gleichungen: 

lü  u/      lu  u/  l  u     u  /  —  l  u   u/' 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber 

(0 S%\ v  _{0SK  SK S,      S„_t  Sy_{  S^  Sr\         fO  Sy\ 

luu/  —  luu  uu  "   u     u     u    u/     \\i  u/ * 

Nach  der  Konstruktion  bilden  auf  der  Geraden  OS{  die 
Punkte  0,  SA,  S% ,  •  •  Sym_{ ,  S,,  eine  harmonische  Reihe  mit  dem- 
jenigen Punkte  U  als  Grenzpunkt,  in  welchem  die  Gerade  von 
der  Ebene  U  getroffen  wird.  Gilt  aber  umgekehrt  die  Gleichung 

los{y  _tosy\ 
\u  ui  —  iu  ur 

so  muss  eine  harmonische  Reihe  von  Punkten  0,  S4 ,  St,  •  •  •  auf  der 
Geraden  0Si  existiren,  in  der  der  Punkt  Sy  als  vier  auf  0  folgt. 

Sind  nun  die  beiden  Punkte  0  und  Sy  beliebig  ausserhalb 
der  Ebene  U  gegeben ,  so  ist  durch  den  Punkt  0  als  Anfangs- 
punkt, Sy  als  (v-f-  1)ten  Punkt  und  durch  den  Schnittpunkt  der 
Geraden  0  Sy  mit  U  als  Grenzpunkt  eine  harmonische  Reihe  ein- 
deutig bestimmt ,).  Und  ist  in  ihr  SK  der  erste  auf  0  folgende 
Punkt,  so  gilt  wieder  die  obige  Gleichung. 

Satz.  Sind  ausserhalb  der  Ebene  U  zwei  beliebige  Punkte  0 
und  Sy  gegeben,  so  ist  dadurch  eindeutig  ein  Punkt  Si  bestimmt, 
derart,  dass  die  Spiegelgleichung  gilt 


IOSA*  _(0Sy\ 

iu  u/  —  iu  ur 


\ )  Die  Konstruktion  von  S,  bei  gegebenen  0 ,  Sv  und  U  ist ,  wie  be- 
kannt, ganz  entsprechend  der  v- Teilung  einer  Strecke  auszuführen: 
Man  ziehe  durch  0  eine  beliebige  weitere  Gerade  (ausser  0SV)  und  kon- 
struire  auf  ihr  eine  beliebige  harmonische  Reihe  mit  dem  Anfangspunkt  0 
und  dem  Grenzpunkt  in  U.  Ist  0,  Ti ,  r„  . .  Tv  diese  Reihe,  Tv  also  der 
vto  auf  0  folgende  Punkt,  so  projicire  man  aus  einem  Punkte  von  U  Ty  nach 
Sv,  dann  projicirt  sich  Tt  nach  St  und  die  ganze  harmonische  Reihe 
O ,  Tu  , .  Tv  nach  0 ,  Sv  . .  Sv.  Aus  dieser  Konstruktion  folgt  auch  die  Ein- 
deutigkeit des  Punktes  £,. 


584 


H.  WlBKBR, 


Die  Vergleichung  dieses  Satzes  mit  der  Voraussetzung  IIa. 
liefert  den 

Zusatz.  Die  in  Nr.  4S3}  Zusatz  II,  bezeichnete  Spiegelschaar 
genügt  auch  der  Voraussetzung  IIa.  des  XIII.  Abschnittes. 

Daraus  folgt,  dass  alle  dort  aus  den  Voraussetzungen  I.  und 
IIa.  abgeleiteten  Sätze  ohne  weiteres  auf  unsere  Spiegelschaar 
übertragen  werden  dürfen. 

436.  Wir  könnten  die  Sätze  über  die  projektiven  Schie- 
bungen erster  Art  noch  dual  übertragen  und  würden  so  zu  ihrer 
Darstellung  aus  zwei  projektiven  Spiegelungen  mit  gemeinsamen 
Centren  kommen.  Statt  dessen  wollen  wir  diese  Darstellung  aus 
der  vorigen  auf  einem  Wege  ableiten,  der  noch  auf  eine  Zer- 
legung in  ganz  anders  geartete  Spiegelungen  führt. 

Betrachten  wir  die  projektive  Schiebung 


a 


_IRS\ 


U/ 


und  legen  wir  durch  die  Punkte  R  und  £  zwei  beliebige  Ebenen 
R  und  S,  deren  Schnittgerade  w%  in  U  liegt,  so  wird,  wenn  man 
die  Gerade  RS  mit  wi  bezeichnet,  nach  81. 


also 


m_iüwA       (S\_(wlU\ 
W~~\nwJ'    \ü/  — W4S/' 

IRS\  _  fUwlwlU\  _{UU\ 
IUI)/  —  lR  «>,«,<,$/  ~~  IRS/ ' 


oder  wenn  wir  die  Buchstaben  oben  und  unten  vertauschen, 

fRS\        /RS\ 

%  =  \\iu(  =  \uuf- 


fW 


V\\\>-'ii\^\\^\\\\\Vnvr?« 


Legen  wir  andererseits  durch  die  Punkte  R  und  S  zwei  beliebige 
Geraden  r  und  s,  die  sich  in  der  Spurebene  U  im  Punkte  V 
treffen,  und  ferner  in  der  Spurebene  U  durch  das  Gentrum  U 
eine  beliebige  Gerade  u  (die  nicht  durch  V  geht) ,  so  wird,  falls 
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man  die  Ebene,  die  u  und  R  und  S  enthalt,  mit  V  bezeichnet, 
nach  84. 


lH\_trV\       1S\_IVA 
\W~\uVi'     \uf~\Vui> 


also  (R  s\         (r  V  V 


daher 


(R  S\  _  (r  V  V  s\  _  fr  s  \ 
\U  U/  —  IwwJ  —  \uu)  ' 

t       W«l        /RS\        /r,\ 
\UUJ        \UUf       \uu) 


Hier  sind  nicht  nur  R  und  S  entsprechende  Punkte  der 
Schiebung,  deren  Wiederholung  21  ergiebt,  sondern  (nach  429.) 
auch  R  und  S  entsprechende  Ebenen  und  r  und  s  entsprechende 
Geraden  dieser  Verwandtschaft.  Daraus  folgt  der 

Satz.  Es  giebt  dreierlei  Möglichkeiten,  eine  projektive  Schiebung 
erster  Art  als  Folge  zweier  projektiven  Spiegelungen  darzustellen. 
Man  wähle  für  beide  Spiegelungen  ein  gemeinsames  Spiegelelement} 
und  zwar  entweder  die  Spurebene ,  oder  das  Centrum,  oder  eine 
Gerade,  die  in  der  ersten  liegt  und  durch  das  zweite  geht,  und  als 
weitere  Elemente  beider  Spiegelungen  im  ersten  Fall  zwei  Punkte, 
im  zweiten  zwei  Ebenen ,  im  dritten  zwei  Geraden ,  die  einander 
in  derjenigen  projektiven  Schiebung  entsprechen,  deren  Wieder- 
holung die  gegebene  Schiebung  ergiebt. 

Da  man  auch  von  vornherein  die  Ebenen  R  und  S  und  den 
Punkt  U  oder  die  beiden  sich  schneidenden  Geraden  r  und  s 
und  die  Gerade  u  annehmen  kann ,  und  dazu  die  übrigen  Ele- 
mente hinzufügen,  die  den  Satz  ausmachen,  so  ergiebt  sich  die 

Umkehrung.  Die  Folge  zweier  projektiven  Spiegelungen,  die 
ein  Spiegelelement  gemein  haben,  und  deren  beide  andere 
Spiegelelemente,  falls  sie  Geraden  sind,  sich  schneiden,  ist  eine  pro- 
jektive Schiebung  erster  Art. 

Ist  das  gemeinsame  Spiegelelement  eine  Ebene,  so  ist  sie  die 
Spurebene  der  Schiebung ,  während  die  beiden  anderen  Spiegel- 
elemente Punkte  sind,  deren  Verbindungsgerade  die  Spurebene  im 
Centrum  trifft. 

Ist  das  gemeinsame  Spiegelelement  ein  Punkt ,  so  ist  er  das 
Centrum  der  Schiebung,  während  die  beiden  anderen  Spiegelelemente 
Ebenen  sind,  deren  Schnittgerade  mit  dem  Centrum  durch  die  Spur- 
ebene verbunden  wird. 


N. 
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Und  ist  das  gemeinsame  Spiegelelement  eine  Gerade ,  so  sind 
die  beiden  anderen  Spiegelelemente  zwei  sich  schneidende  Geraden, 
deren  Ebene  jene  Gerade  im  Centrum  trifft  und  deren  Schnittpunkt 
mit  jener  Geraden  durch  die  Spur  ebene  verbunden  wird. 

4  37.  Die  für  räumliche  Systeme  angestellten  Betrachtungen 
gelten  in  naturgemässer  Veränderung  auch  für  ebene  Systeme  und 
fttr  Systeme  auf  der  Geraden.  Statt  der  Spiegelungen  an  Punkt 
und  Ebene  hat  man  in  der  Ebene  die  Spiegelung  an  Punkt  und 
Gerade  zu  setzen,  während  die  Spiegelung  am  windschiefen 
Geradenpaar  nichts  entsprechendes  hat.  Ebenso  bleibt  in  der 
Geraden  die  Spiegelung  am  Punktepaar  fttr  die  den  vorigen  ana- 
logen Sätze  als  einzige  Spiegelung  übrig. 

An  Stelle  der  räumlichen  projektiven  Schiebung  erster  Art 
tritt  in  der  Ebene  als  einzige  Schiebung  diejenige  mit  Spurgeraden 
und  in  ihr  liegendem  Centrum,  während  in  der  Geraden  ein 
Punkt  allein  als  ausgezeichnetes  Element  der  Schiebung  vorhanden 
ist  und  zugleich  als  Centrum,  wie  als  Spurpunkt  aufzufassen  ist. 

So  gilt  in  der  Geraden  z.  B.  zwischen  vier  beliebigen  Punkten 
Q7  R,  S  und  U  die  Gleichung 

(R  ST\*_ 

\uuul  —   ; 

dies  ist  aber  der  in  der  in  der  Fussnote  2)  Nr.  406a.  erwähnte 
Satz. 

B.    Projektive  Schiebungen  zweiter  Art. 

438.  Zu  einer  allgemeineren  (ebenfalls  kollinearen)  Ver- 
wandtschaft gelangen  wir,  wenn  wir,  wie  in  Nr.  436,  die  Folge 
zweier  Spiegelungen  an  Geradenpaaren  mit  einer  Geraden  als 
gemeinsamem  Spiegelelement  betrachten,  jedoch  ohne  die  Ein- 
schränkung, dass  die  beiden  anderen  Geraden  sich  treffen  müssen. 

Es  seien  jetzt  also  r ,  s  und  u  drei  beliebige  Geraden,  die  nur 
der  Bedingung  unterworfen  sind,  dass  u  von  keiner  der  beiden 
anderen  getroffen  wird.  Wir  untersuchen  dann  die  zweispiege- 
lige  Verwandtschaft 

[u  u) 

Legt  man  durch  die  Gerade  u  irgend  eine  Ebene ,  welche  r 
und  s  in  den  Punkten  R  und  S  schneiden  möge,  so  lässt  sich  die 
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Spiegelung  <!  \  für  die  Punkte  dieser  Ebene  ersetzen  durch  {  \ 
(vgl.  Nr.  79.  5)  und  ebenso  <    \  durch  l    j\   Die  Verwandtschaft 

\  ist  aber  eine  projektive  Schiebung  in  dieser  Ebene,  man 

hat  also  den 

(r  s\ 
Satz.    Die  kollineare  Verwandtschaß  3)  =  {       >  führt  jede 

durch  die  Gerade  u  gehende  Ebene  vermöge  einer  ebenen  projektiven 
Schiebung  in  sich  über,  deinen  Spurgerade  die  Gerade  u  ist,  und 
deren  Centrum  U aus  u  von  derjenigen  Geraden  ausgeschnitten  wird, 
welche  die  in  jener  Ebene  liegenden  Punkte  von  r  und  s  verbindet. 

Wir  nennen  eine  solche  Verwandtschaft  3)  eine  projektive 
Schiebung  zweiter  Art*).    Die  Gerade  u  heisst  ihre  Spurgerade. 

Diese  Verwandtschaft  bewirkt,  dass  jeder  durch  u  gehenden 
Ebene  ein  bestimmter  Punkt  U  der  Spurgeraden  als  Gentrum 
beigegeben  ist,  und  umgekehrt,  dass  jedem  Punkte  LT  der  Geraden 
u  eine  durch  u  gehende  Ebene  beigegeben  ist ,  welche  nämlich 
diejenige  durch  U  gehende  Gerade  enthält ,  welche  die  Geraden 
r  und  s  trifft.  Es  findet  sich  demnach  in  jeder  solchen  Ebene 
ein  Strahlbüschel,  dessen  Gentrum  U  in  u  liegt,  und  von  dessen 
Strahlen  ein  jeder  durch  die  Verwandtschaft  93  in  sich  nach  dem 
Gentrum  (Spurpunkt)  U  hin  geschoben  wird. 

439.  Ist  nun  q  irgend  eine  weitere  Gerade,  die  von  der  Ge- 
raden u  nicht  getroffen  wird,  so  giebt  es  eine  und  nur  eine  Ge- 
rade m  derart,  dass  die  Gerade  s  an  s    ?  in  q  gespiegelt  wird. 

Denn  legt  man  durch  u  zwei  Ebenen,  die  q  und  s  in  den  Punkten 
Ql  und  S4,  und  in  Qt  und  St  treffen,  so  giebt  es  in  jeder  dieser 
Ebenen  einen  Punkt,  MK  in  der  einen,  M^  in  der  anderen,  derart, 
dass  in  dem  ebenen  Systeme  die  Gleichungen  gelten 

\u   u)         \u   XI)  \u   u)         \  u   u ) 

K)  Die  Erweiterung  dieser  Sätze  auf  Räume  höherer  Dimension,  in 
denen  entsprechend  der  vergrösserten  Anzahl  projektiver  Spiegelungen 
auch  mehr  Arten  von  projektiven  Schiebungen  auftreten,  unterliegt  keiner 
Schwierigkeit.  Man  könnte  in  unserem  Raum  zwischen  (1,  3)-Schiebungen 
und  (2,  ^-Schiebungen  unterscheiden.  Ebenso  im  Haume  "*"  Stufe 
zwischen  (4,  y  —  1)-,  (i,  *  —  »S  (3,  *>—  3) -Schiebungen  u.  s.  w. 
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Ist  dann  m  die  Gerade ,  die  die  beiden  Punkte  Mt  und  Mt 
verbindet,  so  werden  (nach  79.  5)  die  Punkte  QA  und  Qt  am 

Geradenpaar  \    r  in  S,  und  Ss ,  also 

(da  die  Spiegelung  eine  kollineare 
Abbildung  ist)  die  Gerade  q  in  die 
Gerade  5  gespiegelt.  Es  gilt  daher 
(Satz  in  431.)  die  Gleichung 

r,«l        (ms) 

'  \UU)  \U%1) 

j    Spiegelt  man  die  Gerade  r  an  \    ?  nach 
p ,  so  wird  ebenso 

(rm\(mp\ 
1  \uu)        \uuf 

Werden  nun  die  vier  Geraden  p,  q,  r,  s  und  die  Gerade  m 
von  einer  beliebigen  durch  u  gehenden  Ebene  in  den  Punkten 
P,  Qy  R,  S  geschnitten,  so  gelten  (nach  79.  5)  in  dieser  Ebene 
die  Gleichungen : 

H  =  ffi[       und       l8M\=lMQ) 
Im  u)         Im  u)  Im  u)         \u  u) 

und  aus  ihnen  folgt  nach  Nr.  134  mit  Rücksicht  auf  Nr.  137  die 
Gleichung 

\Q  *} = r  si 

in  o\ 

der  Folge  •!       ?  zu  spiegeln,  kann  man  ihn  (wegen  79.5)  an  den 

Folgen  von  Geradenpaaren  y     S  und  <      ?  spiegeln  und  beide 

Folgen  ergeben  wegen  der  letzten  Gleichung  dieselbe  Endlage 
des  Punktes.  Da  aber  jeder  Punkt  in  einer  solchen  Ebene  liegt, 

so  wird  jeder  Punkt  des  Raumes  durch  die  Folge  y    )  in  die- 


Statt  einen  Punkt  dieser  Ebene  an  der 


oder  an 


Vbrtausghbarb  zwbispibgbugb  Verwandtschaften.        588| 

selbe  Endlage  übergeführt,  wie  durch  die  Folge  i      k  d.  h.  es 

gilt  allgemein  die  Gleichung 

lq  p\  =  (r  s\ 
[u  u)        \u  u) 

Wir  haben  hierin  die  Gerade  p  durch  zwei  Spiegelungen  je 
einer  Geraden  an  einem  Geradenpaar  erhalten  [Gleichungen  4 ) 
und  2)  ],  und  können  daher  den  Satz  aussprechen : 

Satz.  .  Sind  vier  beliebige  Geraden  q,  r,  s  und  u  gegeben,  so 
dass  die  letzte  von  keiner  der  drei  anderen  geschnitten  wird,  und 
bestimmt  man  aus  qt  s  und  u  eine  Gerede  m  und  aus  r,  m  und  u 
eine  Gerade  p,  so  dass  sie  den  Gleichungen  genügen 

to«l        (ms\       ^       (rm\        (tnP\ 
\u  u)        \u  u)  \u  u)        \u  u) 

so  gilt  zwischen  den  Geraden  p,  q,  r,  s  und  u  die  Gleichung 


(qp\frs\ 
\u  u)        \u  u) 


Zusatz  I.  Sind  eine  Gerade  u  und  drei  beliebige  Geraden 
q,  r,  s,  die  die  erste  nicht  schneiden,  gegeben,  so  ist  dadurch  ein- 
deutig eine  Gerade  p  so  bestimmt,  dass  wird : 


fq  p\  =  (r  s\ 
\u  uf        \u  uf 


Oder: 

Zusatz  II.  Die  projektiven  Spiegelungen,  die  eine  Gerade  u 
als  gemeinsames  Spiegelelement  und  alle  möglichen  (u  nicht 
schneidenden)  Geraden  als  zweite  Spiegelelemente  haben,  bilden 
eine  Spiegelschaar ,  die  der  Voraussetzung  I.  des  XIII.  Ab- 
schnittes  genügt 

Zusatz  m.  Die  projektiven  Schiebungen  zweiter  Art,  die  eine 
Gerade  u  als  gemeinsames  Spiegelelement  haben,  bilden  eine  Gruppe 
vertauschbarer  zweispiegeliger  Verwandtschaften. 

In  diese  Gruppe  eingerechnet  sind  auch  solche  Verwandt- 
schaften, bei  denen  sich  die  beiden  Geraden  r  und  s  treffen, 
d.  h.  projektive  Schiebungen  erster  Art,  deren  Centrum  auf  der 
Geraden  u  liegt,  während  ihre  Spurebene  durch  sie  hindurch- 
geht (vgl.  Nr.  136.). 
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1  40.  Da  nach  dem  Beweisgange  der  vorigen  Nummer  Glei- 
chungen, die  für  die  Punkte  zweier  durch  die  Geraden  gelegten 
Ebenen  entsprechend  gelten,  sich  zu  einer  Gleichung  zwischen 
den  Verbindungsgeraden  jener  Punkte  verknüpfen  lassen,  so  folgt, 
dass  auf  demselben  Wege,  den  wir  in  der  vorigen  Nummer  ein- 
geschlagen haben,  auch  die  übrigen  für  projektive  Schiebungen 
der  zwei  Ebenen  geltenden  Sätze  sich  auf  die  Verbindungs- 
geraden übertragen  lassen. 

So  erhalten  wir  noch  die  folgenden  Ergebnisse. 

Satz.  Sind  zwei  beliebige  Gei%aden  o  und  sy  gegeben,  die 
eine  dritte  Gerade  u  nicht  treffen,  so  ist  dadurch  eindeutig  eine 
Gerade  s4  bestimmt,  dei%art  dass  die  Gleichung  gilt : 


l0S*Y  =/os"l. 
Im  uf         \u  uf 

Zusatz.  Die  im  vorigen  (Nr.  139,  Zusatz  IL)  bezeichnete 
Spiegelschaar  genügt  auch  der  Voraussetzung  Ha.  des  XIII.  Ab- 
Schnittes. 

141.  Bestimmt  man  die  Gerade  t  so,  dass  die  Gleichung 
besteht : 

»  =  {"}  =  {'% 

\u  u)        \u  u) 

so  wird  die  Gerade  r  durch  \    \  in  sich  gespiegelt,  durch  l    )  aber 

in  Folge  dieser  Gleichung  in  t  (132.);  d.  h.  der  Geraden  r  ent- 
spricht in  der  Verwandtschaft  83  die  Gerade  /. 

Daraus  folgt  jetzt  aber,  dass  eine  Verwandtschaft  SB  durch 
die  Spurgerade  u  und  ein  Paar  entsprechender  Gwaden,  die  u 
nicht  treffen,  eindeutig  bestimmt  ist.  Denn  sind  r  und  /  diese  Ge- 

raden  und  wird  u  an  !    >  nach  s'  gespiegelt,  so  gilt  die'Gleichung 


M=M- 

Im  u)         \u  u)  ' 


stellt  man  aber  die  Verwandtschaft  83  so  dar,  dass  r  als  erste 
Spiegelgerade  gewählt,  s  als  zweite  dazu  bestimmt  wird,  so 
muss  die  Gerade  r,   da  sie  durch  die  Verwandtschaft  ©  in  t 

übergeführt  werden  soll  und   an  <    >  in  sich  gespiegelt  wird, 
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ans    f  in  l  gespiegelt  werden,  oder  was  dasselbe  heisst,  es  muss 

u  an  \    \  in  s  gespiegelt  werden,   d.  h.  s  mit  5'  identisch  sein. 

Dann  folgt  aber  wiederum,  dass  die  Wiederholung  der- 
jenigen projektiven  Schiebung  zweiter  Art,  die  der  Geraden  r 
die  Gerade  s  zuordnet,  die  Verwandtschaft©  ergiebt,  d.  h.: 


Satz 


{r  s\ 
f  entsteht  durch  Wiederholutig 

derjenigen  projektiven  Schiebung  zweiter  Art,  welche  u  zur  Spur- 
geraden hatj  und  den  Geraden  r  die  Gerade  s  zuordnet. 

Und  die 

Umkehrung.  Jede  projektive  Schiebung  zweiter  Art  mit  der 
Spurgeraden  u,  welche  einer  Geraden  a{  eine  Gerade  at  zuordnet, 
lässt  sich  in  zwei  projektive  Spiegelungen  zerlegen,  die  die  Spur- 
gerade zum  gemeinsamen  Spiegelelement  haben. 

Jion  den  beiden  anderenSpiegelelementenr  unds  kann  für  das 
eine  jede  beliebige  (u  nicht  schneidende)  Gerade  des  Baumes  gewählt 
werden,  wahrend  das  andere  so  bestimmt  werden  muss,  dass  der 
Geraden  r  die  Gerade  s  in  derjenigen  projektiven  Schiebung  ent- 
spricht, deren  Wiederholung  die  gegebene  ergiebt. 


Polare  Gebilde. 

1 42.  Durch  den  Nachweis,  dass  unsere  Schaaren  von  Spie- 
gelungen, die  ein  gemeinsames  Spiegelelement  besitzen,  den  Be- 
dingungen I.  und  Ia.  genügen,  ist  sofort  die  Anwendbarkeit  aller 
Sätze,  die  aus  diesen  beiden  Bedingungen  gefolgert  worden  sind, 
auf  diese  Schaaren  bewiesen.  Insbesondere  nehmen  jetzt  die 
Sätze  der  Nr.  420.  die  folgende  Form  an: 

Nimmt  man  im  Räume  eine  beliebige  Ebene  U  oder  einen  be- 
liebigen Punkt  U  oder  eine  beliebige  Gerade  u  an,  und  ausserdem 
eine  Gruppe  von  v  Punkten  P{ ,  . .  Py,  die  nicht  in  U  liegen,  oder 
eine  Gruppe  von  v  Ebenen  Pf,  .  .  Py,  die  nicht  durch  U  gehen, 
oder  eine  Gruppe  von  v  Graden  pK,  .  .  py ,  die  nicht  u 
schneiden ,  so  ist  dadurch  eindeutig  ein  Punkt  M,  oder  eine 
Ebene  M  oder  eine  Gerade  m  bestimmt,  derart  dass  die  Glei- 
chungen gelten : 

.   Math.-phya.  Clause.  1893.  39 
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itlPiUPt.MPy\ 

luuuu     uul-'1  oder 

\uuuu     uui  =  <>  oder 

(mp%mp%  ..  mp,\=  ^ 
\u  u  u  u  . .  11  u\ 

Wählt  man  überdies  einen  beliebigen  Punkt  Ö,  oder  eine  be- 
liebige Ebene  0,  oder  eine  beliebige  Gerade  o,  so  gelten  die 
Gleichungen  : 

IQ  P{0  P%..0  Pv\_  {0  3iy 

\U   U  U  U       U  Ul        lü  ui ' 

io  p,  o  pt ..  Opa  =  )ot»Y 

\u  u  u  u     uu)      \u  Ul  ' 

f°   Vk    0    V%  °Pr\_   f°    mV 

\u  u  u   u        u  u  )        xu  uf 

Gelten  umgekehrt  diese  Gleichungen  für  irgend  ein  Element 
0,  0,  o,  so  gelten  sie  für  jedes  andere  Element  0',  0',  o'  eben- 
falls, und  es  gelten  auch  die  ersten  Gleichungen.  Daraus  ergiebt 
sich  wegen  der  Willkürlichkeit  für  das  Element  Ö,  0,  o  eine 
Menge  von  speciellen  Verfahren,  um  die  Elemente  JA,  M,  m  zu 
finden,  wie  sie  analog  beim  Aufsuchen  des  Schwerpunktes  zu 
einem  System  von  Punkten  verwendet  werden. 

Der  Punkt  M  heisst  der  Pol  der  Ebene  U,  die  Ebene  M  die 
Polare  des  Punktes  U  in  Bezug  auf  jene  Punkt-  und  Ebenen- 
Gruppe,  und  ebenso  können  wir  die  Gerade  m  die  polare  Axe 
der  Geraden  u  zu  jener  Gruppe  von  Geraden  nennen.  Dann 
folgt  der 

Satz.  Dreht  sich  eine  Ebene  um  eine  Gerade  u  und  man  sucht 
in  jeder  ihrer  Lagen  den  Pol  der  Geraden  u  in  Bezug  auf  die 
v  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  v  festen  Geraden  des  Raumes ,  so 
liegen  diese  Pole  sämmtliche  auf  einer  Geraden,  nämlich  der 
polaren  Axe  der  Geraden  u  in  Bezug  auf  die  v  festen  Geraden. 

C.   Schraubungen  um  ein  und  dieselbe  Axe. 

\  43.  Satz.  Die  Umwendungen  um  alle  Geraden)  die  ein  und 
dieselbe  Gerade  a  senkrecht  treffen,  bilden  eine  Spiegelschaar,  die 
der  Bedingung  1.  genügt. 


VeRTAISCHRARE  tWEISPIEGELlGE  VERWANDTSCHAFTEN.  593 

Dies  ist  nur  ein  anderer  Ausdruck  der  in  Nr.  1  0  bewiesenen 
Sätze.  Da  die  Folge  zweier  solchen  Umwendungen  eine  Schrau- 
bung um  die  Axe  a  ist  (10.  Satz),  so  ergiebt  sich  (nach  414.)  der 

Zusatz.  Die  Gesammiheü  der  Schraubungen  um  ein  und  die- 
selbe Axe  a  bildet  eine  Gruppe  zweispiegeliger  vertauschbarer  Ver- 
wandtschaften. 

1 44.  Um  das  Verhalten  unserer  Spiegelschaar  zu  der  Voraus- 
setzung II.  zu  prüfen,  haben  wir  die  v-Teilung  einer  Schraubung 
zu  untersuchen;  d.  h.  sind  o  und  sv  irgend  zwei  Geraden  der 
Schaar,  so  ist  eine  Gerade  s{  so  zu  finden,  dass  die  Gleichung  gilt 

IL  {osy}  =  {os{Y  oder 

Ist  sv  zu  o  parallel,  also  {o  s„} 
eine  Schiebung,  so  ist  diejenige 
Gerade,  welche  zu  beiden  parallel 
ist  und  das  zwischen  ihnen  ge- 
legene Stück  der  Axe  von  o  aus 
gerechnet  v- teilt,  eine  Lösung 
für  s{ .  Ist  aber  sy  nicht  parallel 
zu  o,  ein  anderes  Gemeinlot  als  a 
zwischen  ihnen  also  nicht  mög- 
lich, so  muss  jede  Gerade,  die  o 
und  sA  senkrecht  trifft,  in  Folge 
der  letzten  Gleichungen  auch  s„ 
und  dann  auch  s3  u.  s.  w.,  endlich  ' 

s„  senkrecht  treffen,  d.  h.  das  Gemeinlot  a  von  o  und  sy  ist  auch 
das  einzig  mögliche  Gemeinlot  von  o  und  sv  daher  gehört  s{  zu 
der  Geradenschaar. 

Ist  überhaupt  eine  Gerade  s{  als  Lösung  denkbar,  so  hängt 
die  Ein-  oder  Mehrdeutigkeit  von  dem  Bestehen  einer  Gleichung 
ab  (vergl.  125.) 

oder: 

Eine  Schraubung  oder  Schiebung  kann  bei  keiner  Wieder- 
holung die  Identität  ergeben,  es  kann  daher  {s{  sfl  nur  eine 
Drehung  sein,  d.  h.  s{  und  s[  müssen  sich  treffen.  Wir  sind 
daher  auf  die  bekannte  Aufgabe  geführt,  eine  volle  Umdrehung 

39* 


504  H.  Wibnbk, 

in  v  Teile  zu  zerlegen 1),  oder,  da  der  Drehwinkel  von  \sK  s'{}  der 
doppelle  Winkel  der  Geraden  s{  s{  ist  (9.  Satz) ,  so  erhalten  wir 
eine  Lösung  für  s'{J  indem  wir  den  gestreckten  Winkel  in  v  gleiche 
Teile  theilen  und  für  s[  den  ersten  dieser  Teilstrahlen  nehmen. 
Bei  dieser  Annahme  wird  s'{  der  zweite  u.  8.  f.,  d.  h. : 

Die  Geraden  ${1  s'i}  .  .  s4 (*""*)  bilden  einen  regelmässigen 
v-Strahl. 

145.  Es  ist  nur  noch  zu  zeigen,  dass  es  überhaupt  einen 
Strahl  s{  giebt,  der  die  Gleichung  II.  befriedigt. 

Hierzu  denke  man  sich  die  Gerade  sA  gefunden  und  durch 
ihren  Fusspunkt  eine  Parallele  o  zu  o  gelegt,  dann  wird 

{o  Sy)  =  {o  o'  0    Sf}" 

oder  wegen  der  Vertauschbarkeit  (114.) 

Hier  ist  {o  o'}  und  daher  auch  {o  o}v  eine  Schiebung  längs  der 
Axe  a,  {of  s{)  und  daher  auch  {o'  st)p  eine  Drehung  um  diese 
Axe,  d.  h.  die  Schraubung  (o  sv)  ist  in  ihre  Schiebung  und  Dre- 
hung zerlegt.  Zieht  man  daher  die  Gerade  o"  parallel  zu  o  durch 
den  Fusspunkt  von  sy ,  und  sy  parallel  zu  s„  durch  den  Fuss- 
punkt von  o',  so  wird  {o  o"}  die  Schiebung,  {(/  6*^}  die  Drehung 
der  Schraubung  {o  sy),  also 

{o  o"}  =  {o  o'Y      und      {or  sv)  =  {o  s{y. 

Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  dass  das  Stück  der  Axe  zwi- 
schen o  und  o"  das  ^-fache  von  dem  zwischen  o  und  o  beträgt, 
und  bestimmt  damit  den  Fusspunkt  der  Geraden  s{;  die  zweite 
Gleichung  verlangt  die  v- Teilung  einer  Drehung,  führt  also 
wieder  auf  eine  bekannte,  durch  einen  Grenzprocess  zu  lösende 
Aufgabe. 

Damit  ist  auch  das  Vorhandensein  einer  Lösung  dargethan 
und  wir  erhalten  den 

Satz.  Für  die  Gleichung  [o  sy)  =  {o  sK}v  giebt  es  innerhalb 
der  Schaar  von  Geraden,  die  das  Gemeinlot  a  der  beiden  Geraden 
o  und  s{  senkrecht  treffen ,  v  Lösungen ,  nämlich  die  v  Strahlen 
eines  regelmässigen  Strahlbüschels. 

4)  Es  braucht  wohl  kaum  betont  werden,  dass  die  Lösung  dieser  Auf- 
gabe auf  ganz  anderen  Grundlagen  beruht,  wie  sümmtliche  Betrachtungen 
der  Abschnitte  A.  und  B, 
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Zusatz.  Die  Umwendungen  um  alle  Geraden,  die  ein  und 
dieselbe  Gerade  a  senkrecht  treffen ,  genügen  den  Voraussetzungen 
I.  und  IIb.  des  XIII.  Abschnittes. 

Mittlere  Uniwendaxen. 

146.  Und  nun  können  wir  in  Anwendung  des  dort  bewie- 
senen ohne  weiteres  Folgerungen  ziehen.    So  erhalten  wir  z.  B.: 

Satz  I.  Sind  v  Geraden  pv  p8,  .  .  py  gegeben,  die  ein  und 
dieselbe  Gerade  a  senkrecht  treffen ,  so  giebt  es  stets  einen  regel- 
mässigen v-Slrahl  von  Geraden  m\  m",  .  .  mW  (Mittelaxeri),  für 
deren  jede  die  Gleichung  gilt 

{p47nWp,mto  •  •  pvmfi)  =  1, 

während  für  jedes  beliebige  weitere  Lot  o  der  Geraden  a  die  Glei- 
chung gilt 

{°Pi  °P%  '  '  °Pv)  —  {omW)v. 

(Vergl.  Nr.  -1 20  und  1  26). 

Satz  II.  Statt  der  Folge  von  v  Schraubungen  um  dieselbe 
Axe,  deren  jede  durch  eine  Anfangs-  und  Endumivendung  gegeben 
ist,  kann  man  auch  eine  einzige  Schraubung  v-mal  hintereinander 
ausführen,  deren  Anfangs- (End-)umwendung  eine  der  Mittelaxen 
der  gegebenen  Anfangs- (End-)umwendaxen  ist. 

Also 

{Pi?iPi9i  '  '  P»<1,)  =  {mWnW}*, 
wo  mW  irgend  eine  der  v  Mittellinien  von  pK,  piy  •  •  pv  und  nW 
eine  der  v  Mittellinien  von  qK,  q%,  ••  qv  ist.     (Vergl.  Nr.  121 
und  126). 


Schlussbemerkung. 

1 47.  Hiermit  will  ich  diese  Reihe  von  Aufsätzen  beschliessen. 
Dass  die  abstrakte  Lehre1]  von  den  geometrischen  Verwandt- 
schaften aus  dem  Begriffe  der  Spiegelung  vielfachen  Nutzen  zu 
ziehen  vermag,  ist  wie  ich  hoffe  hinreichend  hervorgetreten, 
wenn  ich  auch  wichtige  Abschnitte  dieser  Lehre  bis  jetzt  nur 


*)  Diese  Lehre  setzt  keinerlei  geometrische  Kenntnisse  voraus,  sondern 
ist  (vgl.  Nr.  33.  und  die  Fussnote  am  Schluss  von  Nr.  93.)  formal  aus  Defini- 
tionen abgeleitet. 
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wenig  oder  gar  nicht  berühren  konnte.  So  wäre  noch  manches 
über  <die  harmonischen  Verwandtschaften1),  sowie  über  mehr- 
spiegelige  Verwandtschaften  zu  sagen,  dessen  Veröffentlichung 
ich  nun  auf  eine  andere  Gelegenheit  verschiebe.  Ausser  der  ab- 
strakten Lehre  von  den  geometrischen  Verwandtschaften,  die 
sich  Selbstzweck  sein  kann,  sind  von  nicht  geringer  Wichtigkeit 
die  geometrischen  Anwendungen,  und  von  ihnen  habe  ich  hier  nur 
so  viel  mitgetheilt,  als  nötig  war,  um  die  Bedeutung  der  all- 
gemeinen Sätze  ins  rechte  Licht  zu  stellen.  Wenn  wir  einerseits 
an  wichtigen  Beispielen  zeigen  konnten,  dass  die  allgemeine 
Lehre  der  aus  Spiegelungen  zusammengesetzten  Verwandtschaf- 
ten das  Band  ist,  das  verschiedene  Zweige  der  Geometrie  ver- 
knüpft, so  ist  andererseits  der  Wunsch  gerechtfertigt,  jeden  ein- 
zelnen dieser  Zweige  für  sich  zu  betrachten2),  und  aus  solchen 
Einzeldarstellungen  muss  sich  ja  dann  wieder  neuer  Stoff  für  die 
Weiterentwickelung  der  allgemeinen  Theorie  ergeben.  So  kom- 
men Theorie  und  Anwendung  in  die  natürliche  Wechselbeziehung, 
aus  denen  beide  den  grössten  Nutzen  schöpfen. 

Das  Auffinden  neuer  Sätze  und  das  tiefere  Eindringen  in  die 
Grundlagen  sind  die  beiden  Richtungen,  nach  denen  das  Einzel- 
gebiet durch  die  allgemeine  Theorie  gefördert  wird.  Unter- 
suchungen über  die  Grundlagen  der  Geometrie  waren  für  mich 
die  Veranlassung,  der  Theorie  der  Spiegelungen  meine  Aufmerk- 
samkeit zuzuwenden ,  nach  dieser  Richtung  hin  hätte  ich  daher 
zunächst  die  Folgerungen  aus  der  hiermit  beschlossenen  Reihe 
von  Arbeiten  zu  ziehen. 

i)  Hierher  gehören  die  Betrachtungen  des  V.  Abschnittes. 

2)  In  neuester  Zeit  hat  Th.Reye  die  Lehre  von  den  projektiven  Ver- 
wandtschaften in  dieser  Hinsicht  sehr  gefordert,  indem  er  in  der  3.  Auflage 
des  2.  und  3.  Bandes  seiner  »Geometrie  der  Lagea  (Leipzig  4  892)  das  Rech- 
nen mit  Verwandtschaften  als  wesentliche  Methode  aufgenommen  und 
schöne  Untersuchungen  damit  durchgeführt  hat.  Man  vergleiche  auch 
Tu.  Reye's  neueste  Abhandlung:  »Ueber  symbolisches  Rechnen  mit  geometri- 
schen Verwandtschaften«,  Math.  Ann.  XLIII.  S.  4  45  bis  170. 
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SITZUNG  VOM  16.  OCTOBER  4  893. 

W.  Ostwald ,  lieber  das  Princip  des  ausgezeichneten  Falles. 

Die  allgemeinsten  Gesetze,  welche  bisher  für  das  Geschehen 
der  natürlichen  Dinge  aufgstellt  worden  sind,  beziehen  sich  auf 
die  Umwandlung  der  betheiligten  Energieen,und  sind  als  erster 
und  zweiter  Hauptsatz  der  Energetik  bekannt.  Der  erste  Haupt- 
satz regelt,  kurz  gesagt,  die  Bilanz:  wenn  etwas  geschieht, 
so  muss  die  verschwundene  Energie  gleich  der  entstandenen 
sein.  Ob  aber  etwas  geschieht,  und  was,  darüber  sagt  der 
erste  Hauptsatz  nichts  aus. 

Der  zweite  Hauptsatz  besagt,  dass  Energie  nur  von  höherer 
zu  niederer  Intensität  gehen  kann,  und  bestimmt  demnach  in 
dem  Falle,  dass  es  nur  einen  Weg  (nebst  dem  entgegengesetzten) 
giebt,  den  das  Gebilde  gehen  könnte,  welche  von  beiden 
Möglichkeiten  eintritt ,  oder  in  welcher  Richtung  der  Vorgang 
erfolgt.  Es  genügt  demnach  in  dem  Falle  der  zwangläufigen 
(oder  der  mit  nur  einem  Freiheitsgrade  ausgestatteten)  Gebilde 
zur  Entscheidung  der  Frage ,  was  geschehen  wird ,  wenn  die 
Bedingungen,  d.  h.  die  Arten  der  Energie  und  ihre  räumliche 
Anordnung  gegeben  sind.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  hierbei  die 
Frage  nach  der  Zeit,  in  welcher  sich  die  fragliche  Aenderung 
vollzieht,  nur  in  dem  Falle  beantwortet  wird,  dass  eine  der 
massgebenden  Energiearten  die  Bewegungsenergie  ist,  welche 
die  Zeit  in  ihrer  Definition  enthält.  Bei  den  anderen  Energie- 
arten, von  denen  keine  einen  Zeitfactor  enthält,  wird  durch  den 
zweiten  Hauptsatz  nur  der  Sinn,  nicht  aber  die  Geschwindigkeit 
des  Vorganges  bestimmt. 

Math.-phyg.  Clause.  1893.  40 
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Hat  das  betrachtete  Gebilde  aber  mehrere  Grade  der  Frei- 
heit, so  reicht  auch  der  zweite  Hauptsatz  nicht  aus ,  um  aus  den 
gegebenen  Bedingungen  eindeutig  zu  bestimmen,  was  eintreten 
wird.  Die  Zahl  der  Aenderungen ,  welche  dem  ersten  Haupt- 
satz genagen,  ist  alsdann  unendlich  gross;  von  diesen  pflegt 
allerdings  meist  nur  ein  Theil  gleichzeitig  dem  zweiten  Haupt- 
satz zu  entsprechen,  aber  auch  für  diesen  Bruchtheil  ist  die  Zahl 
der  möglichen  Fälle  unendlich.  Da  unter  diesen  unendlich 
vielen  möglichen  Fällen  doch  nur  ein  wirklicher  vorhanden  ist, 
so  muss  neben  den  beiden  Hauptsätzen  offenbar  noch  ein 
weiteres  Princip  bestehen,  welches  diesen  zu  bestimmen  ge- 
stattet. 

Denkt  man  sich  nun  sämmtliche  nach  den  beiden  Haupt- 
sätzen möglichen  Fälle  derartig  graphisch  aufgetragen  ,  dass  die 
Maasszahl  der  Grösse,  nach  welcher  gefragt  wird ,  als  Ordinate 
dient,  als  Abscisse  dagegen  eine  Veränderliche,  durch  deren 
Aenderung  die  Gesammtzahl  der  Möglichkeiten  erschöpft  wird, 
so  wird  die  zugehörige  Gurve  im  Allgemeinen  für  irgend  einen 
Werth  der  zweiten  Verännderlichen  ein  Maximum  oder  Minimum 
zeigen.  Erfahrungsmässig  entsprechen  nun  die  wirklich  ein- 
tretenden Fälle  stets  den  Werthen  der  Veränderlichen,  für  welche 
diese  Maxima  oder  Minima  auftreten.  Dies  ist  der  gesuchte 
Satz.  Nennen  wir  den  Werth  der  bestimmenden  Veränderlichen, 
welcher  ein  Maximum  oder  Minimum  ergiebt ,  den  ausgezeich- 
neten Fall,  so  lässt  sich  das  fragliche  Princip  folgendermassen 
aussprechen : 

Sind  für  irgend  einen  Vorgang  unendlich  viele  Möglichkeiten 
vorhanden ,  so  ist  das  wirklich  eintretende  Geschehniss  der  ausge- 
zeichnete Fall  unter  den  möglichen  Füllen. 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Bemerkung ,  dass  dieser  Satz  im 
engsten  Zusammenhange  mit  dem  zuerst  von  Maupertihs  in  un- 
genügender Gestalt  aufgestellten  Satze  von  der  kleinsten  Action, 
dem  GAuss'schen  Princip  des  kleinsten  Zwanges,  dem  Hamilton- 
schen  Princip,  den  Sätzen  von  Euler,  Lagrangb,  Jacobi  u.  A. 
über  das  Auftreten  von  Maximalwerthen  der  Bewegungsenergie 
bei  den  durch  Impulse  hervorgerufenen  Bewegungen  u.  s.  w. 
steht.  In  der  That  ist  er  als  eine  Zusammenfassung  und  Ver- 
allgemeinerung aller  dieser  Sätze  aufzufassen ,  welche  zunächst 
für  mechanische  Vorgänge  aufgestellt  worden  sind,  indem  sie 
die  Maximum-  oder  Minimumbedingung  (d.h.  das  Verschwinden 
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der  Variation)  für  gewissere  nach  den  Aufgaben  geeignet  gewählte 
Functionen  der  Veränderlichen  aussprechen.  In  derselben 
Weise,  in  welcher  vor  zwei  Jahren  das  Princip  der  virtuellen 
Energieänderungen  als  Erweiterung  des  mechanischen  Princips 
der  virtuellen  »Geschwindigkeiten«  auf  alle  Energieformen  for- 
mulirt  wurde,  lässt  sich  das  in  jenen  mechanischen  Gesetzen  zur 
Geltung  gelangende  Princip  des  ausgezeichneten  Falles  auf  Ge- 
schehnisse beliebiger,  nicht  nur  mechanischer  Natur  erweitern. 
Thatsächlich  sind  solche  Erweiterungen  auf  das  elektrodyna- 
mische Gebiet  bereits  durch  v.  Hblmholtz  und  Boltzmann  aus- 
geführt worden,  doch  dürfte  die  oben  versuchte  möglichst 
allgemeine  Formulirung  des  Satzes  immerhin  einiges  selbständige 
Interesse  beanspruchen. 

Auch  nach  einer  Seite,  die  ausserhalb  des  Gebietes  der 
Physik  (im  allgemeinsten  Sinne)  liegt,  scheint  mir  das  Princip 
des  ausgezeichneten  Falles  eine  brauchbare  Zusammenfassung 
^tatsächlicher  Verhältnisse  zu  sein.  Wie  erwähnt  gilt  es  für 
Gebilde  mit  mehr  als  einem  Grade  der  »Freiheit«.  Die  Benutzung 
dieses  dem  Seelenleben  entnommenen  Wortes  legt  Zeugniss  da- 
von ab,  dass  hier  eine  Analogie  zwischen  physischen  und  psy- 
chischen Vorgängen  empfunden  worden  ist ;  in  dem  Lichte  des 
ausgesprochenen  Satzes  tritt  diese  Analogie  oder  Uebereinstim- 
mung  deutlich  hervor.  Denn  man  darf  sagen ,  dass  auch  bei 
jeder  willkürlichen  oder  Wahlhandlung  die  Entscheidung  auf 
den  »ausgezeichneten  Fall«  führen  wird,  d.  h.  auf  den  Fall, 
welcher  in  Bezug  auf  die  vorhandene  Willensbeschaffenheit  ein 
Maximum  von  Erfolg  verspricht.  Auf  diese  Weise  beantwortet  sich 
wenigstens  theilweise  die  viel  erörterte  Frage,  wie  die  thatsäch- 
liche  Bestimmtheit  der  Naturerscheinungen,  welcher  auch  die 
psychologischen  Vorgänge  unterliegen  müssen,  sich  mit  dem 
unzweifelhaft  vorhandenen  Bewusstsein  eines  »freien  Willens« 
vereinigen  lasse;  doch  kommen  hier  noch  weitere  Punkte  in 
Betracht,  deren  Erörterung  an  anderer  Stelle  erfolgen  soll. 

Was  nun  die  physikalischen  Anwendungen  des  Principes 
des  ausgezeichneten  Falles  anlangt,  so  sind  viele  von  ihnen 
wohlbekannte  Beispiele  der  Maximum-  und  Minimumrechnung. 
Die  Frage,  wie  in  der  kürzesten  Zeit  eine  von  einem  Punkte 
ausgehende  allseitige  Bewegung  zu  einem  entfernten  anderen 
gelangt,  führt  im  Falle  der  ungehinderten  Bewegung  zur  gerad- 
linigen Verbindung,  im   Falle,  dass  ein  Punkt  einer  Fläche 
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berührt  werden  muss,  zum  Spiegelungsgesetz  und  im  Falle,  dass 
der  zweite  Punkt  in  einem  Mittel  mit  anderer  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit liegt,  zu  dem  Brechungsgesetz  und  man  erhalt 
auf  diese  Weise  die  Grundgesetze  der  geometrischen  Optik.  Aus 
dem  Yon  Maxwell  bewiesenen  Satze,  dass  wenn  in  einem  Leiternetz 
die  durch  gegebene  elektromotorische  Kräfte  hervorgerufenen 
Ströme  sich  nach  dem  Omi'schen  Gesetz  vertheilen,  die  Wärme- 
entwicklung ein  Minimum  wird ,  geht  umgekehrt  hervor,  dass 
die  Bedingung,  die  Wärmeentwicklung  solle  dem  ausgezeich- 
neten Falle  entsprechen ,  d.  h.  ein  Minimum  sein  (ein  Maximum 
ist  physikalisch  unmöglich),  zum  Omi'schen  Gesetz  führt. 

Eine  besonders  beachtenswerthe  Anwendung  findet  das 
Princip  auf  die  Frage  nach  der  »Richtung  der  Kräfte«.  Betrachten 
wir  der  Anschauung  wegen  den  Fall  der  Gravitation,  so  wissen 
wir,  dass  die  entsprechende  Energie  in  horizontalen  Flächen 
constant  ist.  Da  die  Kraft  der  Differentialquotient  der  Distanz- 
energie nach  einer  Strecke  ist,  so  ist  für  jede  Richtung  irgend 
einer  Bewegung  die  entsprechende  Kraft  angebbar;  positiv  für 
jede  Bewegung  unter  die  Niveaufläche,  Null  für  jede  Bewegung 
in  derselben,  negativ  für  jede  Hebung.  Zufolge  der  beiden 
Hauptsätze  der  Energetik  wäre  eine  Senkung  nach  jeder  be- 
liebigen Richtung  möglich,  Horizontalbewegung  und  Hebung 
dagegen  ausgeschlossen.  Die  thatsächliche  Bewegung  unter 
den  unendlich  vielen  möglichen  erfolgt  der  Kraft  gemäss, 
welche  den  ausgezeichneten  Fall  unter  allen  möglichen  darstellt. 
Das  Maximum  des  Differentialquotienten  der  Energie  nach  dem 
Raum  findet  für  die  Richtung  statt,  welche  zur  Niveaufläche 
senkrecht  steht,  und  dies  ist  dann  auch  die  Richtung  der  wirk- 
lichen Kraft,  oder  vielmehr  der  wirklichen  Bewegung. 

Eine  gewisse  Schwierigkeit  in  der  Anwendung  des  Princips 
liegt  in  der  Frage,  welches  in  jedem  Falle  die  charakteristische 
Grösse  ist,  deren  Variation  verschwunden  soll.  Wenn  auch  in 
sehr  vielen  Fällen  die  Antwort  sich  aus  der  Beschaffenheit  des 
Problems  ergiebt,  so  muss  doch  zugegeben  werden,  dass  zwei- 
felhafte Fälle  möglich  sind.  Eine  allgemeingültige  Antwort 
weiss  ich  nicht  zu  geben.  Doch  wird  in  dieser  Beziehung  der 
Hinweis  von  Werth  sein ,  dass  im  Allgemeinen  in  jedem  Falle 
mehrere  Grössen  vorhanden  sein  werden,  welche  Functionen 
von  einander  sind,  und  bei  demselben  Werthe  der  anderen 
Veränderlichen  gleichzeitig  ausgezeichnete  Werthe   annehmen 
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werden1).  Alsdann  erbalt  man  offenbar  das  gleiche  Resultat, 
welche  von  diesen  Grössen  man  auch  zur  Ableitung  benutzt. 
Was  die  andere  Veränderliche  anlangt ,  so  bat  sie  keine  andere 
Bedingung  zu  erfüllen,  als  dass  durch  ihre  Aenderung  alle  mög- 
liche Fällen  erschöpfend  dargestellt  werden ;  im  Uebrigen  ist  ihre 
Wahl  vollkommen  frei. 


4)  So  wird  z.  B.  die  Lage  eines  ausgezeichneten  Wertbes  einer  be- 
liebigen Function  f  nicht  verändert,  wenn  man  aus  ihr  die  Functionen 
f-\-  c,  cf,  fe  und  clog /"  bildet,  wo  c  eine  beliebige  Constante  ist. 


F.  Stahmann,  Calorimetrische  Untersuchungen.  Dreissigste 
Abhandlung. 

lieber  den  Wärmewerth  der  aliphatischen  Säuren 

von 
F.  Stohmann,  Cl.  Kleber,  H.  Langbein  und  P.  Offenhauer. 

A.  Einbasische  gesättigte  Säuren. 

Wir  haben  bereits  im  Jahre  4885  (Abh.  IV1)  den  Wärme- 
werth einer  grösseren  Zahl  der  einbasischen  aliphatischen  Säuren 
durch  Verbrennung  der  Silbersalze  derselben  mit  Kaliumchlorat 
ermittelt.  Dabei  ergab  sich  eine  bemerkenswerthe  Ueberein- 
stimmung  zwischen  den  von  uns  bestimmten  und  den  später 
von  Longuinine2)  gefundenen  Werthen ,  wie  in  Abh.  XIV 3)  ge- 
zeigt worden  ist.  Trotz  dieser  Uebereinstimmung  mussten  aber 
Zweifel  in  die  völlige  Richtigkeit  jener  Beobachtungen  aus 
mehreren  Gründen  in  uns  erwachen ,  und  zwar : 

\)  weil  wir  durch  unsere  neueren  Untersuchungen  erkannt 
haben,  dass  die  sämmtlicheu  nach  der  Kaliumchloratmethode 
ermittelten  Werthe,  in  Folge  der  Einführung  von  nicht  ganz 
richtigen  Constanten,  um  etwa  2  Proc.  zu  tief  liegen; 

2)  weil  neue,  mit  der  Berthelot' sehen  Bombe  ausgeführte 
Bestimmungen  des  Werthes  der  Laurin-  und  Myristinsäure  um 
1,5  Proc.  höhere  Werthe  gegen  früher  ergaben  (Abh.  XXII4)  ; 

3)  weil  jene  Untersuchungen  für  den  Zuwachs  von  CH2  in 
der  homologen  Reihe  eine  mittlere  Erhöhung  des  Wurme  werthes 


4)  Journ.  f.  prakt.  Ghem.  [2],  XXXII,  407. 

3)  Annales  de  Chimie  et  de  Physique  [6]  XI,  220. 

3)  Journ.  f.  prakt.  Ghem.  [2],  XXXVI,  4  39. 

4)  Journ.  f.  prakt.  Ghem.  [2],  XXXX1I,  374. 
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von  454,3  Gal.  ergeben  haben,  während  nach  unseren  neueren 
Bestimmungen  (Abh.  XXV1)  eine  Vermehrung  des  Wärme- 
werthes  von  4  56,6  Gal.  für  jedes  Glied  der  Reihe,  mit  der  Essig- 
säure beginnend  und  mit  der  Behensäure  endigend,  zu  erwar- 
ten war ; 

4)  weil  inzwischen  von  Berthelot2]  neue  Bestimmungen 
des  Werthes  der  Ameisensäure  und  der  Essigsäure  ausgeführt 
worden  sind,  welche  so  genau  mit  den  von  Jahn  3)  auf  ganz  an- 
derem Wege  gefundenen  Zahlen  übereinstimmen ,  dass  an  der 
Richtigkeit  derselben  nicht  zu  zweifeln  ist,  während  die  früher 
ermittelten  Werthe  ebenfalls  kleine  Abweichungen  zeigen. 

Alles  dieses  veranlasste  uns,  die  Untersuchung  von  Neuem 
aufzunehmen,  um  zu  genauen  Werthen  zu  kommen. 

Unsere  Verbrennungen  wurden,  so  weit  sie  hier  in  Betracht 
kommen,  mit  einer  Ausnahme,  in  dem  BsRTHBLOT7schen  Apparate, 
immer  in  auf  25  Atm.  comprimirtem  Sauerstoff  ausgeführt.  Ausser 
der  BsRTHELOT'schen  Bombe  verfügen  wir  seit  etwa  Jahresfrist  noch 
über  den  von  Mahler  construirten,  gleichen  Zwecken  dienenden 
Apparat.  DctMahlbr  sehe  Apparat4),  von  seinem  Erfinder  für  tech- 
nische Zwecke  bestimmt,  gestattet,  wie  wir  uns  durch  hunderte 
von  Versuchen  überzeugt  haben,  ebenso  genaue  Messungen,  wie 
die  BBRTHELOT'sche  Bombe  und  kann  dieselbe  bei  den  exaetesten 
wissenschaftlichen  Untersuchungen  völlig  ersetzen.  Da  derselbe 
in  vorzüglichster  Ausführung  zu  dem  verhältnissmässig  billigen 
Preise  von  450  fr.  von  dem  Mechaniker  L.  Golaz  in  Paris  (Rue 
St.  Jacques  282)  geliefert  wird ,  so  ist  den  Forschern,  welche 
nicht  in  der  Lage  sind  sich  den  BERTHELOT'schen  Apparat  zu  ver- 
schaffen, damit  ein  Instrument  gegeben,  mit  dessen  Hilfe 
die  Ausführung  derjenigen  thermochemischen  Messungen,  bei 
welchen  man  bis  dahin  ausschliesslich  auf  die  Bombe  angewiesen 
war,  ermöglicht  wird.  Der  MAHLBR'sche  Apparat  unterscheidet 
sich  im  Wesentlichen  von  dem  BERTHELOT'schen  nur  dadurch, 
dass  er  an  seiner  Innenfläche  mit  einem  Emailüberzuge  ver- 
sehen ist ,  wodurch  das  Eisen  ebenso  gut  vor  der  Verbrennung 
und  vor  dem  Angriffe  der  Säuren  bewahrt  bleibt,  wie  dieses 

4)  Journ.   f.  prakt.  Chem.  [%],  XXXX1V,  394. 

2)  Annal.  de  Ghimie  et  de  Physique  [6]  XXVIII,  437;  Gompt  rend. 
CXIV,  ms. 

3)  Annal.  der  Physik.  [%],  XXXVIT,  44  4,  480. 

4)  Contributton  a  l'ötude  des  combustibles.  Paris,  Librairie  polytech- 
nique  Baudry  et  Comp.  4893. 
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durch  das  dicke  Platin futter  jenes  Apparates ,  mit  mehr  als 
1200  Grm.  Platin,  geschieht. 

Mahler  giebt  seinem  Apparate  einen  Innenraam  von  652  ccm 
Grösse.  Da  ein  so  grosses  Volum  aber  nur  für  gewisse  Zwecke 
erforderlich  ist,  während  man  im  Uebrigen  mit  einem  etwa  halb 
so  grossen  Apparate  vollständig  ausreicht,  so  haben  wir  den  für 
uns  bestimmten  entsprechend  verkleinern  lassen  Der  Apparat, 
mit  welchem  wir  arbeiten,  hat  einen  Fassungsraum  von  342  ccm 
und  ist  daher  noch  etwas  grösser  als  unsere  Bombe ,  welche  ein 
Volumen  von  294  ccm  hat.  Mit  der  Vergrösserung  des  Apparates 
vermehrt  sich  die  Masse  desselben  in  entsprechendem  Verhält- 
nisse, damit  steigert  sich  der  Wasserwerth  und  damit  wieder  die 
Grösse  der  dafür  in  Rechnung  zu  setzenden  Zahl.  Ausserdem 
muss  das  Galorimetergefäss  in  seiner  Grösse  dem  Volum  des  Ver- 
brennungsapparates angepasst  werden.  Da  nun  unser  Berthelot- 
scher  Apparat  in  seinen  Abmessungen  sich  als  sehr  zweckent- 
sprechend erwiesen  hat,  so  zogen  wir  es  vor,  den  MiHLER'schen 
Apparat  in  ähnlicher  Grösse  ausführen  zu  lassen. 

Erste  Bedingung  für  die  Sicherung  der  Resultate  ist  die 
genaue  Kenntniss  des  Wasserwerthes  des  Apparates  mit  seinem 
Zubehöre.  Da  dieser  für  jeden  einzelnen  Apparat  ermittelt 
werden  muss,  so  glauben  wir  Denen,  die  künftig  ähnliche  Unter- 
suchungen vornehmen  wollen ,  einen  Dienst  zu  erweisen,  wenn 
wir  hier  die  Einzelheiten  unserer  Bestimmungen  anführen. 

Ermittelang  des  Wasserwerthes  des  Apparates. 

Als  wir  vor  sechs  Jahren  in  Besitz  der  BERTHELOTSchen 
Bombe  kamen,  waren  wir  darauf  angewiesen,  den  Wärmewerth 
derselben  nach  der  Mischungsmethode  zu  bestimmen.  Die  zu 
diesem  Zwecke  ausgeführten ,  höchst  mühevollen  Operationen, 
welche  unsere  Arbeitskraft  für  reichlich  ein  halbes  Jahr  in  An- 
spruch nahmen,  sind  in  Abh.  XVI1)  beschrieben.  Ein  so  um- 
ständliches Verfahren  waren  wir  gezwungen  anzuwenden,  weil 
wir  damals  nicht  über  Substanzen  von  genügend  genau  be- 
kanntem Wärmewerthe  verfügten ,  durch  deren  Verbrennung 
wir  eine  bestimmte  Menge  von  Wärme  auf  den  Apparat  über- 
tragen konnten.    Gegenwärtig  liegt  eine  genügend  grosse  Zahl 


1)  Journ.  f.  prakt.  Chera.  [2]  XXXIX,  503. 
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von  Substanzen  vor ,  deren  Wärmewerth  aus  übereinstimmen- 
den Untersuchungen  von  Berthelot  und  uns  mit  aller  Sicherheit 
bekannt  ist.  Wir  brauchen  daher  nur  eine  bekannte  Menge 
eines  solchen  Körpers  im  Apparate  zu  verbrennen  und  die  da- 
durch hervorgerufene  Temperaturzunahme  zu  messen. 

Es  sei  W  die  im  Apparate  durch  die  Verbrennung  einer 
bekannten  Substanzmenge  erzeugte  Wärme. 

Es  sei  ferner  6  die  dadurch  bewirkte  Temperaturzunahme 

des  Apparates  sammt  seiner  Wasserfüllung. 

W 
Dann  entspricht  -=-  der  Zahl  von  Galorien ,   welche  dem 

Apparate ,  sammt  der  Wasserfüllung ,  zugeführt  werden  muss, 
um  denselben  um  1°C.  zu  erwärmen.  Das  ist  aber  sein  Wasser- 
werth.    Der  Wasserwerth  des  leeren   Apparates  ist  demnach 

W 

-= — Aq,  worin  Aq  die  bekannte  Menge  von  Wasser,  welche 

sich  in  dem  Calorimetergefässe  findet. 

Wir  haben  z.  B.  in  einem  Versuche  durch  Verbrennung 
von  1,0143  Grm.Hippursäure  eine  Wärmemenge  von  5749,3  cal. 
erzeugt.  Dazu  kommen  noch  1 4,6  cal.  als  Verbrennungswärme 
des  Eisendrahtes ,  dessen  wir  uns  zur  Zündung  der  Substanz 
bedienen,  sowie  19,6  cal.  als  Bildungswärme  der  bei  der  Ver- 
brennung entstandenen  Salpetersäure.  (Vgl.  Journ.  prakt.  Chem. 
[2],  XXXIX,  522.)    Wir  haben  daher: 

Substanz 5749,3  cal. 

Eisen 14,6   » 

Salpetersäure   ...   .   .   .  .         19,6   » 

W  =  5783,5  cal. 

Die  wirkliche  Temperaturzunahme  betrug  2,0441°.  Es  ist 
demnach  der  Wasserwerth  des  Apparates  Wa  mit  der  Wasser- 
füllung : 

W  _  5783,5       MMArrfn 
\\a  =  -T  =  p^  =  2829,4  Grm. 

Die  in  das  Galorimetergefäss  eingewogene  Menge  von  Wasser 
betrug  2391,0  Grm.  und  darnach  ist  der  Wasserwerth  des  leeren 
Calorimeters  2829,4  —  2391,0  =  438,4  Grm. 

Der  grosse  Vortheil  dieser  Methode  beruht  darin ,  dass  der 
Wasserwerth  des  ganzen  Apparates  mit  all  seinem  Zubehöre  in 
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einer  Operation  ermittelt  wird  und  zwar  unter  Bedingungen, 
welche  völlig  den  Umständen  entsprechen,  unter  denen  die 
späteren  Operationen  ausgeführt  werden.  Selbstverständlich 
hängt  dabei  Alles  von  der  genauen  Kenntniss  des  Wärme- 
werthes  der  angewandten  Substanz  ab,  da  die  geringste  Unrich- 
tigkeit in  erhöhtem  Maasse  in  der  Restzahl,  in  dem  Wasser- 
werthe,  zum  Ausdrucke  kommt.  Um  in  dieser  Beziehung  sicher 
zu  gehen,  sollte  man  Reihen  von  Beobachtungen  mit  mindestens 
zwei  verschiedenen  Substanzen  ausfuhren.  Wir  haben  mit  vier 
verschiedenen  Substanzen,  mit  Hippursäure,  Campher,  Benzoe- 
säure und  Rohrzucker,  also  mit  Stoffen,  deren  Wärmewerthe 
weit  auseinander  liegen,  gearbeitet.  Da  wir  in  allen  Fällen 
Uebereinstimmung  im  Wasserwerthe  fanden,  so  ist  damit  der 
Beweis  geführt,  dass  einerseits  der  Wasserwerth  richtig  er- 
mittelt ist;  und  dass  ferner  die  Wärmewerthe  sämmtlicher  Sub- 
stanzen genau  richtig  sind. 

Die  Wärmewerthe  der  von  uns  verwandten  Substanzen  be- 
tragen nach  unseren  und  nach  Berthelots  Ermittelungen  für 
ein  Gramm  bei  constantem  Volum : 

Stahmann  Berthelot 

cal.  cal. 

Hippursäure 5668,2  5659,3 

Campber 9291,6  9288,0 

Rohrzucker 3955,2  3961,7 

Benzoesäure 6322,3  6322,1 

Wir  haben  den  folgenden  Berechnungen  die  von  uns  er- 
mittelten Werthe  zu  Grunde  gelegt. 
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Bei  einer  gleichmassigen  Füllung  des  Apparates  mit  2391  Grm. 
Wasser  schwanken  daher  die  Ermittelungen  de»  Wasserwerthes 
des  gefüllten  Apparates  innerhalb  derExtremevon2824,4  Grm.  als 
Minimum  bis  zu  2829,7  Grm.  als  Maximum,  während  die  einge- 
führten Wärmemengen  sich  innerhalb  der  Grenzwerthe  von 
3972,8  bis  zu  8770,2  cal.  bewegen.  Wir  haben  daher  eineUeber- 
einstimmung  der  Resultate,  welche  nicht  grösser  gedacht  wer- 
den konnte.  Auf  Grund  dieser  Bestimmungen  nehmen  wir  das 
sich  ergebende  Mittel 

436,8  Grm. 

als  Wasserwerth  des  leeren  Apparates  an. 

Um  mit  runden  Zahlen  rechnen  zu  können,  bringen  wir  bei 
allen  Bestimmungen  2363,2  Grm.  Wasser  in  das  Calorimetergefäss. 
Es  ist  demnach  der  Wasserwerth  des  ganzen  Apparates : 

Wasser  2363,2  Grm. 

Apparat  436,8     » 

Wasserwerth   2800,0  Grm. 

Um  eine  weitere  Controle  zu  haben,  verfahren  wir  häufie 
so,  dass  mit  derselben  Substanz  Verbrennungen  im  Berthelot- 
sehen  und  im  Mahler'schen  Apparate  ausgeführt  werden.  Bei 
Uebereinslimmung  der  Zahlen  haben  wir  die  Sicherheit,  dass 
der  Wasserwerth  beider  Apparate  richtig  bestimmt  ist.  Um 
ein  beliebiges  Beispiel  unter  vielen  herauszugreifen,  so  ergab 
der  Salicylsäure-Guajacolester  pro  Gramm : 

im  Berthelot'schen  Apparate     6508,3  cal. 

6520,0    » 
im  Mahler'schen  Apparate        6522,0    » 

6517,7    » 

Da  der  erstere  einen  Wasserwerth  von  2500  cal.  hat,  wäh- 
rend der  des  letzteren  2800  cal.  beträgt,  so  wäre  eine  solche 
Uebereinstimmung  nicht  möglich,  wenn  der  eine  oder  der  an- 
dere mit  einem  Fehler  behaftet  wäre. 

Vergleiche  auch  bei  Arachinsäure  unten  Seite  623. 

Endlich  haben  wir  den  Wasserwerth  des  ganzen  Apparates 
noch  aus  der  speeifischen  Wärme  seiner  Bestandteile  berech- 
net. Bei  unseren  früheren  Untersuchungen1)  hat  sich  völlige 
Uebereinstimmung  zwischen  den  nach  dieser  Methode  ermittel- 

4)  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  XXXIX,  532. 
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ten  und  den  direct,  nach  der  Mischungsmethode ,  gefundenen 
Werthen  ergeben.  Wir  hatten  damals  die  specifische  Wärme 
des  zur  Anfertigung  des  Apparates  verwandten  Gussstahles 
selbst  bestimmt  und  zu  0,4  0968  gefunden.  Als  wir  diese  Zahl 
in  unsere  jetzige  Rechnung  einsetzten,  fanden  wir  für  den  Was- 
serwerth  des  Apparates  447,4  cal.  Diese  Differenz  gegen  die 
obigen  Bestimmungen  musste  unser  Befremden  erregen.  Auf 
unsere  Anfrage  erklärte  uns  der  Verfertiger,  dass  zu  den  Mah- 
LER'scfeen  Apparaten  jetzt  nicht  mehr  Gussstahl,  sondern  weiches 
Eisen,  fer  doux,  also  wohl  Schmiedeeisen,  verwandt  wird.  Es 
erschien  uns  kaum  der  Mühe  werth,  noch  einmal  die  specifische 
Wärme  dieser  Eisensorte  selbst  zu  ermitteln.  Nimmt  man  da- 
für den  von  Pettsrsson  und  Hodelius  *)  gefundenen  Werth  mit 
0,4  08079,  so  ergiebt  sich  für  unseren  Apparat  ein  Wasserwerth 
von  442,4  cal.,  der  sich  also  dem  gefundenen  sehr  nähert.  Da 
dieser  Werth  mit  einer  aus  der  Unkenntniss  der  wahren  speci- 
fischen  Wärme  des  angewandten  Eisens  hervorgehenden  Un- 
sicherheit behaftet  ist,  so  können  wir  ihn  nur  als  Näherungs- 
werth  betrachten. 

Experimenteller  Theil. 

Um  die  Wärmewerthe  der  hier  in  Betracht  kommenden 
Stoffe  bei  gleichem  Aggregatzustande  vergleichen  zu  können, 
haben  wir,  nachdem  wir  die  Säuren  in  ihrem  natürlichen  Zu- 
stande verbrannt  hatten,  die  ganze  Reihe  der  Zahlen  unter  Be- 
rücksichtigung der  Schmelzwärme  einmal  für  den  festen  und 
einmal  für  den  flüssigen  Zustand  berechnet.  Als  Grundlage 
hierfür  dienten  folgende  Ermittelungen  der  Schmelzwärme : 

Ameisensäure  58,44  cal.  pro  Gramm  (Pettersson) 2) 

Essigsäure  43,66    »       »         »  »  3) 

»  46,52   »       »         »         (de  Visser)4) 

Laurinsäure  43,69   »       »         »  Stohmann  u.Wilsing)5) 

Myristinsäure  47,48   »       »         »  » 


4)  Landolt  &  Börnstbin,  Tabellen,  2.  Aufl.  S.  84  S. 
2;  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  XXIV,  298. 

3)  Daselbst  [2]  XXIV,  300. 

4)  Zeitschr.  phys.  Chem.  IX,  767. 

5)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XXXII,  92. 


612  F.  STOHMAlflf, 

Diese  Zahlen  zeigen,  dass  die  Schmelzwärmen,  von  der 
Essigsäure  bis  zur  Myristinsäure,  wenn  dieselben  auf  die  Ge- 
wichtseinheit bezogen  werden,  wesentlich  gleich  sind,  während 
die  Ameisensäure  eine  Ausnahmestellung  einnimmt.  Von  der 
Essigsäure  anfangend,  nehmen  wir  daher  für  die  ganze  Reihe 
eine  gleiche  Schmelzwärme,  dem  Mittel  vorstehender  Zahlen 
entsprechend,  von  45,34  cal.  pro  Gramm  an. 

4.  Ameisensäure  CH^O^ 46. 

Bbrtbblot  ])  giebt  nach  seinen  neuesten  Ermittelungen  fol- 
gende Wärmewerthe  für  flüssige  Ameisensäure : 

62,0  Cal.  für  constantes  Volum 
64,7    »      »    constanten  Druck. 

Da  Jahn2)  durch  Elektrolyse  der  Ameisensäure  einen  fast 
gleichen  Werth,  62,9  Cal.  für  constanten  Druck  gefunden  hatte, 
so  kann  Bbrthelot's  Zahl  als  richtig  betrachtet  werden.  Es  ist 
demnach  der  Wärmewerth  bei  constanten»  Druck  für 

flüssige  Ameisensäure  64,7  Cal. 

feste  »  59,0    » 

Bildungswärme  der  flüssigen  Ameisensäure  104,3  Cal. 
»  d    festen  >  404,0     » 

2.  Essigsäure  C^H^ 60. 

Aus  gleichem  Grunde  wie  oben,  nehmen  wir  auch  hier 
Bbrthelot's  3)  Zahl  an : 

flüssige  Essigsäure  .  .   .  3494,4  cal.  pro Grm. für  const. Volum 

.     209,4  Cal.   »       »  Mol.     »  » 

209,4     »      »       »     »       »       Druck 
206,7     »      ä       »      »       »  n 


»  » 

feste  » 


Bildungswärme  d.  flüssig 

Essigsäure 4  4  6,6   » 

Bildungswärme  d.  festen 

Essigsäure 4  4  9,3    » 


»        »       » 


»        »       »        » 


3.  Propionsäure  C3HB02 74. 

Zur  Reindarstellung  dieser,  wie  vieler  der  folgenden  Säuren 


1)  Ann.  China.  Phys.  [6]  XXVIII,  U7. 

2)  Ann.  Physik  [%]  XXXVII,  4-1 4. 

3)  Gompt.  rend.  CXIV,  H48. 
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wandten  wir  das  Verfahren  von  Conrad  und  Gutzeit ')  an,  nach 
welchem  alkylsubstituirte  Malonsäuren  durch  vorsichtiges  Er- 
wärmen in  die  um  C02  ärmeren  Säuren  verwandelt  werden. 
Da  die  entsprechenden  Malonsäuren  verhältnissmässig  leicht 
rein  zu  erhalten  sind ,  so  erwies  sich  dieses  Verfahren  als  sehr 
zweckdienlich.  Bewirkt  man  die  Zersetzung  der  anhaltend  ge- 
trockneten Säuren  im  luftleeren  Räume ,  so  beginnt  die  Ent- 
wickelung  der  Kohlensäure  bereits  bei  einer  Temperatur  von 
430°  und  ist  oft  schon  bei  440°  beendet,  ohne  dass  irgend 
welche  secundäre  Reaction  dabei  einträte.  Die  völlige  Ent- 
wässerung der  Malonsäuren  ist  jedoch  äusserst  schwierig,  wenig- 
stens enthielten  die  daraus  dargestellten  einbasischen  Säuren 
meist  noch  Spuren  von  Wasser,  von  denen  sie  jedoch  durch  ge- 
ringe Mengen  von  Phosphorsäureanhydrid,  mit  denen  sie  in  der 
Kälte  einige  Stunden  zusammengelassen  wurden,  leicht  getrennt 
werden  konnten.  Die  entwässerten  Säuren  wurden  klar  von 
der  Phosphorsäure  abgegossen  und  dann  meist  im  luftverdünn- 
ten Räume  destillirl,  wobei  sie  mit  ganz  scharfem  Siedepunkte 
übergingen. 

Da  die  flüssigen  Säuren  äusserst  hygroskopisch  sind,  so 
wurden  sie  unmittelbar  nach  der  Darstellung  verbrannt  und  in- 
zwischen im  Exsiccator  über  Schwefelsäure  verwahrt. 

Die  aus  Methylmalonsäure  dargestellte  Propionsäure  hatte 
einen  Siedepunkt  von  4  40,0°.  Bei  allen  Siedepunktsbestim- 
mungen verwenden  wir  verkürzte  Thermometer,  bei  denen  sich 
der  Quecksilberfaden  ganz  im  Dampfe  befindet. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


4. 
2. 


Substanz 


Grm. 


**(corr.) 
Grad 


Grad 


4,2575 
0,9773 


20,4437 
48,7997 


47,6324 
46,8494 


#«,—#! 


Grad 


Wasser-    «  _a  XÄ/ 


Grm. 


2,5446 
4,9503 


2500 
2500 


cal. 


6279,0 

4875,7 


Correction 
für  Fe     f.  HNOs 

cal.  cal. 


4  4,6 
14,6 


49,3 
4  8,0 


4)  Ann.  Ghem.  CCIV,  437. 
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Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 


Mittel 

=  400 


1. 

2. 


6245,1     4966.3 
4843,1     4955,6 

Mittel  4960,9 


367.5  100,11 
366,7        99,89 

367,1  für  flüssige  Propionsäure  bei  constant.  Volum 

367.4  ä         »  »  »  »         Druck 

364,0  »     feste  »  »  »  * 

121.6  Bildungswärme  der  flüssigen  Propionsäure 
125,0  »  *     festen  » 

4.  Normale  Buttersäure  C4II$02 88. 

Erhalten  durch  Erhitzen  von  Aethylmalonsäure  auf  1 50  bis 
1 60°.  Das  Destillat  wurde  mit  Phosphorsäuranhydrid  entwäs- 
sert und  im  Vacuum  destillirt.  Siedepunkt  constant  bei  65°  bei 
1 2  mm  Druck. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

>*n(corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 
werth.  Wa 

Grm. 

cal. 

Correction 
für  Fe     f.  HX(h 

cal.            cal. 

1. 

2. 
3. 

1,1700 
1.0568 
1,0346 

19,2443 
18,1426 
19,0694 

16.4429 
15,6145 
16,5937 

2,8014 
2,5281 
2.4757 

2500 
2500 
2500 

7003,5 

6320.25 

6189,25 

14,6 
14,6 
14,6 

17,8 
4  7,9 

18,2 

Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 


Mittel 
=  400 


1.  |  6971,1 
2. I 6287,75 
3.    6156.45 


5958,2 
5949,8 
5950,5 


524,3 


Mittel  5952,8 


100,09 
523,6  99,95 
523,6        99,96 

523,8  für  flüssige  Buttersäure  bei  constant.  Volum 

524,4  »  »  «  »  d         Druck 

520,4  ö     feste  »  *  »  » 

127,6  Bildungswärme  der  flüssigen  Buttersäure 
131.6  »  »    festen  » 
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5.  Normale  Valeriansäure  C5//10O2.   .   .  .  102. 

Erhalten  durch  Erwärmen  von  Propylmalonsäure  auf  1  50° 
bei  300  mm  Druck.  Destillat  mit  Phosphorsäuranhydrid  ent- 
wässert.   Siedepunkt  unter  Atmosphärendruck  bei  1  84°. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 


&n  (corr.) 
Grad 


Grad 


&*.  —  #i 


rn 


Grad 


Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 


cal. 


Correction 
für  Fe     f.  HNOz 

cal.  cal. 


1.  0,9860 

2.  j   1,0853 


18,7933 
19,8623 


16,1475 
16,9495 


2,6458 
2,9128 


2500 
2500 


6614,5 

7282,0 


14,6 
14,6 


19,2 
21,1 


1. 
2. 


Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 


6580,7 
7246,3 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 

=  400 


6674,1 
6676,8 


Mittel  6675,4 


680.8  99,98 
681,0  100,02 

680.9  für  flüssige  Valeriansäure  bei  constant.Volum 
681,8  »        »  »  t>         D        Druck 
677,2  »     feste              »  »         »  » 
133,2  »     Bildungswärme  der  flüssigen  Valerians. 
137,8  »                 »                »     festen             » 


6.  Capronsäure,  Isobutylessigsäure  C6Hi202  .  116. 

Präparat  von   Kahlbaum,   zweimal   rectificirt.     Siedepunkt 
constant  bei  200,0°  unter  Atmosphärendruck. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 


Grm. 


#n  (corr.) 
Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 
werth  Wf 

Grm. 


cal. 


Correction 
fürF«     f.  HNOa 

cal.  cal. 


1. 

2. 


1,0440 
1,0315 


20,5394 
21,2426 


17,5125 
18,2558 


3,0269 
2,9868 


2500 
2500 


7567,25 
7467,0 


14,6 
14,6 


22,0 
19,4 


Math.-phys.  Classe.  1893. 
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Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 

proGrm. 
cal. 

pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 
=  400 

4. 

2. 

7530,65 
7433,0 

7243,3 
7206,0 

836,7 
835,9 

100,05 
99,95 

Mittel  7209,7 


836,3  für  flüssige  Capronsäure  bei  constant.  Volum 
837,5    »        »  d  »  »         Druck 

832,2    »    feste  »  »  »  * 

4  40,5  Bildungswärme  der  flüssigen  Capronsäure 
145,8  »  »     festen  » 


7.  Capronsäure,  Diaethylessigsäure  C6//1202-  **6. 

Dargestellt  aus  Diaethylmalonsäure.     Siedepunkt  490°  bei 
Atmosphärendruck. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 


*»(corr.) 
Grad 


Grad 


&m—~  #1 


Grad 


Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 


cal. 


Correction 
Tür  Fe     f.  HNOt 

cal.    cal. 


1. 
2. 


4,0349 
1.0240 


18,5372 
21,0188 


45,5360 
4  8,0534 


3,0012 
2,9654 


2500  I  7503,0 
2500  |  7413,5 


14,6 
14,6 


24,0 
48,7 


4. 
2. 


Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 


pro  Grm. 
cal. 


7464,4 
7380,2 


7242,7 
7207,2 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
=  4  00 


Mittel  724  0,0 


836,7      400,04 
836,0      99,96 

836,4  für  flüssige  Diaethylessigsäure  b.  const.  Volum  . 
837,6    »        »  »  »      »      Druck 

832,3    »   feste  »  »      ->  > 

4  40,4!:  Bildungswärme  der  flüss.  Diaethylessigsäure 
4  45,7  »  »    festen  » 
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8.  Heptylsäure,  Aethylpropylessigsäure  C^Hii02  130. 

Dargestellt  durch  Erwärmen  der  Aethylpropylmalon säure. 
Siedepunkt  unter  Atmosphärendruck  bei  209,0°. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 


Grm. 


&n  (corr.) 
Grad 


Grad 


&tl — *i 
Grad 


Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 


cal. 


Correction 


für  Fe 
cal. 


f.  HN03 
cal. 


1.  !   1,0115 

2.  0,9780 


19,3795 
21,1564 


16,2751 
18,1547 


3,1044 
3,0017 


2500 
2500 


7761,0 
7504,25 


14,6 
14,6 


18.1 
18,4 


Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 


pro  Grm. 
cal. 


4.    7728,3 
2.    7471,25 


7640,4 
7639,3 


Mittel  7639,9 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 


993,3 
993,1 


100,01 
99,99 


993.2  für  flüssige  Heptylsäure  bei  constant.  Volum 

994.7  »        »  »  »         d         Druck 

988.8  »     feste  »  »         »  » 

146.3  Bildungswärme  der  flüssigen  Heptylsäure 
152,2  »  »     festen  » 


9.  Octylsäure,  Dipropylessigsäure  Cg//1602  .  144. 

Dargestellt  durch  Erhitzen  von  Dipropylmalonsäure  auf  150 
bis  180°.  Siedepunkt  225°  bei  einem  Druck  von  748  mm. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 


#n  (corr.) 
Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 


cal. 


Correction 
für  Fe     f.  HN03 

cal.     cal. 


1. 

2. 


1,0387 
1,0007 


20,3013!  16,9654 
20,04311 16,8319 


3,3356 
3,2112 


2500 
2500 


8339,0 
8028,0 


14,6 
14,6 

44* 


26,4 
23,6 


4. 

2. 


618 


F.  Stohmann, 
Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 


pro  Grm. 
cal. 


8298,0 
7989,8 


7988,0 
7984,2 


pro  Grra.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 

=  4  00 


Mittel  7986,5 


4450,4     100,02 
4449,7       99,98 

4  450,1  für  flüssige  Octylsäure  bei  constant.  Volum 

4  4  54,5  »  »  »  »  »  Druck 

4  445,0  »    feste  »  »  »  » 

452,5  Bildungswärme  der  flüssigen  Octylsäure 

459,0  »  »    festen 


ö 


40.  Nonylsäure,  Heptylessigsäure  C%Hn02   .  458. 

Heptylmalonsäure  wurde  bei  einem  Drucke  von  300  mm 
auf  450  bis  460°  erwärmt,  das  Destillat  mit  Phosphorsäuran- 
hydrid entwässert  und  im  Vacuum  rectificirt.  Siedepunkt  1 37° 
bei  4  2  mm  Druck;  erstarrt  zu  einer  bei  12.5°  schmelzenden  Kry- 
stallmasse. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 


d-n  (corr.) 
Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 
wert hWu 

Grm. 


cal. 


Correction 
cal. 


für  Fe 
cal. 


I 


4. 
2. 
3. 


4 ,2842 
4,0597 
4,0384 


48,8289 
48,7696 
48,2579 


44,5608    4,2684 


15,2483 


3,5243 


44,8064    3,4548 


2500 
2500 
2500 


40670,25 
8803,25 
8629,5 


44,6 
44,6 
44,6 


27,4 
23,4 
48,6 


Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 


4.    4  0628,25 

2.  8765,25 

3.  8596,3 


8276,2 
8274,4 
8278,4 


Mittel 

=  400 


Mittel  8275,3 


4307,6  400,04 
4306,9  99,95 
4308,0     400,04 

4  307,5  für  flüssige  Nonylsäure  bei  constant.  Volum 
4309,5     »         »  »  »  »         Druck 

4302,3     »     feste  »  »  »  » 

457,5  Bildungswärme  der  flüssigen  Nonylsäure 
4  64,7  »  »    festen  » 
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11.  Normale  Caprinsäure  C|0//20O2.  .  .  172. 

Erhalten  durch  Erwärmen  von  normaler  Octylmalonsäure  auf 
150°  im  Yacuum.  Siedepunkt  200°  bei  1 0  mm  Druck.  Schmelz- 
punkt bei  eingesenktem  Thermometer  31,3°. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes  der  festen  Säure. 


Substanz 

#n  (corr.) 

#i 

#n~  #t 

Wasser- 
werk Wu 

*»-KWu 

Correction 
für  Fe     f.  HNO3 

Grm. 

Grad 

Grad 

Grad 

Grm. 

cal. 

cal. 

cal. 

4. 

0,7317 

18,6547 

16,1653 

2,4894 

2500 

6223,5 

14,6 

18,4 

2. 

0,9720 

20,7097 

17,4001 

3,3096 

2500 

8274,0 

14,6 

27,5 

Wärmewc 

srth 

der 
Substanz 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grin. - 
Mol. 

Cal. 

Mittel 
=  400 

i. 

6190,5 

8460,4 

1455,2 

99,95 

2. 

8231,9 

8469,0 

1456,7 

100,05 

Mittel 

8464,7 

1455,9 

für  feste 

Caprinsä 

iure  bei 

constant 

t.  Volum 

1458,3     »       »  »  »  »  Druck 

1466,1     »    flüssige        »  »  »  » 

171,7  Bildungswarme  der  festen  Caprinsäure 
163,9  n  »    flüssigen        » 


12.  Undecylsäure  Cn//2202 186. 

Dargestellt  nach  dem  Verfahren  von  Krafft  ') .  Undecylensäure 
wurde  mit  Jodwasserstoffsäure  vom  Siedepunkt  1 27°  und  rothem 
Phosphor  im  geschlossenen  Rohre  einen  Tag  lang  auf  200°  erhitzt 
und  die  Säure  durch  Destillation  im  Yacuum  und  durch  mehr- 
fache Erystallisation  aus  Ligroin  im  Kältegemisch  gereinigt. 
Blättrige  Krystalle,  Schmelzpunkt  28°. 


4}  Ber.  ehem.  Ges.  XI,  9219. 
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Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 

$n(corr.) 

*i 

*»-*i 

Wasser- 
werk Wa 

&n-*x.wm 

Correction 
für  Fe     f.  HNOi 

Grai.     i      Grad 

i 

Grad 

Grad 

Grm. 

cal. 

cal. 

cal. 

1.  0,9083 

2.  0,8824 

3.  0,8889 

17,4200 
16,8787 
16,6026 

14,2605 
13,8058 
13,5076 

3,1595 
3,0729 
3,0950 

2500 
2500 
2500 

7898,8 
7682,3 
7737,5 

9,4 
9,4 

9,< 

14,0 
18,8 
46,2 

Wärmew 

erth 

der 
Substanz 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 

=  400 

1. 
2. 
3. 

7875,7 
7654,4 

7712,2 

7 

8670,8 
8674,5 
8676,1 

1612,8 
1613,5 
1613,8 

99,97 
100,01 
100,02 

Mitte 

L  8673,8 

1613,3 

für  feste 

Undecyls 

äure  bei  constant.  Volum 

1615,9     »       »  »  d»         Druck 

1624,3     »    flüssige        »  »  »  » 

177,1  Bildungswärme  der  festen  Undecylsäure 
168,7  »  »    flüssigen         » 


13.  Laurinsäure  CnHuOi 


.  200 


Wärmewerth  nach  unseren  neuen  Bestimmungen  (Abhand- 
lung XXII ') . 

pro  Grm.  8844,4  cal.  feste  Säure  bei  const.  Volum 

»  Grm.  Mol.  1768,9  Cal.    »  »       »        »  » 

»      »        »  1771,8    9      »  »      »        »      Druck 

on         »  1780,9    »flüssige     »      »        »  o 

»         »  184,2    »  Bildungswärme  der  festen  Säure 


n 


» 


175,1 


»  flüssigen  » 


4)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XL1I,  873. 
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U.  Myristinsäure  C14//2802 238. 

Wärmewerth  nach  unseren  neuen  Bestimmungen 1). 

pro  Grm.  9433, 5  cal.  feste  Säure  bei  const.  Volum 

»  Grm.  Mol.  2082,4  Cal.    »         »       »      »  * 

»       »         n     2085, 9    »      »         »        »      »      Druck 
»       »        »     2096,2    » flüssige   »       »       »  » 

»      »        »       496,4    » Bildungswärme  der  festen  Säure 
»      »         »       485,8    *  »  »  flüssigen  » 

45.  Palmitinsäure  C!6ff3202 256. 

Dargestellt  aus  Wallrath  nach  dem  Verfahren  von  Hbintz. 
Die  Rohsäure  wurde  mit  Methylalkohol  und  Schwefelsäure  in  den 
Methylester  übergeführt  und  dieser  sorgfältig  im  Vacuum  frac- 
tionirt.  Die  aus  dem  constant  siedenden  Ester  durch  Spaltung 
mit  alkoholischem  Kalihydrat  abgeschiedene  Säure  wurde  aus 
Alkohol  mehrfach  unkrystallisirt.  Lange  filzige  Nadeln,  Schmelz- 
punkt 64°. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 


Grm. 


*n(corr.) 
Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 
wertb  Wa 

Grm. 


cal. 


Correction 


fiirf« 
cal. 


f.  HN03 
cal. 


4. 
2. 
3. 


0,984  6 
0,9324 
0,9234 


47,3344 
47,4357 
46,8801 


43,6530 
43,9394 
43,4470 


3,6844 
3,4966 
3,4634 


2500 
2500 
2500 


9203,5 
8744,5 
8657,8 


9,4 
9,4 
9,4 


43,4 
42,4 
44,8 


Wärmewerth 


4.     9484,0     9353,4 

2.  8720,3     9352,5 

3.  8633,9     9353,2 

Mittel  9352,9 


pro  Grm.-!     Mittel 
Mol.      I 

=  400 
Cal. 


2394,4     400,00 

2394.2  400,00 
2394,4     4  00,00 

2394.3  für  feste  Palmitinsäure  bei  constant.  Volum 

2398.4  »       »  »  »  »         Druck 
2440,0    n     flüssige        »               »          »  » 

209,6  Bildungswärme  der  festen  Palmitinsäure 
498,0  d  »    flüssigen        j> 


4)  Joutd.  f.  prakt.  Cham.  [1]  XL»,  $73. 
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46.  Stearinsäure  C^H^O^ 284. 

Dargestellt  aus  Cetylmalonsäure  durch  langsames  Erwärmen 
bis  auf  460°  bei  einem  Drucke  von  300  mm.  Das  Rohproduct 
schmolz  zwischen  66°  und  69°.  Es  wurde  mehrfach  aus  ver- 
dünntem Weingeist  unkrystallisirt.  In  reinem  Zustande  lag  der 
Schmelzpunkt  der  Säure  bei  69,2°. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 


Grm. 


&n  (coit.) 
Grad 


Grad 


#•*  ~—  &\ 


n 


Grad 


w  asser—  _ «  __  «   »»»• 


Grm. 


cal. 


Correction 
für  Fe     f.  HN(h 

cal.     cal. 


4. 
2. 
3. 


4,0493 
0,7447 
0,7645 


48,9443 
49,4846 
4  8,7997 


44,9278 
46,4687 
45,8804 


4,0435 

2,7229 
2,9496 


2500 
2500 
2500 


40033,75 
6807,25 
7299,0 


44,6 
44,6 
44,6 


23.4 
44,4 
24,4 


4. 
2. 
3. 


Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
=  4  00 


9998,6  i) 
6782,062) 
7263,0 


9528,8 
9529,4 
9537,7 


Mittel  9532,0 


2706,2 
2706,4 

2708,7 


99,97 

99,97 

400,06 


2707,4  für  feste  Stearinsäure  bei  constant.  Volum 

274  4,8  »       »  »  »  »         Druck 

2724,7  »   flüssige       »  »  »  » 

222.2  Bildungswärme  der  festen  Stearinsäure 

209.3  »  »    flüssigen 


» 


Arachinsäure  C2o#io02 342. 

Die  Arachinsäure  wurde  nach  dem  von  Fitz3)  angegebenen 
Verfahren  dargestellt.  Erucasaures  Kalium  wurde  mit  Kalihydrat 


4)  Bei  der  Verbrennung  war  0,00035  Grm.  Russ  abgeschieden,  welcher 
mit  2,85  cal.  in  Rechnung  gestellt  ist. 

2)  Bei  der  Verbrennung  war  0,0004  Grm.  Russ  abgeschieden,  welcher 
mit  0,81  cal.  in  Rechnung  gestellt  ist. 

3)  Ber.  ehem.  Ges.  IV,  444,  946. 
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möglichst  vorsichtig  erhitzt,  bis  die  dabei  entstehende  bröcklige 
Masse,  ohne  zu  verkohlen,  sich  zu  färben  begann.  Nach  dem 
Lösen  in  Wasser  wurde  mit  Salzsäure  zersetzt  und  die  abge- 
schiedene Säure  mehrfach  aus  Weingeist  krystallisirt,  bis  der 
Schmelzpunkt  unverändert  blieb.  Die  aus  massig  verdünntem 
Weingeist  beim  raschen  Erkalten  abgeschiedene  Säure  bildete 
feine  verfilzte  Nadeln.     Schmelzpunkt  75°. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 

Bei  den  Bestimmungen  1  und  2  wurde  der  Apparat  von 
Mahler,  bei  3  und  4  der  von  Bbrtiielot  verwandt. 


Substanz 
Grm. 

#»  (corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 

cal. 

Correclion 
für  Fe     f.  HN03 

cal.           cal. 

1. 

2. 
3. 
4. 

1 ,0833 
0.8804 
0,7565 
0,6940 

18,9918 
17,9724 
18,6362 
18,4737 

15,2363 
14,9170 
15,6914 
15,7732 

3,7555 
3,0554 
2.9448 
2,7005 

2800 
2800 
2500 
2500 

10515.4 
8555,1 
7362,0 
6751,2 

10,9 
10,9 
10,9 
10,9 

26,0 
22,0 
20,5 
19.5 

1. 

2. 
3. 
4. 


Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 

=  400 


10478,5 
8522,2 
7330,6 
6720,8 


9672,3 
9679^ 
9690,1 
9683,4 


Mittel  9681,4 


3017,7:     99,91 


3020.1 
3023,3 
3021,2 


99,98 
100,09 
100,02 


3020,6  für  feste  Arachinsäure  bei  constant.  Volum 

3025.8  »       *>  »  »  »         Druck 

3039.9  »    flüssige      »  >  »  » 
234.2  Bildungswärme  der  festen  Arachinsäure 
220,1               »               »    flüssigen       » 


Behensäure  C^H^O^ 340. 

Wärmewerth  nach  unseren  Bestimmungen  (Abhdg.  XXII '). 


1)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XL1I,  379. 
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pro    Grm.      9804,4  cal.  für  feste  Säure  bei  const.  Volum 
»  Grm.  Mol.  3332,5  Cal.  »      »         »       »       *  » 

»         »         3338,3    »      »      »  »        »       »      Druck 

»         »         3353,7    9      9  flüssige    »       »       »  » 

»         »  847,7    »  Bildungs wärme  der  festen  Säure 

»         »  232,3    »  »  » flüssigen  » 


Uebersicht  der  einbasischen  Säuren. 


Sämmtlich  fest. 


Ameisensäure 

Essigsäure 

Propionsäure 

Norm.  Buttersäure .  .  . 
Norm.  Valeriansäure .  . 
Isobutylessigsäure .  .  . 
Diaethylessigsäure .  .  . 
Aethylpropylessigsäure 
Dipropylessigsäure.  .  . 
Heptylessigsäure.  .  .  . 
Norm.  Caprinsäure.  .  . 

Undecylsäore 

Laurinsäure 

Myristinsäure 

Palmitinsäure 

Stearinsäure 

Arachinsäure 

Behensäure 


Bildungs- 
wärme 

Cal. 


C  H2  0% 
0*i  H±  0% 
C3  ff6  0 2 
C4  Hz  0, 
Cb  HiQ02 

Cq  «12^2 

C6  H{202 
C7  Hu02 
C$  H^Oi 

C1O#2O02 

CxxHjzOi 

C12^24^2 

CuH2s02 

^18^36^2 
p20^4oOi 

022^44^2 


46 
60 

74 
88 
4  02 
416 
416 
130 
144 
158 
172 
486 
200 
228 
256 
284 
312 
340 


59,0 

206,7 

364,0 

520,4 

677,2 

832,2 

832,3 

988,8 

4445,0 

4302,3 

4458,3 

4645,9 

4774,8 

2085,9 

2398,4 

2744,8 

3025,8 

3338,3 


404,0 
449,3 
425,0 
434,6 
437,8 
445,8 
445,7 
452,2 
459,0 
464,7 
474,7 
477,4 
484,2 
496,4 
209,6 
222,2 
234,2 
247,7 
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Uebersicht  der  einbasischen  Säuren. 

Sämmtlich  flüssig. 


Wärme-    Bilduogs- 
werth    I   -wärme 


Cal. 


Cal. 


Ameisensäure  .    .    . 
Essigsäure    .... 
Propionsäure    .    .    . 
Norm.  Buttersäure  . 
Norm.  Valeriansäure 
Isobutylessigsäure    . 
Diaethylessigsäure  . 
Aethylpropylessigsäure 
Dipropylessigsäure 
Heptylessigsäure  . 
Norm.  Caprinsäure 
Undecylsäure 
Laurinsäure 
Myristinsäure 
Palmitinsäure 
Stearinsäure 
Arachinsäure 
Behensäure 


C  H2  02 
C%  H±  02 
C3  H^  02 
C4  £Tg  02 

^5  Hi0O2 

C6  Hi202 

Gj  HlA02 
Cg  H^02 

^10^20^2 

CnH^202 

Cx  2H2i02 
Cl4^802 

^1 6^32^2 

<?1 8^36^2 

^20^40  ^2 
^22^44^1 


46 
60 

74 
88 
402 
116 
416 
130 
444 
158 
472 
486 
200 
228 
256 
284 
342 
340 


64,7 

209,4 

367,4 

524,4 

684,8 

837,5 

837,6 

994,7 

4451,5 

4309,5 

4466,1 

1624,3 

1780,9 

2096,2 

2410,0 

2724,7 

3039,9 

3353,7 


101,3 
116,6 
121,6 
127,6 
133,2 
140,5 
140,4 
146,3 
152,5 
157,5 
163,9 
168,7 
175,1 
185,8 
198,0 
209,3 
220,1 
232,3 


Abgeleitete  Resultate. 

Homglogie. 

Die  einzelnen  Säuren  lassen  sich  auf  ihren  Homologiewerth 
nur  prüfen,  wenn  sie  in  gleichem  Aggregatzustande  mit  einander 
verglichen  werden.  Ob  sie  dabei  im  festen  oder  im  flüssigen 
Zustande  verglichen  werden,  bleibt  sich  zur  Entscheidung  der 
Frage,  ob  wesentliche  Verschiedenheiten  durch  den  Zuwachs  der 
Atomgruppe  CH2  herbeigeführt  werden,  gleich.  Wir  haben  in 
folgender  Tabelle  die  sämmtlichen  untersuchten  Säuren  im  festen 
Zustande  zusammengestellt  und  die  Differenzen  von  je  zwei  auf- 
einander folgenden  Glieder  gezogen. 
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Mol.- 
(«ew. 


Ameisensäure   .    .    . 
Essigsäure    .... 
Propionsäure    .    .    . 
Norm.  Buttersäure   . 
Norm.  Yaleriausäure 
Isobutyl  essigsaure    . 
Diaethylessigsäure   . 
Aethylpropylessigsäure 
Dipropylessigsäure 
Heptylessigsäure  . 
Norm.  Caprinsäure 
Undecyisäure 
Laurinsäure . 
Myristinsäure 
Palmitinsäure 
Stearinsäure 
Arachinsäure 
Behensäure  . 


= — 

C  Hi  02 

46        ! 

C2  //4  Ö2 

60 

C3  H%  02 

74 

C4  #8  02 

88 

Ch  Hl0O2 

402 

C6  Hn02 

116 

C6  //i2^2 

416 

C7  f/14Ö2 

130 

^8  ^16^2 

444 

G>  ^18^2 

158 

^10^20^2 

172 

^1 1^22^2 

186 

c12fr24o2 

200 

Q  4^28^2 

228 

^1 6  #3202 

256 

^18  "36  ^2 

284 

^20^40^2 

312 

^22^44^2 

340 

Wörme- 
werth 

Cal. 


Diffe- 
renzen 

Ca!.  * 


59,0 

206,7 

364,0 

520,4 

677,2 

/  832,2 

\  832,3 

988,8> 

1145,0 

1302,3 

1458,3X 

1615,9 

1771,8 

2085,9 

2398,4* 

2711,8 

3025,8 

3338,3 


147,7 

157,3 

156,4 

156,8 

455,0 

155,4 

456,5 

156,2 

157,3 

156,0 

157,6 

155,9 

457,0X2 

4  56,2X2 

456,7x2 

157,0X2 

156,3x2 


Sieht  man  vorläufig  von  der  Ameisensäure  ab  und  überblickt 
man  die  Reihe  der  Differenzen,  so  ergiebt  sich  eine  bemerkens- 
werte Gleichartigkeit  derselben.  Die  gleichen  Werthe,  welche 
sich  bei  den  Anfangsgliedern  finden,  kommen  auch  bei  den 
höchsten  Gliedern  der  Reihe  vor,  und  in  der  ganzen  Reihe 
sind  die  Differenzen  so  wenig  von  einander  abweichend ,  dass 
die  vorkommenden  kleinen  Abweichungen  innerhalb  des  Be- 
reiches der  Beobachtungsfehler  liegen. 

Da  wir  in  dieser  Reihe  sowohl  normale  wie  secundäre  Säuren 
haben,  so  müssten  sich  Abweichungen  der  Differenzen  zeigen, 
wenn  die  Isomeren  sich  in  ihrem  Wärmewerthe  wesentlich  ver- 
schieden verhielten.  Dies  ist  jedoch  nicht  der  Fall  und  wir 
müssen  daher  zu  dem  Schlüsse  kommen : 

die  isomeren  einbasischen  gesättigten  Säuren  der  alipha- 
tischen Reihe  sind  in  ihren  Wärmewerthen  wesentlich 
gleich. 

Damit  soll  jedoch  nicht  gesagt  sein,  dass  sie  absolut  gleich 
seien.  Es  mögen  vielmehr  kleine  Differenzen  vorkommen,  die 
aber  so  unbedeutend  sind,  dass  es  bislang  nicht  möglich  ist,  einen 
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Zahlenausdruck  dafür  zu  finden.  Die  einbasischen  Säuren 
verhalten  sich  daher  in  Bezug  auf  ihre  Isomerie  gänzlich  ver- 
schieden von  den  zweibasischen  Säuren.  Während  bei  ersteren 
unter  den  Isomeren  keine  Verschiedenheiten  nachweisbar  sind, 
verhalten  sich  die  isomeren  alkylsubstituirten  Malonsäuren  gänz- 
lich verschieden  von  den  ihnen  isomeren  Derivaten  der  Bern- 
steinsäure und  von  den  ihnen  isomeren  normalen  zweibasischen 
Säuren,  wie  sich  schon  aus  unserer  Abhdg.  XIX1)  ergiebt  und 
wie  unten  noch  weiter  gezeigt  werden  wird. 

Mit  Sicherheit  erwarteten  wir  bei  der  Undecylsäure  eine 
grössere  Abweichung  zu  finden,  da  die  höheren  Säuren  mit  un- 
geraden Kohlenstoffatomzahlen  sich  in  ihren  übrigen  physika- 
lischen Eigenschaften  von  den  Säuren  mit  geraden  Zahlen 
verschieden  verhalten.  Leider  hat  es  und  nicht  gelingen 
wollen,  die  Säuren  mit  4  3,  4  5,  4  7, 4  9, 24  At.  Kohlenstoff  genügend 
rein  zu  erhalten,  und  so  bleiben  wir  auf  das  eine  Glied  dieser 
Reihe,  die  Undecylsäure  beschränkt.  Diese  unterscheidet  sich 
von  der  Caprinsäure  um  457,6  Cal.,  von  der  Laurinsäure  um 
455,9  Cal.  Ist  erstere  Differenz  auch  die  grösste,  welche  in  der 
ganzen  Reihe  vorkommt,  so  ist  sie  doch,  wenn  man  die  absolute 
Grösse  des  Wärmewerthes  der  Säure  in  Betracht  zieht,  gegen- 
über den  sonstigen  Differenzen  in  ihrer  Abweichung  so  ver- 
schwindend klein,  dass  kein  bestimmter  Schluss  daraus  zu 
ziehen  ist. 

Bis  weitere  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  ange- 
stellt worden  sind,  müssen  wir  daher  auch  die  hierhergehörenden 
Glieder  der  Reihe  mit  ungeraden  Kohlenstoffatom  zahlen  ther- 
misch als  wahre  Homologe  der  übrigen  Säuren  betrachten. 

Die  Differenz  des  Wärmewerthes  der  festen  Essigsäure  und 
der  festen  Behensäure  beträgt  3434,6  Cal.  Daraus  ergiebt  sich 
die  mittlere  Differenz  von  4  56,58  Cal.  für  jedes  Glied  der  festen 
Säuren.  Ebenso  ist  die  Differenz  für  flüssige  Essigsäure  und 
flüssige  Behensäure  3144,3  Cal.  und  also  die  mittlere  Differenz 
für  jedes  Glied  der  flüssigen  Säuren  457,245  Cal. 

Unter  Zugrundelegung  dieser  Zahlen  ist  die  folgende  Tabelle, 
welche  alle  Säuren  von  C2  bis  C22  umfasst,  berechnet  worden. 
Die  daraus  sich  ergebende  Uebereinstimmung  zwischen  den  be- 
rechneten und  gefundenen  Werthen  ist  geradezu  Staunen  er- 


\)  Journ.  f.  prakt.  Chera.  [i]  XL,  «02. 
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regend.  Eine  solche  Uebereinstimmung  wäre  aber  unmöglich, 
wenn  bei  den  isomeren  Säuren  dieser  Reihe  Verschiedenheiten 
vorkämen.  Damit  ist  die  Richtigkeit  des  oben  Gesagten  er- 
wiesen. 


Differenz 

Mol.- 
Gew. 

Gefunden 
Cal. 

Berechnet 
Cal. 

gegen 

Berechnet 

Cal. 

Flüssige  Säuren: 

Essigsäure.    .    .    . 
Propionsäure     .    . 
Buttersäure    .    .    . 

C2  H4  öj 

C3  H$  02 
c4  Z/8  02 

60 

74 
88 

209,4 
367,4 
524,4 

209,4 
366,6 
523,8 

0 
+  0,8 
+  0,6 

Valeriansäure    .    . 

^5  #10^2 

4  02 

681,8 

684,0 

+  0,8 

Capronsäure  .    .    . 
Heptylsäure  .    .    . 
Octylsäure     .    .    . 
Nonylsäure    .    .    . 

C6  Hn02 
C7  HiA02 

Q  ^16^2 
£9  ^18^2 

446 
430 
444 
458 

837,6 

994,7 

4454,5 

4309,5 

838,3 

995,5 

4452,7 

4309,9 

— •  0,7 

—  0,8 

-  M 

-  0,4 

Feste  Säuren : 

Gaprinsäure  .    .    . 
Undecylsäure    .    . 
Laurinsäure  .    .    . 

£l0#20  Ol 
^1 1^22^2 
Ci2H2AÖ2 

472 
486 
200 

4  458,3 
4645,9 
4774,8 

4459,3 
4645,9 
4772,5 

—  4.0 

0 

—  0,7 

Tridecylsäure    .    . 
Myristinsäure    .    . 
Pentadecylsäure    . 
Palmitinsäure   .    . 

^13^26^2 
Cu//2g02 

^1 5^30^2 
C\  6^32^2 

24  4 

228 

242 
256 

2085,9 
2398,4 

4929,4 
2085,7 

2242,2 
2398,8 

+  0,2 
-  0,4 

Heptadecylsäure   . 
Stearinsäure .    .    . 

CxlH3i02 

^1 8^36^2 

270 
284 

274  4,8 

2555,4 
2742,0 

—  0,2 

Nondecylsäure  .    . 
Arachinsäure     .    . 

^19^38^2 

^20^40^2 

298 
342 

3025,8 

2868,6 
3025,4 

+  0,7 

Medullinsäure    .    . 

C21HA202 

326 

— 

3484,7 

Behensäure    .    .    . 

C22HAi02 

340 

3338,3 

3338,3 

0 

Völlig  abweichend  von  den  übrigen  hierher  gehörenden 
Säuren  verhält  sich  die  Ameisensäure.  Die  Differenz  ihres  Wärme- 
werthes  gegen  den  der  Essigsäure  beträgt  nur  4  47,7  Cal.  Wäre  sie 
den  übrigen  Säuren  thermisch  homolog,  so  mttsste  ihr  Wärmewerth 
im  flüssigen  Zustande  52,2  Cal.  sein,  während  er  in  Wirklichkeit 
64 ,7  Cal.  ist.  Ebenso  wie  die  Ameisensäure  zu  der  Essigsäure,  so 
verhält  sich  die  Oxalsäure  zu  der  Malonsäure,  die  Differenz  des 
Wärmewerthes  beider  beträgt  4  47,4  Cal .   Wären  beide  thermisch 
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homolog,  so  müsste  der  Wärmewerth  der .  Oxalsäure  54  Cal. 
betragen,  während  er  in  Wirklichkeit  60,2  Cal.  ist. 

Da  der  Wärmewerth  der  organischen  Verbindungen  nur 
ein  Ausdruck  für  ihren  Energiegehalt  ist,  so  kann  man  hiernach 
auch  sagen,  die  Ameisensäure  enthält  im  Vergleiche  zur  Essig- 
säure, und  die  Oxalsäure  enthält  im  Vergleiche  zur  Malonsäure 
einen  bedeutenden  Ueberschuss  an  Energie. 

Es  ist  in  Früherem  bereits  mehrfach  darauf  hingewiesen, 
dass  der  Wärmewerth  isomerer  Säuren  stets  in  gleicher  Rich- 
tung wie  ihr  elektrisches  Leitvermögen  geht,  derart  dass  die- 
jenige Säure,  der  das  höhere  Leitvermögen  zukommt,  auch  einen 
höheren  Wärmewerth  besitzt  als  die  von  geringerem  Leitver- 
mögen. Das  elektrische  Leitvermögen  ist  aber  wieder  ein  Aus- 
druck für  die  chemische  Energie,  für  die  Aviditätsgrösse  der 
Säure.  Je  grösser  ihr  Leitvermögen,  je  grösser  ihre  Aviditäts- 
grösse. Je  grösser  ihre  chemische  Energie,  je  grösser  wird  auch 
unter  sonst  gleichen  Bedingungen  ihre  Gesammtenergie,  und  so- 
mit auch  ihr  Wärmewerth  sein. 

Da  nun  die  Ameisensäure  im  Vergleiche  zur  Essigsäure  und 
die  Oxalsäure  im  Vergleiche  zur  Malonsäure  einen  so  bedeutenden 
Ueberschuss  an  Energie  enthält,  so  muss  ihr  Verhalten  diesem 
entsprechen.  Dem  ist  in  der  That  so.  Nach  Ostwald  *)  verhält 
sich  das  elektrische  Leitvermögen  der  Essigsäure  zu  dem  der 
Ameisensäure  wie  0,424  :  4,68. 

Die  Geschwindigkeitsgrösse  bei  der  hydrolytischen  Spal- 
tung des  Methylacetates  verhält  sich  bei  der  Essigsäure  und 
Ameisensäure  wie  0,345  :  4,34. 

Die  Geschwindigkeitsgrösse  bei  der  hydrolytischen  Spaltung 
des  Rohrzuckers  verhält  sich  bei  beiden  Säuren  wie  0,400: 4,53. 
Die  Ameisensäure  enthält  daher  rund  das  Vierfache  an  che- 
mischer Energie  im  Vergleiche  zur  Essigsäure. 

Die  Propionsäure  und  Buttersäure ,  welche  thermisch  sich 
als  wahre  Homologe  der  Essigsäure  erweisen,  sind  auch  in  ihrer 
Aviditätsgrösse  kaum  von  der  Essigsäure  verschieden. 

Bei  der  Malonsäure  verhält  sich  das  elektrische  Leitver- 
mögen zu  dem  der  Oxalsäure  wie  3,40  :  49,7. 

Das  Verhältniss  der  Geschwindigkeitsgrösse  bei  der  Spal- 


\)  Lehrbuch  (2.  Aufl.)  Bd.  II,  Abth.  4,  S.  650. 
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tung  des  Methylacetates  ist  bei  beiden  Säuren  wie  2,87  :  17.6: 
das  bei  der  Spaltung  des  Rohrzuckers  wie  3,08  :  4  8,6. 

Die  Oxalsäure  enthält  daher  das  Sechsfache  an  chemischer 
Energie  im  Vergleiche  zur  Malonsäure. 

Der  Ueberschuss  an  Gesammtenergie,  welchen  die  Ameisen- 
säure und  Oxalsäure  enthalten,  findet  daher  seine  volle  Er- 
klärung. Er  macht  sich  bei  chemischen  Processen  als  Kraftquelle 
geltend. 

B.  Zweihasische  gesättigte  Säuren. 

I.  Alkylsubstituirte  Malonsäuren. 

In  einer  früheren  Arbeit  (Abhandl.  XIX1)  haben  wir  bereits 
die  Wärmewerthe  einer  Reihe  von  alkylsubstituirten  Malonsäuren 
bestimmt.  In  Folgenden  geben  wir,  ausser  einer  Anzahl  von  Be- 
stimmungen des  Werthes  weiterer,  bislang  noch  nicht  unter- 
suchter Glieder  dieser  Reihe,  mehrfache  Wiederholungen  früherer 
Beobachtungen,  um  diese  einer  Controle  zu  unterziehen. 

Da  wir  die  Wärmemessungen  so  vollständig  in  der  Hand 
haben,  dass  bei  denselben  ein  Fehler  völlig  ausgeschlossen  ist, 
so  kann  eine  Abweichung  in  den  Resultaten,  wenn  eine  solche 
vorkommt,  nur  durch  eine  nicht  absolute  chemische  Reinheit  der 
angewandten  Präparate  herbeigeführt  werden.  Wir  haben,  so 
lange  wir  thermochemische  Bestimmungen  ausführen,  unser 
Hauptaugenmerk  hierauf  verwandt  und  keine  Mühe  gescheut, 
um  zu  reinsten  Präparaten  zu  gelangen.  -Es  ist  aber  die  Dar- 
stellung der  Präparate  in  dem  Grade  von  Reinheit,  wie  wir  sie 
für  unsere  Zwecke  gebrauchen,  viel  schwieriger  als  die  meisten 
Chemiker  glauben.  Beimischungen  von  fremden  Substanzen  in 
solchen  Mengen,  dass  sie  sich  durch  die  Elementaranalyse  nicht 
mehr  verrathen,  können  doch  den  Wärmewerth  soweit  beein- 
flussen, dass  Abweichungen  von  einigen  Galorien  dadurch  her- 
beigeführt werden.  Da  es  sich  aber  bei  unseren  Untersuchungen 
erwiesen  hat,  dass  häufig  der  Charakter  der  Verbindung 
durch  einen  Mehr-  oder  Mindergehalt  von  einer  Galorie  aus- 
gedrückt wird,  so  muss  bei  dem  jetzigen  Stande  unserer 
Wissenschaft  dahin  gestrebt  werden,  den  allerhöchsten  Grad  von 
Genauigkeit  zu  erlangen.     Aus  diesem  Grunde  stehen  wir  nicht 

4)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  XL,  SOS. 
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an,  jede  Zahl,  welche  irgendwie  unser  Bedenken  erregt,  neu  zu' 
ermitteln,  gleichviel  ob  sie  von  uns  oder  von  anderen  Forschern 
gefunden  worden  ist. 

Zu  den  hier  vorliegenden  Untersuchungen  sind  ausschliesslich 
neu  dargestellte  Präparate  verwandt.  Als  Ausgangsmaterial  bei 
der  Darstellung  der  Methylmalonsäure  diente  a-Brompropionsäure, 
welche  genau  auf  gleiche  Weise  in  Methylmalonsäure  übergeführt 
wurde,  wie  bei  der  Darstellung  der  Malonsäure  aus  Monochlor- 
essigsäure  von  Conrad1)  angegeben  ist.  Alle  übrigen  Säuren 
wurden  aus  Natriummalonsäureester  durch  Einwirkung  der  be- 
treffenden Jodalkyle  nach  Conrad's  Verfahren  dargestellt,  wobei 
besondere  Sorgfalt  auf  die  völlige  Reinheit  der  Rohmaterialien 
verwandt  wurde.  Als  vorzügliche  Mittel  zum  Umkrystallisiren 
der  bei  der  Spaltung  der  Ester  erhaltenen  Rohsäuren  erwiesen 
sich  Chloroform  und  Essigsäure-Aethylester,  wobei  die  Lösung 
in  letzterem  mit  Petroleumäther  bis  zur  Ausscheidung  der  Kry- 
stalle  versetzt  wurde. 

Wir  haben  eine  fortlaufende  Reihe  der  Säuren  bis  zur  Octyl- 
malonsäure  und  ausserdem  noch  die  Cetylmalonsäure  dargestellt. 
,  Die  alkylsubstituirten  Octylmalonsäuren  in  reiner  Form  zu  ge- 
winnen ist  uns  leider  nicht  möglich  gewesen. 

Ueber  Allylmalonsäure  und  Benzylmalonsäure  wird  unten 
berichtet  werden. 

\.  Methylmalonsäure  C4H^OA 448. 

Neues  Präparat,  welches  von  uns  aus  a-Brompropionsäure 
dargestellt  wurde,  wie  oben  angegeben  ist.  Die  aus  dem  Cal- 
ciumsalze  abgeschiedene  Säure  wurde  zuerst  mehrfach  aus 
Aether,  dann  aus  Wasser  umkrystallisirt.    Schmelzpunkt  430°. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 

Zur  Sicherung  der  Zündung,  welche  bei  den  an  Sauerstoff 
reichen  Verbindungen  mitunter  Schwierigkeiten  macht,  wurde 
hier,  wie  auch  später,  ein  gewogener  Naphtalinkrystall  auf  die 
zur  Verbrennung  bestimmte  Pastille  gelegt  und  dessen  Wärme- 
werth  in  Anrechnung  gebracht. 


4)  Ann.  Chem.  204,  425. 
lUtlu-phjB.  CUue.  1893.  43 
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Substanz 
Grni. 


Naphtalin 
Grm. 


&H  (corr.) 
Grad 


Grad 


**-*! 


Grad 


Wasser- 
werth  Wm 

Grm. 


cal. 


4. 
2. 


I 


4,0806  0,0045  45,5447 
0,8640  |  0,0205  J4  5,2679 


44,4629 
114,4493 


4,3548   2500 
4,4  486   2500 


3379,5 
2874,5 


Correction 
für  HNO* 

cal. 


9,4 
9,4 


7,0 
6,7 


f.  Naph- 
talin 
cal. 


43,3 
497,4 


Wärmewerth. 


Substanz    ProGrm- 


cal. 


cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 

=  400 


4. 

2. 


3320,4 
2658,3 


3072,5 
3076,7 


Mittel  3074,4 


362,6        99,94 

363.4  4  00,07 

362,8  bei  constantem  Volum 

362.5  »  »  Druck 
220,5  Bildungswärme. 


Wir  hatten  früher  (Abhandl.  XIX1)  für  Methylmalonsäure 
364,8  Cal.  gefunden,  während  unsere  jetzigen  Messungen  362,5  Cal. 
ergeben.  Die  Differenz  beträgt  daher  nur  2,3  Cal.  Diese  fast 
unerheblich  scheinende  Differenz  ist  aber  insofern  bedeutungs- 
voll, als  durch  die  neue  Messung  eine  scheinbare  Anomalie  in 
der  homologen  Reihe  zum  Verschwinden  kommt. 

Nach  den  älteren  Messungen  ergaben  die  drei  Glieder  dieser 
Reihe  folgende  Differenzen : 

Differenz 

Malonsäure 207,3  j      „ 

Methylmalonsäure 364,8     yJP 

Aethylmalonsäure  .       .       .  54  7,9  I  * 5d'1 

Nach  den  jetzigen  Bestimmungen  gestalten  sich  die  Differen- 
zen folgendermassen : 


4)  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  XL,  207. 
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Cal. 
» 


Malonsäure 207,3  j 

Methylmalonsäure    ....  362,5     J  j?j?>* 
Aethylmalonsäure    .  .  .  .  547,9  J  15ö>4 

Die  scheinbaren  Verschiedenheiten  sind  daher  auf  den  klei- 
nen Fehler  der  früheren  Zahl  zurückzuführen,  in  Wirklichkeit 
sind  sie  nicht  vorhanden. 

Ebenso  verringern  sich  die  Verschiedenheiten  zwischen  den 

Isomeren:  Methylmalonsäure  und  Bernsteinsäure." J Wir  hatten 

früher:1) 

Methylmalonsäure 364,8 1      ft      . 

Bernsteinsäure 356,8/     '         "' 

während  die  jetzigen  Bestimmungen  Folgendes  ergeben: 

Methylmalonsäure 362,5 1      , 

1,8/ 5' 


Bernsteinsäure 356. 


,7  Cal! 


Methylaethylmalonsäure  C6//10ö4  . 
Schmelzpunkt  der  Erystalle  4  48°. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


446. 


Substanz 
Grm. 


Naphtalin 
Grm. 


&n  (corr.) 
Grad 


Grad 


&mt #« 


Grad 


Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 


cal. 


4. 

2. 


4,0093 
0,8964 


0,0029  |4  7,6836 
0,0021  [47,424  4 


45,7927 
45,7437 


4,8908 

4,6774 


2500 
2500 


4727,25 
4493,5 


Correction 
für  Fe     für  BN03 

cal.  cal. 


4  4,6  43,5         27,9 

44,6  42,0         20,2 

Wärmewerth 


f.  Naph- 
talin 
cal. 


der 
Substanz 

cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.-     Mittel 
Mol. 


Cal. 


=  400 


4.     4674,25  '4628,2      675,7,'     4  00,04 
2.     44  46,7      4627,5      675,6        99,99 

Mittel  4627,9      675,7  f.  const.  Volum 

676,0  »      »      Druck 
233,0  Bildungswärme, 

1)  Vergl.  Journ.  prakt.  Cham.  [2]  XL,  218.  42* 


634 


F.  Stobmann, 


Wir  hatten  früher  gefunden  672,3  Cal.  für  constanten  Druck. 
Auf  Grund  der  Leitfähigkeit  der  Säure  ist  aber  von  uns1)  schon 
angefahrt  worden,  dass  der  Werth  aller  Wahrscheinlichkeit  nach 
um  etwas  höher  als  675,2  Cal.  liegen  müsse.  Der  Versuch  hat 
die  Richtigkeit  dieser  Vorhersage  bewiesen. 

Normale  Propylmalonsäure  C^HXqOa   .  .   .  446. 

Darstellung  nach  dem  Verfahren  von  Conrad.  Als  sehr 
zweckmässige  Reinigungsmethode  der  hierher  gehörenden  Säuren 
erwies  sich  ein  Lösen  in  Essigsäure- Aethylester  und  Zusatz  von 
Petroleumäther  bis  zur  Ausscheidung  von  Kr y stallen.  Wo  nichts 
Anderes  bemerkt  ist,  ist  diese,  jedesmal  mehrfach  wiederholte 
Methode  zur  Anwendung  gekommen.  Schmelzpunkt  der  reinen 
Säure  94°.2) 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 


Naphtalin 
Grm. 


&H  (corr.) 
Grad 


Grad 


^»  —  #i 


Grad 


Wasser- 
werk Wa 

Grm. 


cal. 


4 
2 


4,0236 
0,9305 


0,0034   17,9498 
0,0070  |4 6,94  56 


45,9992 
15,4545 


4,9206 
4,7614 


2500 
2500 


4804,5 
4402,75 


Gorrection 


für  Fe 
cal. 


für  HNO* 

cal. 


für  Naph- 
talin 
cal. 


4  4,F         4  4,5 
4  4,6  40,8 

Wärmewerth 


32,7 
67,4 


pro  Grm.-! 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
«=  4  00 


4. 

2. 


4739,7 
4309,95 


4630,4 
4634,8 


Mittel   4634,4 


676,0        99,98 
676,2      400,02 

676,4  bei  constantem  Vol. 
676,4    r>  t>  Druck 

232,6  Bildungswärme. 


4)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XL,  359. 

8)  In  unserer  früheren  Publication  (Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XL, 
2H  ist  durch  einen  Druckfehler^84°  angegeben. 
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Wir  hatten  früher  675,0  Cal.  für  constanten  Druck  gefunden. 
Die  Differenz  zwischen  beiden  Bestimmungen  (4,4  Cal.)  ist  so 
gering,  dass  man  beide  Zahlen  für  identisch  halten  könnte.  Wir 
haben  aber  Grund  die  frühere  Zahl  für  die  richtigere  zu  halten 
und  werden  daher  diese  beibehalten. 


lsopropylmalonsäure  C6Hl0O4 
Bestimmung  des  Wärme werthes. 


446 


Substanz 
Grm. 


Naphtalin 
Grm. 


*n  (corr.) 
Grad 


Grad 


» 


#i 


Grad 


Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 


4.       4.0072     0,0052 
2.    i  4,0077  ,  0,0020 


47.2262 
48,4964 


45.3272 
46,3433 


4,8990 
4,8828 


für  Fe 
cal. 


Correction 
fürHN08 


cal. 


für  Naph- 
talin 
cal. 


44,6 
14,6 


13,5 
44,4 


50,4 
49,3 


2500 
2500 


cal. 


4747,5 
4707,0 


Wärmewerth. 


der 
Substanz 

cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.-|     Mittel 

Mol. 

400 
Cal. 


4.     4669,3     4635,9     676,8      400,44 
2.     4664,7     4626,4      675,4        99,89 

Mittel    4634,0     676,1    für  constant.  Volum. 

676,4     »  »         Druck 

232,6  Bildungswärme. 

Wir  hatten  früher  675,2  Cal.  für  constanten  Druck  gefunden. 
Da  die  Differenz  nur  4,2  Cal.  beträgt,  so  behalten  wir.  ebenso 
wie  bei  der  vorhergehenden  Säure,  den  früheren  Werth  bei. 

Diaethylmalonsäure  C7//1204  .   .       .   .  460. 

Die  rohe  Säure  wurde  durch  Umkrystallisiren  aus  Chloro- 
form gereinigt.    Schmelzpunkt  424°. 
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Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 


Naphtalin 
Grm. 


£n  (corr.) 
Grad 


Grad 


#«  — 1^1 


Grad 


Wasser- 
werth  Wm 

Grm. 


cal. 


4. 
2. 


0,8600  0,0060 
0,9274   0,0035 


4,8248,  2500 
4,9574  '  2500 


4554,5 
4892,75 


Correction 

für  Fe     fürHN08  für  Naph- 
talin 
cal.  cal.  cal. 


44,6 
44,6 


42,5         57,7 
47,8        33,7 


Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 


4. 
2. 


4469,7 
4826,65 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 

=  :oo 


5497,3 
5206,2 


834,6 
833,0 


99,94 
400,09 


Mittel  5204,8     832,3  für  constant.  Volum 

832,9     i  »         Druck 

239,4   Bildungswärme. 

Aethylpropylmalonsäure  CHFTu04 .  .  .  .  474. 

Die  Rohsaure  durch  Umkrystallisiren  aus  Chloroform  ge- 
reinigt.   Schmelzpunkt  404°. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

4,0534 
4,0684 

Naphtalin 
Grm. 

*n(corr.) 
Grad 

Grad 

1 

65 
70 

Grad 

Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 

cal. 

4. 
2. 

0,0029  '  48,7521 

0,0055,  48,8470 

46,33 
46,35 

2.4456 
2,4600 

2500 
2500 

6039,0 
6150,0 

• 

C 
für  Fe 

cal. 

orrectio 
tiirHNOz 

cal. 

n 

für  Naph- 
talin 
cal. 

44,6 
44,6 

47,4 
47,0 

27,9 
52,9 

Galorimetrisghe  Untbrsuchungbn. 
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Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
=  100 


4. 
2. 


5979,4 
6065,5 


5677.6 
5678,8 


99,99 
100,01 


Mittel  5678,2 


987,9 
988,4 

988,0  für  constant.  Volum 
989,9     »  »  Druck 

245,0  Bildungswärme. 


Dipropylmalonsäure  C9Hx^O^ 488. 

Rohsäure  durch  Krystallisation  aus  Chloroform  gereinigt. 
Schmelzpunkt  456°. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


4. 
2. 


Substanz 
Grm. 


0,9240 
0,9970 


Naphtalin 
Grm. 


£„(corr.) 
Grad 


0,0444 
0,0036 


48,8705 
49,3559 


Grad 


»TV #1 


Grad 


46,5529 
46,8984 


2,34  76 
2.4578 


Wasser-  i 
werth  Wm 

Grm. 


cal. 


2500 
2500 


5794,0 
6444,5 


Correction 


für  Fe 

cal. 


für  HN03 


cal. 


für  Naph- 
talin 
cal. 


44,6         47,3        438,6 
44,6         49,5  34,7 


Wärmewerth 


4. 
2. 


der 
Substanz 

cal. 


5623,5 
6075,7 


6086,0 
6094,0 

Mittel  6090,0 


Mittet 
=  4  00 


4444,2       99,93 
4445,7     400,07 

4  444,9  für  constant.  Volum 
4  4  46,4     »  »         Druck 

254,9  Bildungswärme. 
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Heptylmalonsäure  C10f/lbO4 202. 

Die    Rohsäure    wiederholt    aus    Chloroform    krystallisirt. 
Schmelzpunkt  97°. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


4. 
2. 
3. 


Substanz 
Grm. 

4,0724 
4,0024 
4,0473 


Naphtalin 
Grm. 

0,0049 
0,0042 
0,0018 


*»  (corr.) 
Grad 


Grad 


,  Wasser- 
*"-*i    werth  W.  ■*«"*"  W 


Grad 


49.5745  46.7804'  2,7941 
49.3674  46,7534'  2,6437 
48,4884  45,7696  2,7488 


Grm. 


2500 
2500 
2500 


i 


cal. 


6985,25 
6534,25 
6797,0 


Correction 


Tür  Fe 


cal. 


44,6 
44,6 
44,6 


für  HN03 
cal. 


für  Naph- 
talin 
cal. 


49,6 
48,0 
49,5 


47,2 
40,4 
47,3 


Wärmewerth 


4. 

2. 
3. 


der 
Substanz 

cal. 


pro  Grm. 
cal. 


6903,85.  6437,8 


6464,25 
6745,6 


6447.7 
6440,9 


pro  Grin. - 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
=  400 


4300.4  1     99,93 


4302,4 
4304,4 


400,09 
99,98 


Mittel  6442,4 


4304,3  fürconstant.  Volum 
4302,7    *         »        Druck 
258,3  Bildungswärme. 
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Normale  Oc t y lmalonsäure  CH//20O4    .  .  .  216. 

Rohsäure  gereinigt  durch  Umkrystallisiren  aus  Chloroform. 
Schmelzpunkt  4 1 2°. 

Bestimmung  des  Wärme werthes. 


Substanz 
Grm. 


Naphtalin 
Grm. 


*„(corr.) 
Grad 


Grad 


^M— -^1 


Grad 


Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 


cal. 


1. 
2. 


4,0425 
4,0085 


0,0022 
0,0018 


20,4678  47,4435 
48,8541   46,4090 


2,7543 
2,7424 


2500 
2500 


6885,75 
6855,25 


Correction 


für  Fe 


cal. 


für  HN03 
cal. 


44,6 
44,6 


20,5 
22,5 


für  Naph- 
talin 
cal. 


24,2 
47,3 


1. 
2. 


Wärmewerth 


6829,45 
6800,85 


6745,1 
6743,5 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel  6744,3 


4  456,9 
1456,6 


Mittel 
=  400 


100,01 
99,99 


4456,8  für  constant.  Volum 
4458,5     »  »         Druck 

265,5  Bildungswärme. 


Getylmalonsäure  CiQHwOA 328. 

Die  Rohsäure,  in  Essigsäure-  Aetbylester  gelöst,  wurde  durch 
fractionirtes  Ausfällen  durch  Petroleumäther  gereinigt.  Schmelz- 
punkt 121°, 
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Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Gnn. 


Napb  talin  &m  corr. 
Grni.  Grad 


I 


Grad 


Grad 


Wasser- 


•      ^    werth  W0 


Gnn. 


cal. 


4.       0,9447 

2.  0,9443 

3.  0,6079 


0.0035  49.2655  46.2230  3,0425 
0,0053  49.0525  46,0443  3.0382 
0.0026    47,3249  45,2974    2,0275 


2500  17606,25 
2500     7595.5 
2500     5068,75 


Correction 

für  Fe    '  (ürHS(h  Tür  Naph- 

{      Ulin 
cal.  cal.      !      cal. 


44,6 
44,6 
44,6 


49,2 
24,2 
46,2 


33,7 
54,0 
25,0 


Wärmewerth 


l 


der 
Substanz 

cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


4.    7538,75:  8244,8    2703,3 

2.  7508,7  j  8239,5'  2702,6 

3.  5042,95!  8246,3!  2704,8 


Mittel 

=  400 


99,99 

99,96 

400,05 


Mittel  8242,5    2703,6  für  constant.  Volum 

2707,7     »  »        Druck 

320,3  Bildungswärme. 


Calorihetrisghb  Untersuchungen. 
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Uebersicht  der  Malonsäuren1). 


Berechnet 
Cal. 


Malonsäure*)   .... 
Methylmalonsäure    .    . 
Ae  thy  lmalonsäure  * ) 
Dimethylmalonsäure  *) 
Methylaetbylmalonsäure 
Isopropylmalonsäure  *) 
Propylmalonsäure*)    . 
Diaethylmalonsäure 
Aethylpropylmalonsäure 
Dipropylmalonsäure    . 
Heptylmalonsäure  .    . 
Octylmalonsäure .    .    . 
Getylmalonsäure .    .    . 


C4  H*  0 
C5  //8  0 
C6  ff8  0 
Cß  Hi0Ot 
Ce  H\qO, 

Cj  Hi^O, 
Cs  HuO 
C9  Hx$0 

CtoHi&O 
CnH20O 


404 
448 
432 
432 
4  46 
4  46 
446 
4  60 
4  74 
488 
202 
246 
328 


207,3 

362,5 

547,9 

545,3 

676,0 

675,2 

675,0 

832,9 

989,9 

4446,4 

4302,7 

4458,5 

2707,7 


242,7 
220,5 
228,4 
230,7 
233,0 
233,8 
234,0 
239,4 
245,0 
254,9 
258,3 
265,5 
320,3 


Abgeleitete  Resultate. 

Homologie. 

Obgleich  aus  vorstehender  Uebersicht  hervorgeht,  dass  die 
isomeren  Säuren  nicht  ganz  gleichen  Wärmewerth  besitzen,  wo- 
rauf noch  unten  zurückzukommen  sein  wird,  so  sei  vorläufig 
hiervon  abgesehen  und  ein  gleichmässiges  Ansteigen  des  Wärme- 
werthes  von  der  Malonsäure  bis  zur  Getylmalonsäure  angenom- 
men. Die  Differenz  zwischen  beiden  Säuren  beträgt  2500,4  Cal., 
also  für  den  Zuwachs  von  je  CH2  456,275  Cal.  Bei  den  ein- 
basischen Säuren  beträgt  dieser  Werth  nach  Obigem  (s.  S.  627) 
456,58  Cal.  Unter  Zugrundelegung  ersterer  Zahl  erhalten  wir 
folgende  Reihe : 

*)  Die  mit  *)  bezeichneten  Angaben  sind  unseren  früheren  Bestim- 
mungen entnommen. 
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Wörmewerth 

Differenz 

Gefunden 

Berechnet 

gegen 
Berechnet 

Cal. 

Cal.            Cal. 

Malonsäure 

C,  HA  04 

207,3 

Methylmalonsäure  .    .    . 

C4  H*  04 

362,5 

363,6 

—  1.1 

Aethylmalonsäure  .    .    . 

Cb  H,  04 

517,9 

519,8 

-  M 

Dimethylmalonsäure  .    . 

Ch  H%  04 

545,3 

519,8 

—  *,5 

Methylaethylmalonsäure. 

Q  ^10^4 

676,0 

676,4 

—  0,4 

Isopropylmalonsäure  .    . 

Q  ^10^4 

675,2 

676,1 

—  0.9 

Propylmalonsäure  .    .    . 

C6  HiQ04 

675,0 

676,1 

—  4.4 

Diaethylmalonsäure    .    . 

C7  HftOi 

832,9 

832,4 

+  0.5 

Aethylpropylmalonsäure 

C8  HuOA 

989,9 

988,7 

+  4,2 

Dipropylmalonsäure   .    . 

C9  //1604 

4  4  46,4 

1444,9 

+  «,8 

Heptylmalonsäure  .    .    . 

^10^18^4 

4302,7 

4304,2 

+  1,5 

Octylmalonsäure     ... 

CxiH^OA 

1458,5 

4  457,5 

+  i.o 

Cetylmalonsäure     .    .    . 

^19^36^4 

2707,7 

Auffällig  bei  dieser  Zahlenreihe  ist,  dass  die,  obgleich  klei- 
nen, Differenzen  bis  zu  den  Säuren  mit  6  At.  Kohlenstoff  regel- 
mässig mit  —  Vorzeichen  auftreten,  während  sie  bei  den  höheren 
Säuren  ebenso  regelmässig  das  +  Zeichen  haben.  Die  regel- 
mässige Wiederkehr  der  gleichnamigen  Zeichen  macht  es  höchst 
wahrscheinlich,  dass  der  Werth  für  den  Zuwachs  von  je  CH2  in 
dieser  Reihe  von  Säuren  nicht  ein  gleichmässiger  ist,  sondern  bei 
den  Säuren  bis  zu  6  Atomen  Kohlenstoff  unter  dem  Mittelwerthe, 
dagegen  bei  den  höheren  Säuren  über  demselben  liegt.  Dieses 
wird  zur  Gewissheit,  wenn  man  die  Wärmewerthe  der  einzelnen 
Glieder  der  Reihe  mit  dem  der  Halonsäure  vergleicht.  Dabei 
ergeben  sich  folgende  Werthe: 

Cal. 
207,3 

362,5  =  207,3  +  155,2 

517,9  =  207,3  +  155,3    X  2 

515,3  =  207,3  +  154,0    X  2 

676,0  =  207,3  +  456,23  X  3 

675,2  =  207,3  +  455,97  X  3 

675,0  =  207,3  +  155,90  X  3 

832,9  =  207,3  +  156,4    X  4 

989,9  =  207,3  +  156,52  X  5 

1146,1  =207,3  +  156,47  X  6 

1302,7  =  207,3  +  156,49  X  7 

1458,5  =  207,3  + 156,40  X  8 


Malonsäure 

Methylmalonsäure    .   . 
Aethylmalonsäure    .  . 
Dimetbylmalonsäure    . 
Methylaethylmalonsäure 
Isopropylmalonsäure  . 
Propylmalonsäure    .   . 
Diaethylmalonsäure .  . 
Aethylpropylmalonsäure 
Dipropylmalonsäure 
Heptylmalonsäure     .   . 
Octylmalonsäure  .  .  . 
Cetylmalonsäure   .  .  . 


2707,7  =  207,3  +  156,28  X  16 
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Bei  den  Anfangsgliedern,  bis  zu  den  Propylmalonsäuren  liegt 
daher  der  Werth  für  CH2  «wischen  154  und  456  Cal.  und  erreicht 
nur  in  einem  Falle  456,23,  wahrend  derselbe  bei  den  höheren 
Gliedern  im  Durchschnitte,  mit  äusserst  geringen  Abweichungen, 
456,43  Cal.  beträgt.  Charakteristisch  für  die  ganze  Reihe  ist  es, 
dass  der  Mittelwerth  der  Reihe  der  einbasischen  Säuren  von 
\  56,58  Cal.  nicht  in  einem  einzigen  Falle  erreicht  wird. 

Noch  complicirter  gestalten  sich  die  Verhältnisse,  wenn  man 
statt  der  Malonsäurereihe  die  einzelnen  Glieder  der  normalen 
zweibasischen  Säuren  in  Betracht  zieht.    Die  folgenden  Werthe 
sind  theils  unserer  Abhdlg.  XIX1),  theils  der  Abhdlg.  XXVIP 
entnommen. 

Cal. 

Malonsäure  C9H40A 207,3) 

Bernsteinsäure  CAH90A  .  .  .  .  356,8     1™£ 
Glutarsäure  ChHs04 545,0     J™'* 


Sebacinsäure  Ci0HnO4  .   .   .    4296,8 

Auf  den  ersten  Blick  scheint  hier  gar  keine  Regelmässigkeit 
zu  herrschen.  Die  Malonsäure  verhält  sich  zur  Bernsteinsäure 
wie  die  Ameisensäure  zur  Essigsäure  und  wie  die  Oxalsäure  zur 
Malonsäure  (vergl.  S.  629).  Die  gleichen  Ursachen,  wie  dort,  sind 
auch  hier  massgebend.  Die  Malonsäure  enthält  gegenüber  der 
Bernsteinsäure  einen  bedeutenden  Ueberschuss  an  Energie  und 
ist  in  Folge  dessen  eine  sechsmal  so  starke  Säure  wie  diese3). 

Das  elektrische  Leitvermögen  von  Oxalsäure,  Malonsäure  und 
Bernsteinsäure  steht  im  Verhältnisse  von  4  9,7  :  3,40  :  0,584. 

Sieht  man  von  der  Malonsäure  ab  und  vergleicht  man  die 
übrigen  Zahlen,  so  folgt  regelmässig  auf  eine  hohe  Zahl  eine 
geringe  Zahl.  Eine  thermische  Homologie  findet  daher  in  der 
Reihe  dieser  Säuren  nicht  statt,  wohl  aber  ergiebt  sich  eine  solche, 
wenn  man  die  Säuren  mit  geraden  Kohlenstoffatomzahlen  unter 
sich  und  andererseits  die  Säuren  mit  ungeraden  Kohlenstoffatom- 
zahlen mit  einander  vergleicht : 


i )  Journ.  f.  prakt.  Chemie  [2]  XL,  202. 

2)  Daselbst  XLV,  475. 

3)  Vgl.  Ostwald,  Lehrbuch  Bd.  II,  1,  S.  651. 
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Cal. 


.  356,8  I 

•  668  9       ^X! 
oqqV)  457,40  X^ 

■,;;6;8j  « 56,55  X« 
090  q  j  156,95  X  2 


Bernsteinsäure  C^H^O^ 
Adipinsäure  C^Hi(iOA  . 
Korksäure  C8  Hu  04  .  . 
Sebacinsäure  C10//18ö4 

Glutarsäure  Ch  Hs  04    . 
Pimelinsäure  OjHnOi 
Azelainsäure  CQHi604 

Wir  müssen  daher  in  der  Reihe  der  normalen  zweibasischen 
Säuren  mit  Notwendigkeit  zunächst  zwei  thermisch  homologe 
Gruppen  unterscheiden,  von  der  die  eine  die  Säuren  mit  geraden, 
die  andere  die  Säuren  mit  ungeraden  Kohlenstoffatomzahlen,  mit 
ihren  durch  Alkylsubstitution  daraus  hervorgegangenen  Derivaten, 
umfasst.  —  Es  walten  daher  hier  ganz  andere  Verhältnisse  als 
in  der  Reihe  der  einbasischen  Säuren,  wo  derartige  Verschieden- 
heiten nicht  nachweisbar  sind. 

Isomerie« 

In  der  Reihe  der  einbasischen  Säuren  haben  wir  bei  den 
Isomeren  keine  nennenswerthe  Verschiedenheit  des  Wänne- 
werthes  nachweisen  können.  Wären  solche  vorhanden,  so  hätten 
sie  zu  Tage  treten  müssen.  Ganz  anders  gestalten  sich  die  Ver- 
hältnisse bei  den  zweibasischen  Säuren.  Die  Methylmalonsäure 
liegt  erheblich  höher  als  die  Bernsteinsäure,  (vergl.  S.  633).  Bei 
den  drei  untersuchten  Propylmalonsäuren  kommen  ebenfalls 
Differenzen  vor  und  ähnliche  Differenzen  6nden  sich  bei  den 
alkylirten  Bernsteinsäuren. 

Wie  gleich  gezeigt  werden  soll,  gilt  als  ganz  ausnahmslose 
Regel: 

DerWärmewerth  von  isomeren  Malonsäure-Derivaten  liegt 
immer  höher  als  der  von  ihnen  isomeren  Bernsteinsäure- 
Derivaten,  und  es  liegt  ferner  der  Werth  der  Bernstein- 
säure-Derivate höher  als  derjenige  isomerer  normaler 
Säuren. 
Ausserdem  zeigt  sich  ganz  ohne  Ausnahme,  dass  die  Ver- 
schiedenheiten  im    elektrischen  Leitvermögen   sich  immer   in 
gleichem  Sinne  bewegen,  wie  der  Wärmewerth.    So  haben  aus- 
nahmslos die  alkylirten  Malonsäuren,  neben  dem  höheren  Wärme- 
werthe,  auch  zugleich  höheres  Leitvermögen  als  die' ihnen  iso- 
meren Bernsteinsäuren;  und  es  haben  wieder   die  alkylirten 
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Bernsteinsäuren,  neben  dem  höheren  Wärmewerthe,  auch  ein 
höheres  Leitvermögen  als  die  ihnen  isomeren  normalen  Säu- 
ren. Aber  nicht  genug  damit.  Der  Wärmewerth  von  isome- 
ren alkylirten  Malonsäuren  ist  ebensowenig  unter  sich  gleich, 
wie  der  Wärmewerth  isomerer  alkylirter  Bernsteinsäuren  nicht 
gleich  ist.  Sind  die  Differenzen  mitunter  auch  nicht  gross,  so 
verlaufen  sie  doch  immer  in  gleichem  Sinne,  derartig  nämlich, 
dass  denV  höheren  Wärmewerthe  auch  immer  ein  höheres  Leit- 
vermögen entspricht.  Es  ist  diese  Thatsache  bereits  früher  von 
uns  erkannt  (Abhdlg.  XX1)  und  später  auch  für  die  stellungs- 
isomeren Körper  bestätigt  (Abhdlg.  XXVI2) .  Inzwischen  sind 
von  uns  mehrere  Neubestimmungen  der  Wärmewerthe  (Abhand- 
lung XXVII3)  hinzugekommen  und  ausserdem  sind  neue  Ermit- 
telungen des  Leitvermögens  von  Bethmann4)  und  von  Walden5) 
ausgeführt  worden,  einzelne  Bestimmungen  des  Leitvermögens, 
welche  in  jenen  Arbeiten  fehlen,  sind  von  uns  selbst  vorgenom- 
men. Alle  diese  Werthe  sind  in  folgender  Tabelle  zusammen- 
gestellt, worin  die  mit  *  bezeichneten  Grössen  des  Leitvermögens 
von  uns  ermittelt  sind. 


Wärmewerth 
Cal. 

c4ff«o4 

Methylmalonsäure     362,5 

Bernsteinsäure 356,8 

CbH%0A 

Aethylmalonsäure 51 7,9 

Dimethylmalonsäure 545,3 

Methylbernsteinsäure 545,2 

Glutarsäure 545,0 

Methylaethylmalonsäure     676,0 

Isopropylmalonsäure 675,2 

Propylmalonsäure 675,0 


i)  Journ.  f.  prakt.  Chemie  [1]  XL,  357. 
3)  Daselbst  LXV,  339. 

3)  DaselbstjXLV,  475. 

4)  Zeitschr. "physik.  Chem.  V,  385. 

5)  DaselbstjVIII,  448. 


Elektr. 

Leitvermögen 

K 

0,0860 
0,00665 

0,4270 
0,0760 
0,0086 
0,00475 

0,4  640 
0,4270 
0,4420 
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Wärmewerth  LeU^ögen 
Cal.  K 

Antidimethylbernsteinsäure  .   .   .   .     674,5  0,0123 

Aethylbernsteinsäure 672,2  0,0085 

Unsym.  Dimethylbernsteinsäure  .   .     674 ,7  0,0080 

Paradimethylbernsteinsäure .   .   .   .     674,0  0,04  91 

Methylglutarsäure 670,8  0,0054 

Adipinsäure    .   . 668,9  0,00374 

C7//1204 

Diaethylmalonsäure 832,9  0,7400 

Pimelinsäure 828,9  0,00357 

C&Hxiü4 

Methylpropylmalonsäure     .....  989,9  0,8926*) 

Dimethyladipinsäure 986,6  0,00348 

Korksäure 983,7  0,00311 

^9  #16  04 

Dipropylmalonsäure 4  4  46,4  4,423*) 

Azelainsäure 4144,3  0,00296 

Heptylmalonsäure 4302,7  0,09564*) 

Sebacinsäure 4296,8  0,00234 

Während  für  die  drei  Säuregruppen,  alkylirte  Malonsäuren, 
Bernsteinsäuren  und  normale  Säuren  das  angegebene  Verhalten 
ausnahmslos  zutrifft,  zeigt  die  der  Bernsteinsäuregruppe  der 
Reihe  C6//10ö2  angehörende  Paradimethylbernsteinsäure  in  Be- 
zug auf  ihr  Leitvermögen  ein  abweichendes  Verhalten.  Diese 
Säure  nimmt  aber  in  dieser  Beziehung  eine  Ausnahmestelluug 
ein,  denn  im  Allgemeinen  hat,  nach  Waldbn,  die  höher  schmel- 
zende Paramodißcation  dieser  geometrisch  isomeren  Säuren  stets 
eine  kleinere  Affinitäts-Constante  als  die  niedriger  schmelzende 
Antisäure.  Da  die  Parasäure  thermisch  der  allgemeinen  Regel 
entspricht,  so  wäre  eine  erneute  Untersuchung  des  Leitvermögens 
beider  Säuren  erwünscht,  um  zu  entscheiden,  ob  derselben  wirk- 
lich eine  Ausnahmestellung  zukommt. 

Unter  allen  von  uns  bislang  untersuchten  Säuren,  und  wir 
werden  noch  mehrfach  Gelegenheit  haben  Belege  dafür  zu  bringen 
hat  sich  noch  keine  gefunden,  bei  der  nicht  Wärmewerth  und 
Leitvermögen  in  gleicher  Richtung  gehen.   Da  wo  eine  Ausnahme 


Calorimetrische  Untersuchungen.  647 

von  dieser  Gesetzmässigkeit  vorzuliegen  schien,  hat  sich  bei 
neuer  Untersuchung  stets  ergeben,  dass  die  diese  scheinbare 
Ausnahme  bedingende  Zahl  falsch  war. 


Dieses  Verhalten,  combinirt  mit  unseren  früheren  Beobach- 
tungen (Abh.XXVIU1),  drängt  zu  einem  folgewichtigen  Schlüsse: 

Die  Gesammtenergie  der  organischen  Verbindungen,  welche 
wir  durch  Ermittelung  des  Wärmewerthes  messen,  setzt  sich  aus 
zwei  Theilen  zusammen.  Der  grössere  Theil  der  vorhandenen 
Energie  ist  von  der  Zahl  und  der  Eigenthttmlicbkeit  der  das  Mo- 
lekül zusammensetzenden  Atome  abhängig  und  dieser  Theil  bil- 
det bei  isomeren  Verbindungen  eine  unveränderliche  Grösse  und 
erfährt  in  thermisch  homologen  Reihen  einen  constanten  Zuwachs. 
Der  kleinere  Theil,  welcher  bei  Isomeren  eine  veränderliche 
Grösse  bildet,  bedingt  dagegen  die  ganzen  Eigenschaften  des 
Moleküles.  Derselbe  äussert  sich  in  der  chemischen  Energie, 
im  Refractionsv ermögen,  im  specifischen  Gewichte,  im  Mole- 
kularvolum, im  Schmelzpunkte,  in  dem  mehr  oder  weniger  labi- 
len oder  stabilen  Zustande  des  ganzen  Moleküles. 


Bildung  der  gesättigten  Säuren  aus  den  Kohlen- 
wasserstoffen der  Methanreihe.        * 

Die  Bildung  der  gesättigten  Säuren  aus  den  Grenz-Kohlen- 
wasserstoffen  erfolgt  durch  Ersatz  eines  oder  mehrerer  Atome 
Wasserstoff  durch  ebenso  viele  Garboxylgruppen,  nach  der  all- 
gemeinen Formel : 

—  H+  COOH. 

Nun  ist  bekannt,  dass  diese  Reaction  im  Allgemeinen  mit 
einer  geringen,  meist  negativ  verlaufenden  Wärmetönung  ver- 
bunden ist.  Eine  Ausnahme  hiervon  machen,  soweit  bis  jetzt 
bekannt  ist,  nur  die  Polycarbonsäuren  desBenzoles  (Abh.  XXIV2). 

Wir  haben  bereits  in  Früherem  versucht,  einmal  die  Be- 
ziehungen der  zweibasischen   Säuren  zu  den  Kohlenwasser- 


4)  Ber.  kön.  Ges.  d.  Wissenschaften  4  892,  307.  —  Journ.  prakt.  Chem. 
[2]  XLVI,  580. 

2)  Journ.  prakt  Chem.  [2]  XLHI,  540. 
Math.-phys.  Classe.     1893.  43 
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Stoffen  (Abhdlg.  XXI1)  und  ausserdem  die  der  einbasischen 
zu  den  zweibasischen  Säuren  zu  ermitteln  (Abhdlg.  XIX3).  Da- 
mals fehlten  uns  aber  noch  die  genaueren  Bestimmungen.  Ober 
welche  wir  jetzt  verfügen,  und  namentlich  hatten  wir  damals 
noch  nicht  die  typische  Verschiedenheit,  welche  sich  zwischen 
den  zweibasischen  Sauren  der  normalen  Reihe,  der  Bernstein- 
säure- und  der  Malonsäure-Reihe  herausgestellt  haben,  in  Berück- 
sichtigung gezogen.  Bei  den  erheblichen  Differenzen  des  Wfirme- 
werthes  dieser  drei  Reihen  muss  die  Wärmetönung  offenbar  einen 
ganz  anderen  Werth  annehmen,  je  nachdem  es  sich  um  die  Bil- 
dung eines  Gliedes  dertfalonsäurereihe  oder  der  normalen  Säuren 
handelt. 

Als  Ausgangspunkt  für  diese  Untersuchung  ist  die  Kenntniss 
des  Wärmewerthes  der  festen  Kohlenwasserstoffe  erforderlich. 

Von  den  Kohlenwasserstoffen  der  Methanreihe  sind  die  ersten 
fünf  Glieder  von  Thomsen  im  gasförmigen  Zustande  untersucht 
und  es  erwiesen  sich  dabei  dieselben  als  thermisch  homolog. 
Macht  man  nun  die  Annahme,  dass  die  Schmelz-  und  Verdam- 
pfungswärme derselben,  auf  die  Gewichtseinheit  bezogen ,  sich 
der  des  Benzoles  gleich  verhalte,  so  kommt  man  für  das  feste 
Methan  zu  dem  Werthe  209,8  Cal.,  einer  Zahl,  die  mit  einer  von 
Thomsbiy  auf  ganz  anderem  Wege  ermittelten  völlig  übereinstimmt, 
wie  schon  in  Abhdlg.  XXVI3)  nachgewiesen  worden  ist.  Ausser- 
dem haben  wir  die  Wärmewerthe  der  festen  Kohlenwasserstoffe 
Hexadekan  (Schmelzpunkt  4  8°)  und  Eikosan  (von  uns  aus  Rosen- 
ülstearopten  abgeschieden,  Schmelzpunkt  34,5  bis  35°)  bestimmt 
und  für  ersteren  2558,6  Cal.,  für  letzteren  3182,5  Cal.  gefunden. 
Baut  man  nun  vom  festen  Methan  mit  209,8  Cal.,  unter  Annahme 
des  Werlhes  von  156,6  Cal.  für  je  C//2,  auf,  so  haben  die  homo- 
logen Kohlenwasserstoffe  im  festen  Zustande  folgende  Werthe: 

Berechnet       Gefunden 
Cal.  Cal. 

Methan C  HA  209,8  209,8  Tbomsen 

Aethan C^e  366,4  366,5                • 

Propan CSHB  523,0  523,4                » 

Butan CAHi0  679,6  679,6                » 

Pentan CbHn  836,2  837,7                » 

4)  Journ.  f.  prakL  Chem.  [2]  XLU,  248. 
2)  Daselbsl  [2]  XL,  223. 
3    Daselbst  [2]  XU*,  348. 
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Hexan  . 

Heptan  . 

Octan    . 

Nonan  . 

Dekan  . 

Undekan 

Dodekan 

Tridekan 

Tetradekan 

Pentadekan 

Hexadekan 

Heptadekan 

Octodekan 

Nondekan 

Eikosan    . 

Heneikosan 


C12//26 

Ci3^2<4 

C14//30 

^16^34 
£|7#36 
^18^38 
^19^40 

C2\HH 


Berechnet 
Cal. 

992,8 

4  4  49,4 
4306,0 
4462,6 
4649,2 
4775,8 
4  932,4 
2089,0 
2245,6 
2402,2 
2558,8 
274  5,4 
2872,0 
3028,6 
3485,2 


Gefunden 
Cal. 

988,7 


Stohmann  h. 
•  Kleber  ') 


2558,6 


Stohmann  u. 
Kleber. 


3482,5 


» 


» 


3344,8 

Den  berechneten  sind  die  gefundenen  Werthe  gegenüber- 
gestellt, wobei  für  die  Schmelz-  und  Verdampfungswärme  obige 
Annahme  gemacht  ist.  Da  die  gefundenen  mit  dert  berechneten 
Zahlen  völlig  übereinstimmen,  so  ist  damit  die  Berechtigung  zu 
dieser  Annahme  erwiesen.  Damit  ist  auch  der  Beweis  geliefert, 
dass  die  schon  früher  (Abhdlg.  XXI 2)  von  uns  angenommenen 
Schmelz-  und  Verdampfungswürmen  richtig  seien.  Diese  be- 
tragen für  das  Gramm-Molekül : 

Methan 2,4  Cal. 

Aethan 3,9    » 

Propan 5,8    » 

Butan 7,6    » 

Pentan 9,4    » 

Und  da  ferner  der  für  Hexadekan  und  für  Eikosan  berech- 
nete Werth  auch  mit  dem  für  die  festen  Kohlenwasserstoffe  direct 
gefundenen  Werthe  stimmt,  so  ist  damit  erwiesen,  dass  die 
ganze  Reihe  der  Kohlenwasserstoffe  thermisch  homolog  ist,  mit 
einem  Werthe  von  456,6  Cal.  für  je  CH%. 

Hiernach  können  wir  die  berechneten  Werthe  der  festen 
Kohlenwasserstoffe  einerseits  mit  den  gefundenen  Werthen  der 

-r  ' 

4)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XLIII,  7.    Schmelzwärme  gleich  der  des 
Benzol  es  zu  29,089  cal.  pro  Grm.  angenommen. 
2)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [21  XLH,  255. 

43* 
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3 

0' 
5 


einbasischen  Säuren  im  festen  Zustande  und  die 
einbasischen  Sauren  mit  denen  der  zweibasischen 

•  Cal. 

Methan CHA  209 

Essigsäure C2  HA  02  206 

Malonsäure Cd  H4  0A  207 

Aethan Cj  H 6  366 

Propionsäure C3  H6  02  364 

Methylmalonsäure .  .  .  .  CA  #6  0A  362 

Propan G>  #8  523 

Buttersäure CA  H% .  02  520 

Aethylmalonsäure .   .  .  .  C&  //8  04  517 

Butan     CA  Hl0  679 

Valeriansäure Cb  Hl0O2  677 

Methylaethylmalonsäure  .  C6  //1O04  676 

Butan CA  H0  679 

Valeriansäure Cb  H10O2  677 

Isopropylmalonsäure    .  .  C6  //i0O4  675 

Butan CA  Hi0  679 

Valeriansäure C6  HlQ02  677 

Propylmalonsäure  .  .   .  .  C6  /^i0O4  675 

Pentan C&  H12  836 

Diaethylessigsäure    .   .  .  C6  //1202  832 

Di  aethylmalonsäure  .  .  .  Cy  i/12Ü4  832 

Hexan C6  H1A  992 

Aethylpropylessigsäure   .  C7  Hu02  988 

Aethylpropylmalonsäure .  C8  //i404  989 

Heptan C7  tf16  4  449 

Dipropylessigsäure    .   .  .  C8  /^1602  14  45 

Dipropylmalonsäure  .  .   .  C9  //16  04  4  4  46 

Octan Cg  ff!8  4306,0 

Heptylessigsäure    .   .   .   .  C9  tfl8ö2  1302,3 

Heptylmalonsäure .  .  .   .  C10//l8O4  4302,7 

Nonan C9  tf20  4462,6 

Caprinsäure C10H20O2  4  458,3 

Octylmalonsäure    ....  CnH20OA  4458,5 

Dekan C10//22  4649,2 

Undecylsäure Ci\H2202  4  645,9 

ündekan CiXH2A  4775,8 

Laurinsäure Ci2H2A02  4774,8 


Werthe  der 
vergleichen. 

Cal. 

-  3,4 

+  0,6 


—  2 


i 


9 

6 
0i 

21 
2 

6} 

0! 

21 
3 
9 

8 
8 
9 

4 

0 

41 


—  2 

—  2 

—  2 

—  4 

—  2 

—  2 

—  2 

—  2 

—  3 

+  0 

—  4 

+  * 

—  4 

+  * 

—  3 

+  0 

—  4 

+  0 


} 


—  4 


5 

6 
5 

4 
2 

4 
0 

4 

2 

9 
6 

0 
4 

4 

4 

7 
4 

3 
2 

3 

0 
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Cal.         Cal. 

Tridekan CUH29  2089, 0\ 

Myristinsäüre CiiH2s02  2085,9/""  3>* 

Pentadekan CXhHZ2  2402, 2\ 

Palmitinsäure OxtHn02  2398,4/ —  d»8 

Heptadekan CnHZ6  2715,4> 

Stearinsäure C^Hn02  274  4,8   —  6>° 

Cetylmalonsäure    ....  C19tf3604  2707,7)        4>* 

Nondekan Cl9Hi0  3028,6\ 

Arachinsäure C20Hi0O2  3025,8/ —  *'8 

Heneikosan C21H44  3344, 8\ 

Behensäure C22Hu02  3338,5/""  d>d 


Die  Bildung  der  einbasischen  Säuren  aus  den  Kohlenwasser- 
stoffen erfolgt  daher,  ohne  alle  Ausnahme,  unter  einem  Energie- 
verluste, dessen  Grösse  innerhalb  der  Grenzen  von  2,4  bis  zu 
4,4  Gal.  schwankt. 

Dagegen  erfolgt  der  Uebergang  der  einbasischen  Säuren  zu 
den  Malonsäuren  in  sechs  Fällen  unter  Energieverlust  (innerhalb 
der  Grenzen  von  0,4  bis  4,4  Gal.)  und  in  ebenfalls  sechs  Fällen 
unter  Energiezuwachs  (innerhalb  der  Grenzen  von  0,2  bis  1 ,1  Cal.). 
Berücksichtigt  man  aber,  dass  die  grösste  hier  auftretende  Diffe- 

4,4 
renz  nur  9    '7  „-  oder  4 ,5  Promille  des  Gesammtwerthes  aus- 
macht, so  kommt  man  zu  dem  Resultate,  dass  der  Uebergang  der 
einbasischen  Säuren  zu  den  Säuren  der  Malonsäurereihe  ohne 
nennenswerthe  Wärmetönung  erfolgt,  oder  dass  die  Reaction : 

—  H+  COOH 

in  diesem  Falle  den  thermischen  Werth  Null  hat. 

Ganz  anders  gestalten  sich  die  Verhältnisse  bei  den  nor- 
malen zweibasischen  Säuren.  Es  war  dies  zu  erwarten,  da 
früher  gezeigt  ist,  dass  hier  die  Wärmewerthe  durchweg  am  ge- 
ringsten von  den  drei  Reihen  der  zweibasischen  Säuren  sind. 
Es  sind  ausserdem,  wie  oben  bereits  erörtert,  in  der  Reihe  der 
normalen  Säuren  zwei  Gruppen  zu  unterscheiden,  die  erste  mit 
geraden,  die  zweite  mit  ungeraden  Zahlen  der  Kohlenstoffatome. 
Die  Beziehungen  der  zum  Vergleiche  heranzuziehenden  ein- 
basischen Säuren  zu  den  Kohlenwasserstoffen  brauchen  hier  nicht 
wiederholt  zu  werden,  da  sie  sich  aus  Vorstehendem  ergeben. 
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Erste  Gruppe. 
Zweibasische  Säuren  mit  geraden  Kohlenstoffatomzahlen 

Cal.        Cal. 

Ameisensäure C   H2  02  59,0  1 

Oxalsäure (^  H2  0A  60,2/+  °>8 

Propionsäure C3  H6  02  364,0  \ 

ßernsteinsäure CA  Ht  Ox  356,8/""  7>2 

Valeriansäure Ch  Hi0O2  677,2  ^ 


Adipinsäure CH  //10O4  668 

Aethylpropylessigsäure   .  .  Cj  Hu02  988,8  \ 

Korksäure Cs  HuOA  983,7/""  5>* 

Heptylessigsäure C9  Hts02        4302,3^ 

Sebacinsäure C10tf,8O4         4296,8/ ~  5'5 

Abgesehen  von  Oxalsäure  und  Ameisensäure,  deren  ther- 
misches Verhalten  bereits  früher  erörtert  ist,  zeigt  sich  hier  eine 
sehr  erhebliche  negative  Wärmetönung,  insofern  als  beim  Ueber- 
gange  der  einbasischen  in  die  zweibasischen  Säuren  regelmässig 
ein  Energieverlust  erfolgt,  dessen  Grösse  in  den  Grenzen  von 
5,4  bis  8,3  Cal.  liegt. 

Zweite  Gruppe. 

Zweibasische  Säuren  mit  ungeraden  Kohlenwasserstoff- 
atomzahlen. 

Cal.  Cal. 

Essigsäure C2Hx02  206,7  \ 

Malonsäure C3tf404  207,a/ +  °>6 

Buttersäure C4Hs02  520,4  \ 

Glutarsäure C5#804  545,0/  —  5'4 

Diaethylessigsäure 0QUi202  832,2  \ 

Pimelinsäure C1Hx2Oi  828,9/""  ö>6 

Dipropylessigsäure     ....  C%Hi602         4 4 45,0  \  ^ 

Azelainsäure C9/f1604         14  44,3/""  d>' 

Ebensowenig  wie  die  Oxalsäure  der  Bernsteinsäure,  ist  die 
Malonsäure  der  Glutarsäure  thermisch  homolog  und  ebenso 
wie  diese  Verschiedenheit  dort  bei  dem  Uebergange  der  ein- 
basischen zur  zweibasischen  Säure  sich  geltend  macht,  so  ist 
dies  auch  hier  der  Fall.    Bei  den  weiteren  Gliedern  der  Gruppe 
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haben  wir  bei  dem  Uebergange  von  den  einbasischen  zu  den 
zweibasischen  ebenfalls  Energieverlust,  dessen  Grösse  zwischen 
3,3  und  5,4  Cal.  schwankt,  also  geringer  ist  als  bei  der  vorigen 
Gruppe. 

Endlich  in  der  Bernstein  säurereihe  zeigen  sich  fol- 
gende Verhältnisse. 

Cal.  Cal. 

Propionsäure C3tf6  02     364,0) 

Bernsteinsaure C4ff6  ö4     356,8/""  7>2 

Buttersäure C4ff8  02     520,4  \ 

Methylbernsteinsäure C5//8  ox     515,2/  —  5>2 

Valeriansäure CbHi0O2    677,2  ^ 

Antidimethylbernsteinsäure   .  .  .  CtH10OA     674,5/        2? 

Valeriansäure CbHX0O2     677,2  \ 

Aethylbernsteinsäure CeHl0O4    672,2/ "~  5>° 

Valeriansäure CbHi0O2     677,2  \ 

Unsymm.Dimethylbernsteinsäure.  CQHl0O4     674,7/       5>ö 

Valeriansäure CbHi0O2     677,2  \ 

Paradimethylbernsteinsäure  .  .  .  C6H10O4     6T4,0/"~  b>* 

Auch  hier  ist  ein  ganz  regelmässiger  Energieverlust  zu  con- 
statiren,  dessen  Grösse  innerhalb  der  Grenzen  von  2,7  bis  7,2  Cal. 
wechselt. 

Das  über  die  Bildung  der  Säuren  aus  den  zugehörigen  Koh- 
lenwasserstoffen Gesagte  lässt  sich  in  folgenden  Sätzen  zusammen- 
fassen : 

4 .  Der  Reaction  —  H  +  COOH  entspricht  keine  unverän- 
derliche Wärmetönung. 

2.  Bei  der  Bildung  der  festen  einbasischen  gesättigten 
Säuren  aus  den  festen  Grenzkohlenwasserstoffen  findet  ohne 
Ausnahme  ein  Energieverlust  statt,  der  innerhalb  der  Grenzen 
von  2, 4  bis  4,4  Cal.  schwankt. 

3.  Bei  dem  Debergange  der  festen  einbasischen  gesättigten 
Säuren  zu  den  Malonsäuren  ist  die  Wärmetönung  gleich  Null. 

4.  Bei  dem  Uebergange  der  Ameisensäure  zur  Oxalsäure, 
sowie  bei  dem  Uebergange  der  Essigsäure  zur  Malonsäure,  findet 
eine  Zunahme  im  Energiegehalte  im  Betrage  von  0,6  bis  0,8  Cal. 
statt. 

5.  Bei  dem  Uebergange  der  einbasischen  festen  Säuren  zu 
den  normalen  zweibasischen  Säuren  findet,  mit  Ausnahme  der 
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Oxalsäure  und  Malonsäure,  regelmässiger  Energieverlust  statt. 
Derselbe  beträgt  bei  der  Gruppe  mit  geraden  Kohlenstoffatom- 
zahlen 5,1  bis  8,3  Cal.,  bei  der  Gruppe  mit  ungeraden  Kohlen- 
stoffatomzahlen 3,3  bis  5,4  Cal. 

6.  In  der  Bernsteinsäurereihe  erfolgt  der  Uebergang  von 
den  einbasischen  festen  Säuren  regelmässig  mit  Energieverlust 
im  Betrage  von  2,7  bis  7,2  Cal. 


IL  Sonstige  Malonsäuren. 

Allylmalonsäure  C^H%04 144. 

Die  Allylmalonsäure  wurde  von  uns  auf  gewöhnliche  Weise 
durch  Einwirkung  von  Allyljodid  auf  Natriummalonsäurester 
dargestellt.  Die  Rohsäure  wurde  durch  mehrmalige  Krystalli- 
sation  aus  Aceton  gereinigt  und  bildete  dann  schöne  prismatische 
Krystalle  von  1 03°  Schmelzpunkt. 

Wir  haben  früher  (Abhdlg.  XXVIII  *)  den  Vertretungswerth 
der  Allylgruppe  zu  429,6  Cal.  ermittelt.  Hiernach  berechnet 
sich  der  Werth  der  Allylmalonsäure: 

Malonsäure 207,3  Cal. 

Allylgruppe .  429,6    » 

Allylmalonsäure 636,9  Cal. 

Wie  weit  diese  Berechnung  zutrifft,  ergiebt  folgende  Be- 
stimmung des  Wärmewerthes,  zu  der  Präparate  verschiedener 
Krystallisationen  verwandt  wurden. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

*„(corr.) 
Grad 

Grad 

*n — *1 

Grad 

Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 

cal. 

Corre 
für  Fe 

cal. 

ction 
f.  HSO% 

cal. 

1. 

2. 

3. 
4. 

1,1514 
1,0696 
1,1784 
1,1193 

19,0882 
18,9073 
19,2166 
19,4452 

17,0418 
17,0070 
17,1203 
17,4548 

2,0464 
1,9003 
2,0963 
1,9904 

2500 
2500 
2500 
2500 

5116,0 
4750,8 
5240,8 
4976,0 

9,1 
9,1 
9,4 
9,1 

5.9 
5,9 
5,4 
5,3 

i)  Diese  Berichte  4892  S.  330.  —  Journ.  prakt.  Ghem.  [2]  XLVI,  537. 
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Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.-,     Mittel 
Mol. 

I    =  400 

cal. 

1 

1. 

2. 
3. 
4. 

5101,0 
4735,8 
5226,3 
4961,6 

4430,2 
4427,6 
4435,0 
4432,7 

637,9 
637,6 
638,6 
638,3 

99,97 

99,91 

100,09 

100,03 

Mittel  4431,4       638,1  für  constantes  Volum  und  constant.  Druck 

201,9  Bildungswärme. 

Wir  haben  daher  Uebereinstimmung  der  Rechnung  und  des 
Befundes  bis  auf  1 ,2  Cal. 

'  Unter  Aufnahme  von  H2  geht  die  Allylmalonsäure  in  Propyl- 
malonsäure  über: 

Allylmalonsäure 638,1  Cal. 

Propylmalonsäure 675,0    » 

Durch  die  Lösung  der  Doppelbindung  in  der  Allylgruppe, 
bewirkt  durch  die  Aufnahme  von  2  At.  Wasserstoff,  erfolgt  daher 
ein  Energiezuwachs  von  36,9  Cal.     (Vgl.  auch  Abhdlg.  XXVIII.) 

Benzylmalonsäure  C10/f10O4 194. 

Dargestellt  nach  Conrad.  Mehrfach  aus  heissem  Benzol  um- 
krystallisirt.    Schmelzpunkt  der  reinen  Rrystalle  1 1 7°. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

#n  (corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 

cal. 

Corre 
für  Fe 

cal. 

iction 
f.  HNOz 

cal. 

1. 

2. 
3. 
4. 

1,2917 
1,0867 
1,0447 
1,0818 

17,1062 
19,0852 
16,9725 
18,6752 

14,2084 
16,6455 
14,6257 
16,2465 

2,8978 
2,4397 
2,3468 

2,4287 

2500 
2500 
2500 
2500 

7244,5 
6099,3 
5867,0 
6071,8 

9,< 

9,4 
9,1 

9,9 

9,0 

10,0 

9,1 
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Wärmewerth 

der         oroGrro    pro  Grm"      M'"el 
Substanz    Pro  urm-        Mol. 

==  400 

cal.  cal.  cal. 


1.  7225.5  5593,8  1  1085,2 

2.  6081  2  5596,0  i  1085,6 

3.  5847,9  5597,7  ;  1085,9 

4.  ■  6053,6  5595,9!  1085,6 


99,96 
100,00 
100,03 
100.00 


Mittel  5595.9     1085,6  für  constant.  Volum 

1085,9     »         »         Druck 
199,1   Bildung*  wärme. 


C.  Dreibasische  Säuren, 

Tricarballylsäure  C6//b06  .   .....  176. 

Aus  der  Reihe  der  nicht  substituirten,  gesättigten,  drei- 
basischen aliphatischen  Säuren  haben  wir  bislang  nur  die  Tri- 
carballylsäure  untersucht. 

Das  dazu  dienende  Rohpräparat  war  von  Kahlbaum  bezogen. 
Dasselbe  wurde  durch  Behandlung  mit  Aether,  worin  die  Säure 
sehr  schwer  löslich  ist,  im  SoxHLE-r'schen  Extractionsapparate 
von  den  in  Aether  unlöslichen  sauren  Salzen  befreit  und  dann 
noch  mehrfach  aus  Wasser  umkrvstallisirt.  Die  reine  Säure  bil- 
det  grosse  klare  Prismen  von  1 65°  Schmelzpunkt. 

Um  die  Verbrennungen  zu  sichern,  wurde  auf  die  Pastille 
der  zu  verbrennenden  Substanz  eine  geringe  Menge  von  Paraffin, 
dessen  Wärmewerth  nach  früheren  Ermittelungen  11213,4  Cal. 
pro  Grm.  betrug,  gelegt. 
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Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 


4.   '   1,478« 

2.  !  4,6128 

3.  ,  4,3209 


Paraffin 
Grm. 


Grad 


£j  (corr.)     #n  — #i 
Grad  Grad 


Wasser- 

werth  Wt 
cal. 


0,0349  46,5425  44,9665 
0,0083'  45,94  05'  13,9722 
0.0096  47,2735  45,6754 


4,5460 
1,9383 
4,5984 


Correction 


für  Fe    '  f.  HNO*  tf.  Paraffin 


cal. 


cal. 


cal. 


9,4 

4,5 

394,3 

9,4 

4,6 

93,4 

9,4 

2,9 

407,6 

cal. 


2500 


3865,0 


2500   4845,8 
2500  i  3995,3 


4. 
2. 
3. 


Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 


»^pm»    pro  Grm.- 
proGrm.  *    Mnl 


cal. 


Mol. 
cal. 


Mittel 

==  400 


3459,7 
4744,0 


2936,4 
2939,6 


3875,7  j  2934,1 
Mittel  2936,7 


546,8 
517,4 
546,4 


99,99 

400,40 

99,94 


546,9  für  constant.  Volum 
516,3     »         »  Druck 

323,7  Bildungswürme. 


Bei  dem  stufenweisen  Uebergange  vom  Propan  bis  zur  drei- 
basischen Tricarballylsäure  erfolgt  folgende  Wärmetönung: 


Propan 

Buttersäure 

Glutarsäure 


Cstf8 523,0  Cal. 

C4Hb02 520,4     b 

CbHs04 545,0     » 


—  3,4  Cal. 

—  5,4      » 


Tricarballylsäure  C6  Hs  06 546,3     »   j+  1>3      n 

Die  Citronensäure  leitet  sich  von  der  Tricarballylsäure  durch 
Ersatz  eines  Wasserstoffatomes  durch  eine  Hydroxylgruppe  ab. 
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Der  Wärmewerth  der  Citronensäure  C6HS01  ist  nach  Abhand- 
lung XX1)  474,6  Gal.    Wir  haben  demnach: 

Tricarballylsäure 546,3  Gal. 

Citronensäure 474,6     » 

DieReaction  —  H  +  OH  entspricht  daher  hier  einer  Wärme- 
tönung von  —  42,7  Cal. 

Eine  ganze  Reihe  von  analogen  Processen  findet  sich  in  Ab- 
handlung XXVI 2). 

Die  Resprechung  der  ungesättigten  Säuren  wird  in  einer 
späteren  Abhandlung  erfolgen. 


4)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [3],  XL,  352. 
«)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2],  XLV,  346. 


SITZUNG  VOM  4.  DECEMBER  1893. 

Friedrich  Engel,  Die  Erzeugung  der  endlichen  Transforma- 
tionen einer  projectiven  Gruppe  durch  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe  (Zweite  Mittheilung,  mit  Beiträgen  von 
E.  Study). 

Das  Folgende  enthalt  den  Schluss  der  Untersuchungen,  die 
im  Jahrgange  4  892  dieser  Berichte  erschienen  sind  (S.  279 — 294). 

§3. 

Die  continuirliehe  projective  Gruppe  einer  nicht  ausgearteten 

Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades. 

Wir  haben  gesehen,  dass  in  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  jedes  beliebigen  Raumes  jede  endliche  Transformation 
der  Gruppe  von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe 
erzeugt  ist.  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  dass  genau  derselbe  Satz 
auch  für  die  in  der  Ueberschrift  bezeichnete  Gruppe  gilt.  In 
Räumen  von  gerader  Dimensionenzahl  ist  diese  Gruppe  bekannt- 
lich überhaupt  die  grösste  projective  Gruppe,  bei  der  die  betref- 
fende Mannigfaltigkeit  invariant  bleibt.  In  Räumen  von  ungerader 
Dimensionenzahl  dagegen  besteht  die  grösste  projective  Gruppe, 
bei  der  eine  nioht  ausgeartete  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades 
invariant  bleibt,  aus  zwei  getrennten  continuirlichen  Schaaren ; 
die  eine  von  diesen  beiden  ist  eben  die  continuirliche  projective 
Gruppe  der  Mannigfaltigkeit,  sie  ist  in  der  ganzen  Gruppe,  die 
von  diesen  beiden  Schaaren  gebildet  wird,  als  invariante  Unter- 
gruppe enthalten. 
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Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  wir  beim  Beweise  unsers  j 

Satzes  über  die  in  der  Ueberschrift  bezeichnete  Gruppe  homo-  ! 

gene  Coordinaten  benutzen.  Wir  machen  das  aber  so ,  dass  wir 
gleich  einen  etwas  allgemeineren  Satz  beweisen,  von  dem  der 
Satz  über  die  Gruppe  der  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  ein 
besondrer  Fall  ist.   Es  ist  der  folgende: 

Satz  3.  Verschwindet  die  Determinante  der  quadratischen 
Form : 

(22)  2Yi"xix" 

nicht  und  ist  G  die  grösste  continuirliche  lineare  homogene  Gruppe, 
bei  deren  Transformationen  die  Form  (22)  bis  auf  constante  Fac- 
toren  reproducirt  wird}  so  ist  jede  endliche  Transformation  S  der 
Gruppe  G  von  einer  infinitesimalen  Transformation  Xf  dieser 
Gruppe  erzeugt  und  zwar  so}  dass  man  die  endlichen  Gleichungen 
von  S  erhält,  wenn  man  in  den  endlichen  Gleichungen : 

t  t* 

x'i  =  xi  +  T  Xx(  +  j— -  XXx{  +  •  •  •  (i  =  4  •  •  •  n) 

der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  dem  Parameter  t  den  Werth  \  ertheilt. 
Dabei  kann  man  die  infinitesimale  Transformation  Xf  immer  so 
wählen,  dass  sich  zwei  ungleiche  Wurzeln  ihrer  charakteristischen 
Gleichung  niemals  um  ein  ganzes  Vielfaches  von  %ni  unter- 
scheiden. 

Ist  dieser  Satz  bewiesen,  so  ist  damit  offenbar  zugleich 
unser  Satz  über  die  continuirliche  projective  Gruppe  einer  nicht 
ausgearteten  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  im  i?n_4  bewiesen. 
Denn  fasst  man  x{. .  .xn  als  homogene  Coordinaten  des  Bn_{ 
auf,  so  transformirt  G  die  Punkte  dieses  Raumes  genau  so,  wie 
die  continuirliche  projective  Gruppe  der  Mannigfaltigkeit  zweiten 
Grades,  die  durch  die  gleich  Null  gesetzte  Form  (22)  dar- 
gestellt wird. 

Für  n  =  4  liegt  die  Richtigkeit  unsers  Satzes  3  unmittelbar 
auf  der  Hand.  Im  Falle  n  =  2  denke  man  sich  die  Form  (22) 
durch  eine  lineare  homogene  Transformation  auf  die  Gestalt: 
x{x%  gebracht.     Die  Gruppe  G  lautet  dann  offenbar: 
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and  es  ist  klar,  dass  jede  ihrer  Transformationen  in  dem  Sinne 
von  Satz  3  von  einer  infinitesimalen  Transformation : 

Xf  =  a.  xK  r-^-  +  atx%  r-£- 
1         *    *  bxi         %    *bxt 

erzeugt  ist.  Man  braucht  nämlich blos:  a4=lga{  und:  ort=lgat 
zu  setzen.  Sollte  insbesondere  a%  =  ai  sein ,  so  hat  man  auch 
a,  =  ai  zu  wählen ,  damit  die  Wurzeln  der  zu  Xf  gehörigen 
charakteristischen  Gleichung  sich  nicht  blos  um  ein  ganzes  Viel- 
faches von  %ni  unterscheiden.  Unser  Satz  gilt  also  im  Falle: 
n  =  2  sicher  für  die  Form:  x{x%\  aus  Hülfssatz  2  (d.  Ber.  4892, 
S.  289)  ergiebt  sich  daher  sofort ,  dass  er  im  Falle  n  =  2  über- 
haupt für  jede  quadratische  Form  mit  nicht  verschwindender 
Determinante  richtig  ist. 

Wir  wissen  jetzt,  dass  unser  Satz  für  n  =  4  und  n  =  2  gilt. 
Um  ihn  allgemein  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  dass  er  für  jede 
quadratische  Form  (22)  in  n  Veränderlichen  richtig  ist,  und  be- 
haupten, dass  er  dann  auch  für  jede  quadratische  Form  in  n  +  2 
Veränderlichen  gilt.  Natürlich  setzen  wir  dabei  immer  voraus, 
dass  die  Determinanten  der  betreffenden  quadratischen  Formen 
nicht  verschwinden. 

Ist  in  n  +  2  Veränderlichen  eine  beliebige  quadratische 
Form  mit  nicht  verschwindender  Determinante  vorgelegt,  so 
können  wir  die  immer  durch  eine  lineare  homogene  Transforma- 
tion auf  die  Gestalt: 

(23)  *!  +  *?+ •••+*l  +  aW«aWi 

bringen  und  brauchen  daher  nach  Hülfssatz  2  unsre  Behauptung 
nur  für  die  besondere  Form  (23)  zu  beweisen.  Aber  auch  da 
können  wir  noch  eine  wesentliche  Vereinfachung  erzielen. 

Zu  diesem  Zwecke  schalten  wir  wieder  einen  Hülfssatz  ein: 

Hülfssatz  3«  Lässt  eine  endliche  oder  infinitesimale  projective 

Transformation  des  Rn  eine  nicht  ausgeartete  Mannigfaltigkeit 

zweiten  Grades  invariant,  so  lässt  sie  stets  auch  mindestens  einen 

Punkt  der  Mannigfaltigkeit  in  Ruhe. 

Für  7i  =  2  bedarf  dieser  Hülfssatz  wohl  kaum  eines  Be- 
weises. Dass  er  für  n  >  2  richtig  ist,  kann  mau  beweisen,  indem 
man  zeigt,  dass  er  für  n  =  m  gilt,  sobald  er  für  n  =  m  —  t 
richtig  ist.  Hat  man  nämlich  im  Hm  eine  endliche  oder  infini- 
tesimale projective  Transformation  S,  bei  der  eine  nicht  aus- 
geartete Mannigfaltigkeit  F,  vom  zweiten  Grade  invariant  bleibt, 
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so  lässt  S  mindestens  einen  Punkt  P  in  Ruhe.  Liegt  nun  P  nickt 
auf  F%  sondern  ausserhalb ,  so  bilden  die  von  P  aus  an  Ft  ge- 
zogenen Tangenten  eine  nicht  ausgeartete  Mannigfaltigkeit  zweiten 
Grades  im  Am_4 ,  es  bleibt  also,  wenn  unser  Satz  im  A^^  rich- 
tig ist,  bei  S  mindestens  eine  dieser  Tangenten  in  Ruhe  und  mit 
ihr  zugleich  der  Punkt,  in  dem  sie  die  Ft  berührt,  mit  andern 
Worten:  ein  Punkt  auf  Fs. 

Wenden  wir  diesen  Httlfssatz  auf  die  Form  (33)  an,  so  er- 
giebt  sich,  dass  jede  lineare  homogene  Transformation,  die  (23] 
bis  auf  einen  constanten  Factor  reproducirt,  als  projective  Trans- 
formation desfln+4  aufgefasst  mindestens  einen  Punkt  P  invariant 
lässt,  dessen  Goordinaten  die  Form  (23)  zum  Verschwinden 
bringen.  Bedenken  wir  schliesslich,  dass  bei  der  projectiven 
Gruppe  des  ßfM_l ,  die  die  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades: 

(23')  aJ  +  ^+...  +  x;  +  (rn+1xn+1  =  0 

invariant  lässt ,  jeder  Punkt  dieser  Mannigfaltigkeit  in  jeden  an- 
dern übergeht,  so  erkennen  wir  sofort;  dass  jede  lineare  homo- 
gene Transformation ,  bei  der  die  Form  (23)  bis  auf  einen  con- 
stanten Factor  reproducirt  wird,  durch  eine  lineare  homogene 
Transformation  von  derselben  Beschaffenheit  auf  eine  solche  Form 
gebracht  werden  kann,  dass  sie  den  Punkt : 

(24)  xK  =  xt  =  •  • .  =  xn  =  xn+,  =  0 

invariant  lässt. 

Ist  nun®  die  grösste  continuirliche  lineare  homogene  Gruppe, 
bei  deren  Transformationen  die  Form  (23)  bis  auf  constante  Fao- 
toren  reproducirt  wird,  so  sind  zwei  Falle  zu  unterscheiden.  Für 
ungerades  n  ist  nämlich  &  überhaupt  die  grösste  lineare  homo- 
gene Gruppe  von  dieser  Beschaffenheit.  Für  gerades  n  dagegen 
giebt  es  ausser  der  Gruppe  ©  noch  andre  lineare  homogene 
Transformationen,  die  (23)  bis  auf  constante  Factoren  reprodu- 
ciren ;  alle  diese  Transformationen  bilden  aber  zusammen  eine 
von  &  getrennte  continuirliche  Schaar  und  diese  Schaar  bildet 
mit  ©  vereinigt  eine  Gruppe,  in  der  ©  als  invariante  Unter- 
gruppe enthalten  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  ©  unter  allen  Umständen  bei  allen 
Transformationen ,  die  (23)  bis  auf  constante  Factoren  reprodu- 
ciren,  invariant  bleibt.  Wollen  wir  daher  beweisen,  dass  jede 
endliche  Transformation  der  Gruppe  ©  von  einer  infinitesimalen 
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Transformation  von  ®  erzeugt  ist,  so  können  wir  ans  nach  dem 
oben  Gesagten  und  nach  dem  Hülfssatze  2  mit  dem  Nachweise  be- 
gnügen, dassjede  Transformation  von  ®,  die  den  Punkt  (24)  w- 
variant  lüsst,  von  einer  infinitesimalen  Transformation  von  ©  er- 
zeugt ist,  die  diesen  Punkt  invariant  lässt. 

Es  ist  sehr  leicht,  alle  linearen  homogenen  Transformationen 
anzugeben,  die  die  Form  (23)  bis  auf  constante  Factoren  reprodu- 
ciren  und  ausserdem  den  Punkt  (24)  in  Ruhe  lassen.  Soll  näm- 
lich eine  lineare  homogene  Transformation  diese  beiden' Eigen- 
schaften besitzen,  so  muss  sie  offenbar  zugleich  die  Polarebene: 
crn+l  =  0  des  Punktes  (24)  in  Ruhe  lassen,  sie  muss  also  jeden- 
falls die  Form  haben: 


(25) 


fl 


x\      ==£v  au, xv  +  &t-.Tn+l 


<r«+\  = 


n 


*i+2  ==^  c^arV    + 


"n+i  ,7?«+i 


r«^..TM^,  +  r„^.r 


n+t  ""n-H 


tl+i'*  »J  +  « 


[i  =  \  . . .  n)  . 
Ferner  muss  aus  (25)  eine  Gleichung  von  der  Form : 

x?  H h  v\*  +  .t;,+1  rr'M+2  =  q  (./•*  -\ 1-  x;t  +  .rll+iarll+2) 

folgen,  es  muss  also  die  verkürzte  Transformation: 


n 


(26) 


(fi  =^/  aivxy  [i  =  \  ...  n) 


so  beschaffen  sein,  dass  sie  die  Form : 

(37)  .7?H h  a4 

4 
mit  dem  Factor  —  reproducirt,  und  ausserdem  müssen  c{ ...  cn+i 

den  Gleichungen: 


(28) 


U 


6n+iri 


6       r 
"w+i '  n+i 


=  -  «SV  «,A 


n 


-  2*b 


"n+i  rn+*  —  Q 


(/  =  1  . . .  ?l) 


Hath.-phys.  Classe.  1893. 


44 


664  Friedrich  Engel, 

genügen,  durch  die  sie  bei  gegebenen  aiyi  bi}  bn_hi  vollständig 
bestimmt  sind,  denn  bn+i  darf  selbstverständlich  nicht  ver- 
schwinden. Demnach  erhalten  wir  die  allgemeinste  lineare 
homogene  Transformation ,  die  die  Form  (23)  bis  auf  einen  con- 
stanten  Factor  reproducirt  und  ausserdem  den  Punkt  (24)  in- 
variant lässt,  folgendermassen :  wir  bestimmen  in  (25)  die  ayi 
so ,  dass  (26)  die  allgemeinste  lineare  homogene  Transformation 
wird,  die  die  Form  (27)  bis  auf  einen  constanten  Factor  repro- 
ducirt, sodann  berechnen  wir  den  zugehörigen  Werth  von  q  und 
endlich  drücken  wir  vermöge  (28)  die  Coefficienten  ct.  .  .cw+i 
durch  die  a„t-,  durch  q  und  durch  bA  ...6n+1  aus,  wo  64 ..  .6n+l 
vollkommen  willkürlich  bleiben,  nur  dass  bn+{  nicht  verschwin- 
den darf. 

Unter  den  eben  definirten  Transformationen  (25)  müssen 
wir  nun  alle  die  aufsuchen,  die  der  Gruppe  ©  angehören.  Auch 
das  ist  nicht  schwer. 

Ist  nämlich  n  ungerade,  so  besteht©  aus  allen  linearen 
homogenen  Transformationen,  die  (23)  bis  auf  constante  Factoren 
reproduciren ,  demnach  sind  dann  die  eben  definirten  Trans- 
formationen (25)  alle  in  ©  enthalten.  Ueberdies  ist  zu  be- 
merken, dass  in  diesem  Falle  die  bevvussten  Transformationen 
(25)  eine  continuirliche  Gruppe  bilden,  denn  wegen  der  Be- 
schaffenheit von  n  bilden  ja  alle  Transformationen  (26),  die  (27) 
bis  auf  constante  Factoren  reproduciren,  eine  continuirliche 
Gruppe. 

Ist  andrerseits  n  ungerade,  so  zerfallen  die  Transformationen 
(26) ,  die  (27)  bis  auf  constante  Factoren  reproduciren ,  in  zwei 
getrennte  continuirliche  Schaaren,  von  denen  nur  die  eine  eine 
continuirliche  Gruppe  bildet.  Dementsprechend  zerfallen  dann 
auch  die  vorhin  definirten  Transformationen  (25)  in  zwei  ge- 
trennte continuirliche  Schaaren,  von  denen  nur  die  eine  eine  con- 
tinuirliche Gruppe  bildet.  Da  nun  diese  Schaaren  offenbar  nicht 
beide  der  Gruppe  ©  angehören  können ,  weil  sonst  ©  aus  allen 
linearen  homogenen  Transformationen  bestände,  die  (23)  bis  auf 
constante  Factoren  reproduciren,  so  kann  unter  den  beiden 
Schaaren,  in  die  unsere  Transformationen  (25)  zerfallen,  nur  die 
der  Gruppe  ©  angehören,  die  für  sich  allein  eine  continuirliche 
Gruppe  bildet. 

Wir  können  demnach  die  beiden  Fälle:  n  ungerade  und 
n  gerade,  zusammenfassen  und  sagen :  Die  Transformationen  der 
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Gruppe  ®,  die  den  Punkt  (84)  invariant  lassen,  bilden  eine  con- 
tinuirliche  Gruppe,  die  erhalten  wird,  wenn  man  in  (25)  die  aiy 
so  bestimmt,  dass  die  verkürzte  Transformation  (26)  die  grösste 
continuirliche  lineare  homogene  Gruppe  G  darstellt,  die  (27)  bis 
auf  constante  Faotoren  reproducirt,  und  wenn  man  ausserdem 
die  übrigen  Coefficienten  von  (25)  in  der  vorhin  angegebenen 
Weise  wählt. 

Nunmehr  machen  wir,  wie  schon  oben  angekündigt,  die 
Voraussetzung,  dass  unser  Satz  3  für  quadratische  Formen  mit 
n  Veränderlichen  bewiesen  ist.  Ist  dann  (26)  eine  ganz  beliebige 
Transformation  der  eben  erwähnten  Gruppe  G,  so  sind  wir 
sicher,  dass  es  eine  G  angehörige  infinitesimale  Transformation : 

1  ...n 


iv  • 


Xf=2air*yh- 


giebt,  von  der  die  Transformation  (26)  in  dem  Sinne  erzeugt  ist, 
dass  die  Gleichungen: 

t  -           /*    — 
xi  =  xi  +  J  Xxi  +  J-g  XX'Ti  "* 

(i  =  \  ...  n) 

für  /  =  4  in  die  Gleichungen  (26)  übergehen.  Wir  können 
ausserdem  voraussetzen,  dass  sich  unter  den  n  Wurzeln  u)i...ion 

der  charakteristischen  Gleichung  von  Xf  keine  zwei  befinden, 
die  ohne  einander  gleich  zu  sein,  sich  uro  ein  ganzes  Vielfaches 
von  2 7i  i  unterscheiden. 

Unter  den  eben  beschriebenen  Umstanden  können  wir  nun 
aber  den  Hülfssatz4  (d.Ber.  4892,  S.  287)  anwenden  und  finden 
daher,  dass  wir  ßK  . . .  fin+K  stets  so  bestimmen  können,  dass  die 
Transformation : 


(25') 


n 


x'i       =Jgv  aiv  xy  +  b{  <rn+1 

i 

(i  =  4  ...  n) 

in  dem  eben  beschriebenen  Sinne  von  der  infinitesimalen  Trans- 
formation : 

44* 
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Yf=Xf+^ißix 


i  ~~t 

erzeugt  ist.  Dabei  können  b{...  bn+t  ganz  beliebige  Werthe 
haben,  nur  bn+l  muss  =j=  0  sein;  ausserdem  ist  //n+l  =  lgftn+l  so  zu 
wählen,  dass  £w+4,  wenn  es  keiner  der  Wurzeln  w4 ...  wn  gleich 
ist,  sich  auch  von  keiner  unter  ihnen  um  ein  ganzes  Vielfaches 
von  2/rt  unterscheidet. 

Bedenken  wir  endlich,  dass  die  Transformation  (25')  die 
Transformation  (25)  eindeutig  bestimmt,  so  erkennen  wir  sofort, 
dass  auch  die  infinitesimale  Transformation  )'/'  eindeutig  eine 
gewisse  infinitesimale  Transformation : 

1  VtLn+t 

bestimmt,  die  den  Ausdruck  (23)  bis  auf  einen  Constanten 
Factor:  4  +  adt  reproducirl  und  die  infolgedessen  der  Gruppe© 
angehört;  es  wird  nämlich  einfach: 

(*9)  1  (.-1...n). 

Zugleich  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  Transformation  (25)  von 
dieser  infinitesimalen  Transformation  Xf  genau  in  derselben 
Weise  erzeugt  wird,  wie  die  Transformationen  (25')  und  (26)  von 

den  infinitesimalen  Transformationen  Yf  und  Xf. 

Hiermit  ist  bewiesen ,  dass  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung jede  endliche  Transformation  von  ©,  die  den  Punkt  (24) 
invariant  lässt,  von  einer  ebensolchen  infinitesimalen  Trans- 
formation von  ®  erzeugt  ist,  und  damit  sind  wir  zugleich  sicher, 
dass  überhaupt  jede  endliche  Transformation  von  ®  von  einer 
infinitesimalen  Transformation  dieser  Gruppe  erzeugt  ist.  Gleich- 
wohl sind  wir  noch  nicht  fertig,  denn  wir  haben  noch  nicht  be- 
wiesen, dass  aus  der  Richtigkeit  unsers  Satzes  3  für  quadratische 
Formen  mit  n  Veränderlichen  seine  Richtigkeit  fttr  Formen  mit 
n  +  2  Veränderlichen  folgt.  Wir  müssen  vielmehr  zu  diesem 
Zwecke  noch  zeigen,  dass  sich  die  infinitesimale  Transformation 
Xf  stets  so  wählen  lässt,  dass  es  unter  den  Wurzeln  ihrer 
charakteristischen  Gleichung  keine  solchen  giebt,  die  sich,  ohne 
einander  gleich  zu  sein,  um  ganze  Vielfache  von  %7ti  unter- 
scheiden. 
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Die  charakteristische  Gleichung  von  Xf  hat  augenscheinlich 
die  Wurzeln:  to{ ...  wm  ßn+i7  yn+r  H*er  s'n<^  wt  —  ion  nachS.665 
die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  von  Xf,  es  ist  also : 

w«  H 4-  Wn  —  «u  H \-<Xnn- 

Andrerseits  ergiebt  sich  aus: 

dass: 

2a41  =2a„  =  ...  =  2ann  =  a 

ist ;  verbinden  wir  endlich  hiermit  die  letzte  der  Gleichungen 
(29),  so  finden  wir,  dass 

in  der  Beziehung: 

(30)  2  K  +  .  •  •  +  ton)  =  n  (ßn+i  +  yB+1)  =  na 

stehen. 

Eine  Relation  von  ähnlicher  Forn^besteht  nun  auch  zwischen 
ioi . . .  wn .  Zunächst  können  wir  nämlich  die  Form  :#*+•••  +  ccj 
durch  eine  lineare  homogene  Transformation  auf  die  Gestalt: 

bringen ,  wobei  natürlich  auch  Xf  eine  neue  Form  Sf  erhält. 
Sodann  können  wir  ähnlich  wie  auf  S.  662  durch  eine  lineare 
homogene  Transformation,  die  (34)  bis  auf  einen  constanten 
Factor  reproducirt,  erreichen,  dass  Sf  in  eine  infinitesimale 

Transformation  Tüf  übergeht,  die  ebenfalls  (34)  bis  auf  einen 
constanten  Factor  reproducirt  und  die  ausserdem  den  Punkt: 
xK  =  •  •  •  =  xn_K  =ss  0  invariant  lässt.    Für  die  Wurzeln  der 

charakteristischen  Gleichung  von  Tüf  gilt  dann  natürlich  eine 
ähnliche  Gleichung  wie  für  die  Wurzeln  von  Xf  und,  da  die 
charakteristischen  Gleichungen  der  drei  infinitesimalen  Trans- 
formationen :  Jcf,  Sf,  Xf  alle  drei  dieselben  Wurzeln  haben ,  so 
ergiebt  sich,  dass  man  die  Nummern  von  a){ . . .  con  stets  so  wählen 
kann,  dass  die  Gleichung: 

2K  H h  ü>n_t)  =  (n  —  2)  ((on^  +  üßn) 

besteht. 

Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  erkennt  man,  dass  die 
Wurzeln  coi . . .  con  bei  geeigneter  Wahl  ihrer  Nummern  in  den 
Beziehungen : 
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m\  (.<*<f) 

stehen.  Ist  daher  n  ungerade,  so  folgen  hieraus  und  aus  (30)  die 
Relationen : 

(33)  i(oi=iüt+(o^=(x)A+iüi=^^ton^i+wn=ßn^{+yn^=ay 
ist  aber  n  gerade,  so  erhält  man: 

(34)  w,+w*  =  ^3  +  ^=-=w»-i+^n:=^n+i  +  yn+i==^- 

Es  versteht  sich  von  seihst,  dass  diesen  Relationen  auch  gewisse 
Relationen  zwischen  den  Wurzeln  der  charakteristischen  Glei- 
chung der  endlichen  Transformation  (25)  entsprechen,  denn  die 
Wurzeln  dieser  letzteren  Gleichung  haben  die  Grössen:  aji,..ojn} 
fin+k »  /W«  zu  Logarithmen.  Wir  wollen  uns  jedoch  dabei  nicht 
aufhalten,  sondern  jetzt  schnell  den  Reweis  unsres  Satzes  3  zu 
Ende  führen. 

Hierzu  bleibt  uns,  wie  wir  oben  sahen,  nur  noch  zu  zeigen, 
dass  sich  coi  *..ioni  ßfl+l ,  yn+t  stets  so  wählen  lassen,  dass  sich 
zwei  verschiedene  unter  diesen  Grössen  niemals  um  ein  ganzes 
Vielfaches  von  %ni  unterscheiden.  Nun  sind  nach  unsrer 
Voraussetzung  ui . . .  wn  von  vornherein  so  beschaffen,  dass  keine 
der  Differenzen :  a)i  —  tov ,  die  nicht  verschwindet ,  ein  ganzes 
Vielfaches  von  2?riist,  es  fragt  sich  daher  nur  noch,  ob  ßn+i 
und  yn+%  so  wählbar  sind ,  dass  auch  keine  von  Null  verschie- 
dene unter  den  Differenzen: 

™v  —  Pn+i  i  <**  —  Yn+%  j  ßn+i  —  Yn+*  (*  =  *  •  •  • ") 

ein  ganzes  Vielfaches  von  %7ti  wird. 

Das  ist  nun  in  der  That  stets  möglich.  Zur  Bestimmung  von 
ftn+x  und  yn+t  haben  wir  nämlich  die  Gleichungen: 

Ä,+1  +  yn+i  =  o  =  lg  q  , 

wo  a  durch  die  Gleichungen  (34)  eindeutig  bestimmt  ist.  Unter 
den  unendlich  vielen  Werthen  von  /tfw+4  und  yn+i,  die  hierdurch 
definirt  sind,  müssen  daher  solche  ausgewählt  werden ,  die  un- 
sere Forderungen  erfüllen. 

Wir  unterscheiden  zwischen  den  beiden  Fällen :  c,,+14=  bn+l 
und:  cn+t  =  bn+{. 
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Ist:  cn+t  4=  *«+i »  so  ***  ßn+i  — Yn+%  sicher  kein  ganzes 
Vielfaches  von  2/r/.  Ist  zugleich  keiner  unter  den  unendlich 
vielen  Werthen  von  lg&n+l  eiaer  der  Wurzeln  taK  ...ion  gleich, 
so  dürfen  wir  für  ßn+i  einen  beliebigen  Werth  von  lg  bn+i 
setzen,  denn  es  wird  dann  auch  keine  der  n  Differenzen: 
io%,  —  ßn+K  einem  ganzen  Vielfachen  von  %jti  gleich  und  wegen 
(33)  und  (34)  gilt  von  den  Differenzen:  cor —  yn+4  dasselbe. 
Ist  dagegen  einer  der  Werthe  von  lgftn+1  gleich  einer  der 
Wurzeln  iol  ...wn,  etwa  gleich  o^,  so  wählen  wir//n+1  =  wk 
und  aus  (33)  und  (34)  ergiebt  sich  dann,  dass  auch  yn+t  gleich 
einer  der  Wurzeln  wi...  con  wird,  es  ist  daher  klar,  dass  w,...  (oy} 
fti+i  j  Yn+*  unsere  Forderungen  erfüllen. 

Ist:  cn+i  =  6n+, ,  so  setzen  wir:  ßn+{  =  yn+J  =  $o.  Für 
ungerade  Werthe  von  n  ergiebt  sich  dann  aus  (33),  dass  ßn+l  =  ui 
wird,  es  ist  also  alles  in  Ordnung.  Für  gerade  Werthe  von  n 
dagegen  ist  entweder  keiner  der  Werthe  von  lg  6n+1  einer  der 
Wurzeln  to{  ...  ton  gleich  und  dann  verhält  sich  alles  wie  vorhin, 
oder  es  ist  einer  der  Werthe  von  lg  6n+4  gleich  einer  der  Wurzeln 
tov.  Wir  können  in  diesem  Falle  ohne  Beschränkung  der  All- 
gemeinheit annehmen,  dass  to{  einer  der  Werthe  von  la>bn+l  ist. 
Dann  ergiebt  sich:  ioi  =  ßn+{  +  ikni,  wo  k  eine  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  ist;  aus  der  Gleichung! 

ü)k  +  w,  =  ßn+l  +  yn+i  =  %ßn+i 

folgt  aber  nunmehr:  ws  =  /?n+4  —  ikrti,  also:  ü)k —  w4  =  4A/r/, 
eine  Gleichung,  die  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nur 
für  k  =  0  bestehen  kann.  Wir  sehen  somit,  dass  sich  ßn+i  und 
Yn+t  au°h  *m  Falle  cn+l  =  6n+4  stets  so  wählen  lassen,  dass 
toK .. .  u)n,  ßn+i ,  yn+t  unsre  Forderungen  erfüllen. 

Hiermit  ist  unser  Satz  3  vollständig  bewiesen ,  denn  es  ist 
gezeigt,  dass  aus  der  Gültigkeit  des  Satzes  bei  quadratischen 
Formen  mit  n  Veränderlichen  seine  Gültigkeit  für  quadratische 
Formen  mit  n  +  2  Veränderlichen  folgt.  Da  nun  der  Satz  für 
n  =  \  und  n  =  2  sicher  richtig  ist  (vgl.  S.  660  f.) ,  so  gilt  er  all- 
gemein. 

Erinnern  wir  uns  des  auf  S.  660  Gesagten,  so  erkennen  wir, 
dass  hiermit  zugleich  der  folgende  Satz  bewiesen  ist : 

Satz  4.  Jede  endliche  Transformation  der  continuirlichen 
projectiven  Gruppe  einer  nicht  ausgearteten  Mannigfaltigkeit  zweiten 
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|S(»,  +  -  +  "«-*!-(»-«jf   ; 

(38) 


(°<U' 


4  linear«  (oMpl«ns. 


stehen.   Ist  daher  ?i  ungerade,    .' 

Relationen:  ,'  '  * 

(33)  2w1=w1+w1=w(+d     .'     ;■ 

ist  aber  n  gerade,  so  ert     ■  .  , ,.  „ 

°  '  ,  :  ausgearteten  linearen  Gon> 

(31)  w,  -+-  f(*,  =  (0,4-     -  eigenen  Coordinaten  der  Punkte 

Es  versteht  sich  vo  ■             "  w*^a>  ***  der  ComPlex  durcb 

Relationen  *wisc>  '  »'fferenUalausdruck: 

ebung  der  endl>  ^                       .    . 

Wurzeln  dies'  ^'  ^"*»       '**  "^ 

fh  li    *'    "'"*-    W'r  Draucnen  daher  blos  nachtuweisen,  da&s 

,.    ,    ,  . '  'Jftim  Transformation  des  H,„_, ,  die  den  so  definirten 

q.       öjmplex  invariant  lasst,  von  einer  ebensolchen  infini- 

.       ,     ^projeetiven  Transformation  erzeugt  ist.  Wie  im  vorigen 

"£,pften  ziehen  wir  aber  vor,   zunächst  einen  etwas  alV- 

Vf      !>'eren  ^atz  zu  beweisen,  aus  dem  der  Satz  Ober  die  pro- 

i       V<  Gruppe  des  linearen  Complexes  unmittelbar  folgt.  Dieser 

^neinere  Satz  lautet  so: 

"  Satz  5.  Jede  lineare  homogene  Transformation  S  in  de«  in 
fffänderliclien  xt  . . .  xn ,  yt  . . .  y„ ,  die  den  Ausdruck  (35)  bis 
.„if  einen  constanten  Factor  reproducirt,  ist  von  einer  infiniten- 
ß,alen  linearen  homogenen  Transformation  Xf  von  derselben  Be- 
..chaffevheit  erzeugt  und  zwar  derart,  dass  man  die  Gleichung 
,1er  Transformation  S  erhalt,  wenn  man  in  den  Gleichungen: 


■6) 


-**,+  ,-jA.V, 


[&=»i  +  r-v»<  +  f7jAAji  +  .-. 

('■-< ) 

i)  In  den  Fallen  «  =;  ä,  3, 5  ist  dieser  Sali  übrigens  aue.li  eine  uDuiilkl- 
Iiiiit  Folge  des  entsprechenden  Satzes  über  die  all  gern  eine  prujecli« 
Sroppu;  durcli  seinen  Beweis  des  Salzes  über  die  allgemeine  projeclirc 
liruppc  Iiatle  datier  Study  diese  Fälle  bereits  mit  erledigt. 
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-^,  "  dem  Parameter  t  den  Weith  \  ertheilt. 

v  **%^  wichen,  dass  unter  den  in  Wur- 

„  \-  ^  m      "%>,  ng  von  Xf  keine  zwei  von  ein- 

^%^*^3^         A<-  vh  um  ein  ganzes  Vielfaches 


r^  '  ^   '^HfcjTV      ^  offenbar  zugleich  ge- 

^>^4^-  ^u  uation  des  ÄM^t  f  die  den 


w  \xvdyv  —  yvdxr)  =  Q 
1 

.,  von  einer  ebensolchen  infinitesimalen  projectiven 

^ation  erzeugt  ist. 

xien  Beweis  des  Satzes  5  führen  wir  wieder  so,  dass  wir  den 

aate  für  den  Ausdruck  (35)  mit  2/i  Veränderlichen  als  richtig 

annehmen  und  nun  zeigen,  dass  er  auch  für  den  Ausdruck : 


n 


2t*  (xrdyr  —  Vvdxi)  +  [xn+x  dVn+i  —  */n+4  dxn+i) 

richtig  ist.  Damit  ist  dann  der  Satz  allgemein  bewiesen ,  denn 
film  =  1  ist  er  sicher  richtig.  Die  allgemeinste  lineare  homo- 
gene Transformation  in  xx ,  yv  die  den  Ausdruck :  x{  dy{  —  yK  dxK 
bis  auf  einen  constanten  Factor  reproducirt,  ist  ja  bekanntlich 
nichts  andres,  als  die  allgemeinste  lineare  homogene  Trans- 
formation in  den  Veränderlichen  xx ,  yr  Nach  Satz  \  (d.  Ber. 
1892,  S.  $91 )  ist  aber  jede  solche  lineare  homogene  Transforma- 
tion von  einer  infinitesimalen  linearen  homogenen  Transformation 
erzeugt  und  zwar  genau  im  Sinne  unsers  Satzes  5. 

Wir  denken  uns  also  eine  beliebige  endliche  lineare  homo- 
gene Transformation  S  gegeben ,  die  den  Ausdruck  (38)  bis  auf 
einen  constanten  Factor  reproducirt.    Unter  der  Voraussetzung, 
dass  unser  Satz  5  für  den  Ausdruck  (35)  gilt,  soll  bewiesen  wer- 
den, dass  S  von  einer  infinitesimalen  linearen  homogenen  Trans- 
formation erzeugt  ist ,  die  ebenfalls  den  Ausdruck  (38)  bis  auf 
einen  constanten  Factor  invariant  lässt  und  deren  charakteri- 
stische Gleichung  die  in  Satz  5  angegebene  Eigenschaft  besitzt. 
Unsere  Transformation  S  lässt  als  projective  Transformation 
^es  ^*n+t  aufgefasst  mindestens  einen  Punkt  P  dieses  Raumes 
stehen.    Da  nun  bei  der  projectiven  Gruppe  eines  nicht  ausge- 
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Grades  im  Räume  von  n  Dimensionen  ist  von  einei'  infinitesimalen 
Transformation  dieser  Gruppe  erzeugt *) . 

Wir  wollen  jetzt  dieselbe  Untersuchung  für  die  projective 
Gruppe  des  linearen  Complexes  durchfahren. 

§*• 

Die  projective  Gruppe  einen  nicht  ausgearteten  linearen  Complexes. 

Haben  wir  im  Rtn-\  einen  nicht  ausgearteten  linearen  Com- 
plex,  so  können  wir  die  21  n  homogenen  Goordinaten  der  Punkte 
des  i^tJ_l  bekanntlich  stets  so  wühlen,  dass  der  Gomplex  durch 
den  gleich  Null  gesetzten  Differentialausdruck: 


n 


(35)  J>}*  [xvdyv  —  yvdx%) 

i 

dargestellt  wird.  Wir  brauchen  daher  blos  nachzuweisen,  dass 
jede  projective  Transformation  des  flsn_4  ,  die  den  so  definirten 
linearen  Complex  invariant  lässt,  von  einer  ebensolchen  infini- 
tesimalen projectiven  Transformation  erzeugt  ist.  Wie  im  vorigen 
Paragraphen  ziehen  wir  aber  vor,  zunächst  einen  etwas  all- 
gemeineren Satz  zu  beweisen,  aus  dem  der  Satz  über  die  pro- 
jective Gruppe  des  linearen  Complexes  unmittelbar  folgt.  Dieser 
allgemeinere  Satz  lautet  so: 

Satz  5.  Jede  lineare  homogene  Transformation  S  in  den  2w 
Veränderlichen  xi...xn,  y{  ...yn,  die  den  Ausdruck  (35)  bis 
auf  einen  constanten  Factor  reproducirt ,  ist  von  einer  infinitesi- 
malen linearen  homogenen  Transformation  Xf  von  derselben  Be- 
schaffenheil erzeugt  und  zwar  derart,  dass  man  die  Gleichungen 
der  Transformation  S  erhält}  wenn  man  in  den  Gleichungen : 

xi=xi  +  j\xi+  ---X'X'a^H 

(36) 

/  -             /*    -- 
Vi  =Ui  +  j  X'Ji  +  J72  xx'Ji  H 

(/  =  4  ...  n) 


\ )  In  den  Füllen  n  =  2, 3, 5  ist  dieser  Salz  übrigens  auch  eine  unmittel- 
bare Folge  des  entsprechenden  Satzes  über  die  allgemeine  projective 
Gruppe;  durch  seinen  Beweis  des  Satzes  über  die  allgemeine  projective 
Gruppe  hatte  daher  Study  diese  Falle  bereits  mit  erledigt. 
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der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  dem  Parameter  t  den  Werth  \  ertheilt. 
Ausserdem  kann  man  immer  erreichen ,  dass  unter  den  in  Wur- 
zeln der  charakteristischen  Gleichung  von  Xf  keine  zwei  von  ein- 
ander  verschiedenen  vorkommen,  die  sich  um  ein  ganzes  Vielfaches 
von  %7ti  unterscheiden. 

Ist  dieser  Satz  bewiesen,  so  ist  damit  offenbar  zugleich  ge- 
zeigt, dass  jede  projective  Transformation  des  Btn^ ,  die  den 
linearen  Complex : 


H 


(37)  ^v  [xydyr  —  yvdxr)  =  0 

i 

invariant  lässt,  von  einer  ebensolchen  infinitesimalen  projectiven 

Transformation  erzeugt  ist. 

Den  Beweis  des  Satzes  5  führen  wir  wieder  so,  dass  wir  den 

Satz  für  den  Ausdruck  (35)  mit  2/i  Veränderlichen  als  richtig 

annehmen  und  nun  zeigen,  dass  er  auch  für  den  Ausdruck : 


n 


(38)    £t  [xrdyr  —  yrdxt)  +  [x^x  dyn+K  —  y^K  dx^K) 

richtig  ist.  Damit  ist  dann  der  Satz  allgemein  bewiesen,  denn 
für  n  =  \  ist  er  sicher  richtig.  Die  allgemeinste  lineare  homo- 
gene Transformation  in  xK ,  yv  die  den  Ausdruck :  xK  dy{  —  yK  dxK 
bis  auf  einen  constanten  Factor  reproducirt,  ist  ja  bekanntlich 
nichts  andres,  als  die  allgemeinste  lineare  homogene  Trans- 
formation in  den  Veränderlichen  ,r, ,  yr  Nach  Satz  \  (d.  Ber. 
\  892,  S.  291)  ist  aber  jede  solche  lineare  homogene  Transforma- 
tion von  einer  infinitesimalen  linearen  homogenen  Transformation 
erzeugt  und  zwar  genau  im  Sinne  unsers  Satzes  5. 

Wir  denken  uns  also  eine  beliebige  endliche  lineare  homo- 
gene Transformation  S  gegeben ,  die  den  Ausdruck  (38)  bis  auf 
einen  constanten  Factor  reproducirt.  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  unser  Satz  5  für  den  Ausdruck  (35)  gilt,  soll  bewiesen  wer- 
den, dass  Svon  einer  infinitesimalen  linearen  homogenen  Trans- 
formation erzeugt  ist ,  die  ebenfalls  den  Ausdruck  (38)  bis  auf 
einen  constanten  Factor  invariant  lässt  und  deren  charakteri- 
stische Gleichung  die  in  Satz  5  angegebene  Eigenschaft  besitzt. 

Unsere  Transformation  S  lässt  als  projective  Transformation 
des  /t,n+1  aufgefasst  mindestens  einen  Punkt  P  dieses  Raumes 
stehen.    Da  nun  bei  der  projectiven  Gruppe  eines  nicht  ausge~ 
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arteten  linearen  Gomplexes  im  Rtn+{  jeder  Punkt  dieses  Raumes 
in  jeden  andern  tibergeht,  so  ist  klar,  dass  wir  durch  eine  line- 
are, homogene  Transformation,  die  den  Ausdruck  (38)  bis  auf 
einen  constanten  Factor  reproducirt,  erreichen  können ,  dass  /> 
in  den  Punkt: 

(39)         api  =  ...=a:n  =  rrll+1=t/1  =  ..-=t/n  =  0 

übergeht.  Wir  dürfen  daher  annehmen,  dass  S  den  Punkt  (39; 
invariant  lässt  und  (vgl.  Htilfssatz  2)  brauchen  nur  zu  beweisen, 
dass  8  unter  dieser  Voraussetzung  von  einer  ebensolchen  infini- 
tesimalen Transformation  erzeugt  ist. 

Lässt  S  den  Punkt  (39)  invariant,  so  lässt  es  auch  die  Polar- 
ebene: xn+l  =  0  invariant,  die  diesem  Punkte  von  dem  durch 
(38)  bestimmten  linearen  Gomplexe  zugeordnet  wird,  es  hat 
demnach  die  Form : 


(40) 


x'i      =J?y  {air  xv  +  bit,yv)  +  k{  x, 


i 

H 


y'i      =]£'  {c,v  «*Y  +  dir  Uv)  +  h  *Wi 


X*.  A.  i  "mm  «  •»  -L.  i  3-  • 


n+l —  "n  +  i^n  +  i 

n 

i 

(i  =  \  . . .  n)  . 
Hier  stellt  augenscheinlich  die  verkürzte  Transformation: 

n 

x{  ==J£rv  {aiyxy  +  biyyy) 


n+\ 


(*1) 


1 

n 


i 

(i  =  \  ...  n) 

eine  ganz  beliebige  lineare  homogene  Transformation  dar,  die 
den  Ausdruck  (35)  bis  auf  einen  constanten  Factor  reproducirt, 
es  muss  also  vermöge  (41)  eine  Relation  von  der  Form: 


n 


2y  (xydy»  —  y»dxv).=  9^  {Xydyy  —  yvdx¥) 


i 
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bestehen.    Die  übrigen  Coefficienten   der  Transformation  (40) 
müssen  den  Gleichungen : 


(42) 


*n+i  cv  =^?  K>'<  —  ciyh) 


n 


*Wi  d,  =-5r'  [biJi  —  «M"i) 


(v  =  1  . . .  w) 

genügen.  Da  nun  Än+I  selbstverständlich  nicht  verschwinden 
darf,  so  sind  c{  . ..  cn,  (/,  . . .  dn .  tfw+l  durch  die  übrigen  Coef- 
ficienten vollständig  bestimmt,  während  h\  ...  An,  kn+{,  /4  . . .  In 
und  cn+1  ganz  willkürlich  bleiben,  nur  dass  eben  kn+l  nicht 
null  werden  darf. 

Eine  ähnliche  Gestalt  wie  die  Transformation  (40)  hat  augen- 
scheinlich auch  jede  infinitesimale  lineare  homogene  Transfor- 
mation Xfj  die  den  Ausdruck  (38)  bis  auf  einen  constanten  Factor 
reproducirt  und  die  ausserdem  den  Punkt  (39)  invariant  lässt. 
Setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung: 


-v=^  (<v^ 

t>  L 

und: 


v +«<,»,)  j£] 


yf—  Xf+]£\*ixn+,  ^  +  Vn+.  j-J  +  Xn« "Wi  j££ 


so  erhalt  Xf  die  Form : 


Xf=Yf+lJt' 


*  [yyx,. + <J„  y„)  +  yn+i  xn+i  +  ^n+i  Jfo+i 


) 


V 


by 


n+4 


Sucht  man  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  Xf  von 
dieser  Form,  die  den  Ausdruck  (38)  bis  auf  einen  constanten 

Factor  reproducirt,  so  muss  man  zunächst  Xfin  allgemeinster 
Weise  so  bestimmen,  dass  eine  Gleichung  von  der  Form : 


(43) 


x \2V  (x*dy>> — !/vdx>'))—  a2* (x»dy>>  —  y»dxi 


) 
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besteht  und  sodann  rauss  man  yK  ...  yni  d{  . ..  <Jn,  8n+t  aus  den 
Gleichungen : 

(44)  [¥v  —  K>  s»=  —  *vi  ön+i+xn+{  =  o 
\  [v  =  \  . . .  n) 

bestimmen,  wahrend  X{  ...  Xni  x4  ...  xn,  xn+1 ,  yn+1  willkürlich 
bleiben. 

Wir  wollen  gleich  noch  einige  andre  Eigenschaften  der  in- 
finitesimalen Transformation  Xf  ableiten. 

Sind:  ioi...w%n  die  Wurzeln  der  charakteristischen  Glei- 
chung von  Xf,  so  sind  offenbar:  wi . . .  win,  xn+1,  <$n+1  die  der 
charakteristischen  Gleichung  von  Xf.    Nun  ist  aber  wegen  der 

Form  von  Xf: 

n 

1 
andrerseits  folgt  aus  (43): 

also  ergiebt  sich  mit  Berücksichtigung  von  (44) : 

(45)  to%  H h  w,n  =  na  =  n  (xn+4  +  dn+4)  . 

Eine  Gleichung  von  dieser  Form  besteht  daher  immer,  wenn 
io{  .. .  coin,  xn+4 ,  dn+i  die  Wurzeln  der  charakteristischen  Glei- 
chung einer  infinitesimalen  Transformation  A/sind,  die  den  Aus- 
druck (38)  bis  auf  einen  constanten  Factor  reproducirt.  Wendel 

man  dieses  Ergebniss  auf  die  infinitesimale  Transformation  Xf 
an  und  wiederholt  man  dieses  Verfahren  genügend  oft,  so 
erkennt  man  ahnlich  wie  im  vorigen  Paragraphen,  dass  sich 
io{  . . .  totn  stets  so  nummeriren  lassen ,  dass  sie  in  Beziehungen 
von  der  Form : 

(46)  |  wi  +  "H Hww  =  x(w1JH.4  +  U)ijC+t) 

1   J       l  (x  =  4,a...w) 

stehen;  wegen  (45)  erhält  man  daher  einfach: 

(47)  w1  +  w1  =  wl+w4==---  =  win-1  +  wlfl  =  xfl+1+dfl+l  =  aT 
Gleichungen,  die  uns  nachher  von  grossem  Nutzen  sein  werden. 

Nunmehr  setzen  wir,  wie  oben  angekündigt,  voraus,  dass 
unser  Satz  5    für   den  Ausdruck  (35)  mit  2n  Veränderlichen 


Die  Erzeugung  projectiver  Transformationen.  II.       675 

richtig  ist.  Wir  können  daher  annehmen,  dass  unsre  verkürzte 
Transformation  (41)  im  Sinne  von  Satz  5  von  einer  infinitesi- 
malen Transformation  Xf  erzeugt  ist  und  dass  sich  unter  den 

Wurzeln :  ü)k  . . .  a)in  der  charakteristischen  Gleichung  von  Xf 
keine  zwei,  ohne  einander  gleich  zu  sein,  um  ein  ganzes  Viel- 
faches von  %7ti  unterscheiden.  Unser  Satz  5  wird  dann  allge- 
mein bewiesen  sein ,  wenn  es  uns  gelingt  nachzuweisen ,  dass 
die  Transformation  (40)  stets  im  Sinne  von  Satz  5  von  einer  in- 
finitesimalen Transformation  Xf  erzeugt  ist,  welche  Werthe  auch: 
L\  ...  Än,  kn+{ ,  /,  .  . .  /„,  cn+4  haben  mögen,  und  dass  auch  unter 
den  Wurzeln:  cu4  .. .  w2n,  xn+4,  dn+i  der  charakteristischen 
Gleichung  von  Xf  keine  zwei  von  einander  verschiedenen  vor- 
handen sind,  die  sich  um  ein  ganzes  Vielfaches  von  2 rti  unter- 
scheiden.    Selbstverständlich  wird  dabei  vorausgesetzt,   dass 

*Wi  4=  °  ist- 

unter  der  gemachten  Annahme  sind  für  die  Transformation : 


(48) 


n 


rt      =  ]£>  {aiv  xv  +  bivy,)  +  k  {xn+l 


i 

n 


ti        =  2*  fo''  X»  +  (l*>' y"}  +  li  Xn+ « 


(i  =  1  ...  ») 

alle  Bedingungen  des  H Ulfssatzes  \  (d.Ber.  4892,  S.287)  erfüllt, 
es  ist  daher  sicher  möglich  x4  . . .  xn,  xw+1 ,  k{  ...  ln  so  zu  be- 
stimmen, dass  die  Transformation  (48)  im  Sinne  von  Satz  5  von 
der  infinitesimalen  Transformation : 


Yf=  xr+jpfan  ^ + ^„+<  ^)  +  *»+1  «*„  b:r 


*r 


ln+\ 


erzeugt  ist.  Wir  brauchen  zu  diesem  Zwecke  nur  xn+4  =  lg  kf 
so  zu  bestimmen,  dass  keiner  unter  den  von  Null  verschiedenen 
unter  den  in  Ausdrücken:  toy  —  xn+!  gleich  einem  ganzen  Viel- 
fachen von  %7ti  wird. 

Aus  gewissen  Gründen  wollen  wir  aber  gleich  jetzt  noch 
etwas  näher  bestimmen,  wie  xn+4  gewählt  werden  soll. 

Wie  wir  oben  gesehen  haben,  lassen  sich  die  Wurzeln 
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co{  ...  coiH  der  charakteristischen  Gleichung  von  Xf  stets  so  be- 
nennen, dass  die  Relationen: 

(49)        (i)A  +  w4  =  w3  +  ü)a  =  •  •  •  ==  (oin+i  +  wtn  =  a 

bestehen,  wo  die  Gleichung  (43)  den  Werth  von  a  eindeutig  be- 
stimmt. Ist  nun  zunächst  /rn+1  4=  ^n+i»  so  s*n(^  zwei  Fälle  denk- 
bar. Entweder  nämlich  ist  unter  den  unendlich  vielen  Werthen 
von  lg/>*n+4  keiner  gleich  einer  der  Wurzeln  co4  . . .  u>tn  oder  es 
ist  einer  und  wegen  der  gemachten  Voraussetzungen  auch  nur 
einer  derWerthe  von  lg/fn+4  gleich  einer  der  Wurzeln  ioi  ...  wtn, 
etwa  gleich  iom .  Im  ersten  Falle  wählen  wir  xw+i  gleich  einem 
beliebigen  der  Werthe  von  lg/i'n+l,  im  zweiten  wählen  wir  xn+I 
—  u)m.  Es  ist  klar,  dass  bei  dieser  Wahl  von  xw+1  keine  von 
Null  verschiedene  unter  den  in  Differenzen:  tov  —  xn+1  gleich 
einem  ganzen  Vielfachen  von  irti  werden  kann.  Ist  anderer- 
seits: kn+K  =  dn+A  und  also  nach  (42)  zugleich:  /tal+t=£,  so 
berücksichtigen  wir,  dass  a  =  lg  q  ist,  und  wählen :  xn+{  =  ±a. 
Aus  (49)  geht  dann  hervor,  dass  auch  jetzt  keine  von  Null  ver- 
schiedene unter  den  in  Differenzen:  cor  —  xw+1  gleich  einem 
ganzen  Vielfachen  von  iizi  sein  kann. 

Demnach  ist  jetzt  xn+1  so  gewählt,  dass  jedenfalls  die  Wur- 
zeln: (o{...win}  xn+l  der  charakteristischen  Gleichung  von  )/ 
unsre  Forderung  erfüllen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  denken  wir  uns  yK . . .  yn , 
öi  ...<Jn,  ön+l  aus  den  Gleichungen  (44)  berechnet  und  bilden 
die  infinitesimale  Transformation : 

in  \     hf 

Xf=  Yf+^y{ypxy  +  dry^  +  yn+ixn+i+dn+iyn+^^-  , 

indem  wir  uns  die  Verfügung  über  yn+4  noch  vorbehalten.  Nach 
S.  673  f.  lässt  dann  Xf  den  Ausdruck  (38)  sicher  bis  auf  einen 
constanten  Factor  invariant  und  zwar  wird  offenbar: 

(50)  X I  2V  ixv  <l!fr  —  Vv  dxt)j  =  °  \£*  [xvdVy  ~  Vvdxr)  • 

Die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  von  Xf  werden : 
oi4.,.cü4n,  xn+4 ,  ön+i  und  unter  diesen  giebt  es  in  Folge  der 
Wahl,  die  wir  für  xn4.t  getroffen  haben,  keine  zwei,  die  ohne 
einander  gleich  zu  sein,  sich  um  ein  ganzes  Vielfaches  von  i/ci 
unterscheiden.   Da  nämlich  io{ ...  wW)  xn+1 ,  dn+{  offenbar  den 
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Gleichungen  (47)  genügen  und  da  keine  von  Null  verschiedene 
unter  den  Differenzen :  wt- —  w,,,  coj  —  xn+4  gleich  einem  ganzen 
Vielfachen  von  2  7t  i  ist,  so  muss  von  den  Differenzen  o/t-  —  <5n+4 
dasselbe  gelten.  Da  andrerseits  xn+l  =  lg  A*n+4,  ferner  a  =  lg£ 
und  Q=kn+idn+{  ist,  so  kann  xn+1 —  (Jw+l  nur  dann  gleich  einem 
ganzen  Vielfachen  von  2  iti  sein,  wenn  kn+l  =dn+i  ist;  in  diesem 
Falle  wird  aber  nach  den  vorhin  getroffenen  Festsetzungen: 
*n+i  =  i<r  =  <5„+1 ,  also  xn+l  —  <Sn+,  =  0. 

Wir  erinnern  jetzt  daran,  dass  die  verkürzte  Transformation 
(44)  im  Sinne  des  Satzes  5  von  der  infinitesimalen  Transformation 
Xf  erzeugt  ist,  dass  also  die  Gleichungen  (36)  für  1  =  1  die  Form 
(44)  annehmen.  Ferner  erinnern  wir  daran,  dass  die  Trans- 
formation (48)  in  demselben  Sinne  von  der  infinitesimalen  Trans- 
formation Yf  erzeugt  ist.  Endlich  erinnern  wir  fioch  daran,  dass 
nach  S.  672  f.  alle  Coefficienten  der  Transformation  (40)  mit  Aus- 
nahme von  cn+I  durch  die  Coefficienten  von  (48)  vollständig 
bestimmt  sind.   Aus  alledem  geht  hervor,  dass  die  Gleichungen : 

I  rt  =  xi+j  Xxi  H — »  y'i  =  Vi  +  j  Yyi  H — 

(  (i  =  4...n  +  4) 

für  t=\  eine  Form  annehmen,  die  fast  ganz  mit  den  Gleichungen 
(40)  übereinstimmt;  für  t  =  4  stimmen  nämlich  alle  Coefficienten 
von  (54 )  mit  denen  von  (40)  überein  bis  auf  den  Coefficienten 
von  xn+i  in  der  Gleichung  für  t/d+i.  Es  fragt  sich  daher  nur 
noch,  ob  es  möglich  ist,  in  Xf  den  Werth  von  y1H,l  so  zu  wählen, 
dass  auch  jener  letzte  Coefficient  in  (54)  für  t  =  4  mit  dem  ent- 
sprechenden Coefficienten  von  (40)  übereinstimmt,  das  heisst, 
gleich  cn+l  wird. 

Um  zu  zeigen,  dass  das  möglich  ist,  denken  wir  uns  die 
Gleichungen  (54)  durch  Integration  bestimmt: 


H 


X'i       =2V  {Ai»Xv  +  Bi*yy}  +  Ki  ,T«+» 


1 
n 


(*»M 


i 

#'m+1  =  ^n+i  xn+* 

n 

.V»+l  =2*  {Cvxv  +  *>,*/,}  +  ^n+i  xn+i  +  JK+\y 

(*  =  4  ...  n). 
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Hier  sind  die  Coefficienten  gewisse  Functionen  von  L ,  die  alle 
mit  Ausnahme  von  Cn+1  schon  durch  die  Coefficienten  der  infini- 
tesimalen Transformation  Yf  bestimmt  sind,  denn  die  end- 
lichen Gleichungen  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  stehen  natürlich 
zu  den  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen  Gruppe  )'/' 
genau  in  derselben  Beziehung  wie  die  Transformation  (40)  zu 
der  Transformation  (48).  Demnach  ist  Cn+I  der  einzige  Coef- 
ficient  der  Gleichungen  (52),  der  von  yn+{  abhängt.  Gelingt  es 
uns  daher  yn+l  so  zu  bestimmen,  dass  Cn+i  für  t  =  \  den  Werth 
rrt+i  annimmt,  so  fällt  die  Transformation  (52)  für  /  =  \  mit  der 
Transformation  (40)  zusammen  und  wir  sind  fertig. 

Setzt  man  die  aus  (52)  folgenden  Werthe  der  x',  y  in  die 
Differentialgleichung : 


dy'n 


u 


(53)     «*!*■'-  =  Jfr  {y„x't  +  Ö„y't)  +  yn+l  <*+,  +  ^  yi+. 

ein,  so  muss  man  eine  Identität  bekommen.  Vergleicht  man  da- 
her die  Coefficienten  von  xn+{  auf  beiden  Seiten,  so  erhält  man 
für  Cn+l  die  Differentialgleichung: 

d  dV  =  2  &***  +  ^  L,)  +  r»-M  *"n+.  +  <*«-m  Cn+i  , 

wozu  noch  die  Anfangsbedingung:  Cn+1  =  0  für  /  =  0  kommt. 
Durch  Integration  ergibt  sich  hieraus  wegen : 


der  Werth : 


nn+t  —  ( 


^m*li  Cn^=^r  f  {r0Ky  +  dPLt}e^m*fitlt  + 


1      0 

/xw  +  1        "n  + 1)  *  i 


+  /n+i 


e 


Demnach  wird  Cn+i ,  da  h\  . ..  Ä"n,  L{  ...  Lu  von  yn+l  frei  sind, 
eine  lineare  Function  von  /n+1;  die  Forderung:  Cn+I  =  cÄ+l 
für  £  =  4  lässt  sich  daher  dann  und  nur  dann  durch  geeignete 
Wahl  von  yn+{  befriedigen ,  wenn  der  Coefficient  von  y„+l  für 
/  =  i  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  annimmt.  Das  ist 
nun  in  der  That  der  Fall ,  denn  wir  haben  xn+4  und  dn+i  so  ge- 
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wählt,  dass  die  Differenz:  xn^i  —  <Jn+1  nur  dann  gleich  einem 
ganzen  Vielfachen  von  2/rt  wird,  wenn  sie  verschwindet. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  infinitesimale  Transformation 
Xf  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  stets  so  gewählt  wer- 
den kann,  dass  sie  die  Transformation  (40)  im  Sinne  des  Satzes  5 
erzeugt  und  dass  auch  die  Wurzeln  ihrer  charakteristischen 
Gleichungen  alle  Forderungen  dieses  Satzes  erfüllen.  Der  Satz  5 
ist  also  nach  S.  674  allgemein  bewiesen  und  infolgedessen  (vgl. 
S.  670)  zugleich  auch  der 

Satz  6.  Jede  endliche  projective  Transformation  des  ß4n_4, 
die  einen  nicht  ausgearteten  linearen  Complex  dieses  Raumes  in- 
variant lässtj  ist  von  einer  infinitesimalen  projectiven  Transforma- 
tion des  Äin_4  erzeugt,  die  diesen  linearen  Complex  invariant  las  st. 


§5- 
Sätze  von  Study  über  die  Erzeugung  projectiver  Gruppen. 

Wie  bereits  erwähnt,  hatte  Stidy  den  Satz  2  (d.  Ber.  4 892, 
S.  294)  schon  bewiesen,  bevor  ich  mich  mit  diesen  Untersuchun- 
gen beschäftigte.  Ich  werde  jetzt  mit  Studys  Erlaubniss  diesen 
seinen  Beweis  mittheilen.  Ich  thue  das  um  so  lieber,  weil  erstens 
der  SiTDYSche  Beweis  methodische  Vorzüge  vor  dem  meinigen 
besitzt  und  weil  zweitens  Study  mit  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  zugleich  eine  grosse  Kategorie  von  andern  projectiven 
Gruppen  erledigt. 

Jede  lineare  homogene  Transformation  in  N  Veränderlichen 
ist  bekanntlich  durch  eine  bilineare  Form : 


1...JY 

L  .      ff*.,  1^ 


T =^^aivxiul 

iv 

mit  einer  Reihe  von  Punkt-  und  einer  Reihe  von  Ebenencoordi- 
naten  bestimmt.   Ist  ferner: 


U=2?byflxv 


\...if 
eine  zweite  solche  bilineare  Form,  so  stellt  die  bilineare  Form: 

1..JV 

ivfx 
Math.-phys.  Classe.  1893.  45 


680  Friedrich  Engel, 

die  lineare  homogene  Transformation  dar,  die  entsteht,  wenn 
man  zuerst  die  Transformation  T  und  dann  die  Transformation 
U  ausführt.  Wir  bezeichnen  daher  nach  dem  Vorgange  von  Fro- 
benius  die  Form  (54)  als  das  Product  der  Formen  T  und  U,  und 
schreiben  dafür  TU.  Dabei  ist  es,  nebenbei  bemerkt, ganz  gleich* 
gttltig,  ob  die  betreffenden  linearen  homogenen  Transformationen 
wirkliche  Transformationen  oder  ob  sie  ausgeartet  sind. 

Bildet  man  die  Potenzen  T,  T* ,  . . .  der  Form  T  und  setzt 
man: 


r=2 


V       COy   Uy      , 


so  giebt  es  immer  eine  gewisse  kleinste  positive  ganze  Zahl 
nSiVvon  solcher  Beschaffenheit,  dass  7°,  T1,  ...  Tn~K  linear 
unabhängig  von  einander  sind,  während  Tn  sich  in  der  Form: 

(55)  T»  =  AK  T»-<  +  •  • .  +  An_{ T+AnV 

darstellen  lässt.   Die  algebraische  Gleichung : 

(56)  in  =  Aikn-i  +  ...  +  jn_{l  +  An 

nennen  wir  dann  mit  Study  die  reducirte  charakteristische  Glei- 
chung der  Form  T. 

Study  hat  nun  folgenden  Satz l)  bewiesen. 

Satz  1  von  Study,  Ist  T  irgend  eine  bilineare  Form  mit  zwei 
Reihen  von  je  N  Veränderlichen  und  sind  kA ...  lm  die  von  ein- 
ander  verschiedenen  unter  den  Wurzeln  ihrer  reducirten  charak- 
teristischen Gleichung,  ist  endlich  die  Wurzel  kk  jedesmal  gerade 
hfr-fach,  so  kann  man  immer  und  zwar  nur  auf  eine  Weise  2  m 
bilineare  Formen:  T{...Tm9  &{...  Qm  so  bestimmen,  dass  erstens: 


(57) 


m 


-2>r* 


m 


T  =^  (lk Tk  +  Gk) 


1 


wird  und  dass  zweitens  die  Formen :  Ti  ...Tm,  Q{ . . .  0m  in  den 
Beziehungen 


1)In  der  Arbeit:  Recurrirende  Reihen  und  bilineare  Formen,  Wieoer 
Monatshefte  1891,  S.  23  ff.,  vgl.  insbesondere  S.  47  f. 
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f  Tt  Tk  =  eik  Ti}  0,.  Gk  =  eik  Gk  0,. ,  0?«  =  0 

(58)  T.Gk  =  @kT.  =  e{k@i 

|  (/,  k  =  \  ...  m) 

stehen.   Jede  Potenz  von  T  ist  linear  durch  die  Formen:  T^,  Qk1 

©*  . . .  0**~"  (k  =  \  ...  ro)  ausdrückbar  und  umgekehrt  sind  die 
eben  genannten  Formen  wiederum  linear  durch  T°,  T* ...  Tn~l 
ausdrückbar. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  bilineare  Form,  von 
der  in  diesem  Salze  die  Rede  ist,  eine  nicht  ausgeartete  lineare 
homogene  Transformation  darstellt,  und  wollen  auf  dem  von 
Study  angegebenen  Wege  zeigen,  dass  diese  Transformation  von 
einer  infinitesimalen  linearen  homogenen  Transformation  er- 
zeugt ist. 

Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  zunächst  eine  continuirliche 
lineare  homogene  Gruppe,  die  die  Transformation  T  enthalt  und 
die  aus  lauter  vertauschbaren  Transformationen  besteht,  und 
sodann  berechnen  wir  alle  in  dieser  Gruppe  enthaltenen  infini- 
tesimalen Transformationen,  von  denen  T  erzeugt  ist. 

Eine  Gruppe  von  der  angegebenen  Eigenschaft  ist  die 
n-gliedrige,  die  aus  den  oo"  linearen  homogenen  Transforma- 
tionen : 

(59)  a0  r  +  aA  T*  +  •  •  •  +  an^  T»~* 

besteht.  Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sind  das  näm- 
lich sicher  oon  verschiedene  Transformationen,  zu  denen  insbe- 
sondere T  gehört.  Dass  diese  Transformationen  paarweise  ver- 
tauschbar sind,  ist  klar;  dass  sie  eine  Gruppe  bilden,  folgt 
daraus,  dass  die  nte  und  alle  höheren  Potenzen  von  T  sich 
linear  durch  7°,  J4 ...  !Tn"~*  ausdrücken  lassen.  Auch  die  all- 
gemeine infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  (59)  ist  leicht 
angebbar,  sie  hat  nämlich  einfach  die  Form: 

(60)        r  +  {e0  r  +  e{  r  + . .  •  +  en_x  r»-*}  dt 

und  es  kommt  daher  nur  darauf  an,  e0 ,  eK . . .  en-4  in  allgemeinster 
Weise  so  zu  bestimmen ,  dass  T  gerade  von  der  infinitesimalen 
Transformation  (60)  erzeugt  wird. 

Nach  dem  STUDYseben  Satze  lässt  sich  die  allgemeine  infini- 
tesimale Transformation  (60)  unsrer  Gruppe  auch  in  der  Form: 

45* 
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1     L  1  J 


(60')  r  + 

darstellen,  wo  die  et  und  ß  wieder  willkürliche  Parameter  sind. 
Setzen  wir  hier  die  bilineare  Form ,  die  als  Factor  von  dt  auf- 
tritt, gleich  S,  so  lauten  die  endlichen  Transformationen  der  von 
(60')  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  so: 

(6i)  r° +J^  ^  s". 

1      vi 

Demnach  müssen  wir  versuchen,  die  allgemeinsten  Werthe  der 
et  und  ß  zu  finden,  bei  deren  Einsetzung  der  Ausdruck  (64)  für 
t  =  \  die  Form  T  annimmt. 

Vergleichen  wir  den  Ausdruck  (64),  nachdem  wir  vorher 
t  =  \  gesetzt  haben,  mit  T  und  berücksichtigen  wir  die  Glei- 
chungen (57)  und  die  Multiplicationsregeln  (58) ,  so  ergiebt  sich 
eine  Gleichung,  die  sofort  in  die  m  folgenden  zerfällt: 

h  **  +  ©*  =  Tk  +jgr  -L  («fc  Tk  +J?«  ßkT  e\j 

[k  =  \  . . .  m)  . 

Die  Factoren  von  Tk  müssen  auf  beiden  Seiten  übereinstimmen, 

also  wird  lk  =  e"k  und  somit  ak  =  lg  lk .  Was  übrig  bleibt 
lässt  sich  wegen  (58)  auoh  so  schreiben: 

oder  auch  so : 

<2?  Ar  ®S  I 

demnach  werden  die  ßkT  durch  die  Gleichung: 

2ßkTei  =  ^  +  ®±) 


bestimmt. 


A*       2Ut/+      ^hk-\\i.k} 
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Die  allgemeinste  in  der  Gruppe  (59)  enthaltene  infinitesimale 
Transformation ,  von  der  die  Transformation  T  erzeugt  ist ,  hat 
in  Folge  dessen  die  Form ') : 

(62)        7"  +Ji  {lg  lk  .  Tk  +^!t^p:  (|l)TJ  dt . 

sie  ist,  wie  man  sieht,  immer  eine  brauchbare  infinitesimale 
Transformation,  es  mttsste  denn  eine  der  Wurzeln  lK...Xm  ver- 
schwinden, was  aber  hier  nicht  eintreten  kann,  da  T  keine  aus- 
geartete Transformation  ist. 

Durch  das  eben  gewonnene  Ergebniss  ist  nun  Study  in  den 
Stand  gesetzt,  den  folgenden  allgemeinen  Satz  zu  beweisen: 

Satz  2  von  Study.  Ist  eine  lineare  homogene  Gruppe  in  N 
Veränderlichen  so  beschaffen,  dass  sich  die  Coefficienten  ihrer  all- 
gemeinen endlichen  Transformation  als  lineare  homogene  Func- 
tionen der  Parameter  der  Gruppe  darstellen  lassen,  so  ist  jede 
endliche  Transformation  der  Gruppe  von  einer  infinitesimalen 
Transformation  der  Gruppe  erzeugt. 

In  der  That,  ist  G  eine  solche  Gruppe  und  ist  T  irgend  eine 
nicht  ausgeartete  lineare  homogene  Transformation,  die  ihr  an- 
gehört, so  sind  in  G  nicht  blos  die  Transformationen:  T,  T*9  T* . . , 
enthalten,  sondern  auch  jede  Transformation  von  der  Form : 

Besteht  nun  die  Identität : 

T«  =  AKT»-*  +  .--  +  An_xT+AnT\ 

wo  n  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  auf  S.  680 ,  so  kann  An  nicht 
verschwinden,  weil  T  sonst  ausgeartet  wäre,  folglich  enthält  G 
auch  die  Transformation  T°  und  damit  überhaupt  jede  Trans- 
formation der  oben  besprochenen  Gruppe  (59).  Da  wir  aber  be- 
wiesen haben,  dass  jede  endliche  Transformation  der  Gruppe 
(59)  von  einer  infinitesimalen  Transformation  dieser  Gruppe  er- 
zeugt ist,  so  ist  damit  zugleich  unser  Satz  bewiesen. 

4)  Study  weist  ausdrücklich  darauf  hin,  dass  die  formale  Uebcrein- 
stimmung  des  Coefficienten  von  &t  mit  der  Reihe  für  lg  [x  +  &*)  nicht 
überraschen  kann  und  dass  sie  sich  durch  eine  Bemerkung  erklärt,  die  er 
in  seiner  Abhandlung  »über  complexe  Zahlen  mit  Transformationsgruppen« 
gemacht  hat  (s.  d.  Ber.  4880,  S.  24  0f.).  Die  Formel  (V)  dort  liefert  für: 
.t,  =  .r3  =  0,  ar,  =  A*  geradezu  einen  besonderen  Fall  der  Reihe  in  (68). 


684  Friedrich  Engel, 

Die  Uebertragung  dieses  Satzes  auf  projective  Gruppen  des 
Ajr-i  liegt  auf  der  Hand.  Es  ergiebt  sich  unter  Anderm,  dass 
die  allgemeine  projective  Gruppe,  die  allgemeine  lineare,  die 
allgemeine  lineare  homogene  sämmtlich  die  Eigenschaft  haben, 
dass  jede  ihrer  endlichen  Transformationen  von  einer  ihrer  in- 
finitesimalen Transformationen  erzeugt  ist.  Dasselbe  gilt  über- 
haupt von  jeder  projectiven  Gruppe  des  tfy_i ,  die  keine  krummen 
sondern  nur  ebene  Mannigfaltigkeiten  des  Ajy_i  in  Ruhe  lässt 
und  durch  die  bei  ihr  invarianten  ebenen  Mannigfaltigkeiten 
vollständig  definirt  ist. 


§6- 

Betrachtungen  Stadys  über  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe 

der  Ebene. 

Zu  den  Untersuchungen,  die  ich  in  §  1  — 4  angestellt  habe, 
bin  ich,  wie  schon  angedeutet  (d.  Ber.  4  892,  S.279,  Anm.),  durch 
die  Bemerkung  veranlasst  worden,  dass  nicht  jede  endliche  Trans- 
formation der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  der  Ebene 
von  einer  infinitesimalen  Transformation  dieser  Gruppe  erzeugt 
ist.  Stidy,  dem  ich  meine  Bemerkung  mittheilte,  hat  mir  ein 
Manuscript  zur  Verfügung  gestellt,  in  dem  ersieh  eingehend  mit 
diesem  merkwürdigen  Verhalten  der  genannten  Gruppe  beschäf- 
tigt und  den  inneren  Grund  dafür  entwickelt.  Dieses  Manuscript 
liegt  dem  gegenwartigen  Paragraphen  zu  Grunde,  der  mithin 
auch  als  Studys  Eigenthum  zu  betrachten  ist. 

Wir  betrachten  für  einen  Augenblick  die  allgemeine  lineare 
homogene  Gruppe  der  Ebene.  Bei  Benutzung  homogener  Coordi- 
naten  hat  die  allgemeine  Transformation  dieser  Gruppe  die  Form : 

(X0  =  &oo  ^0 
x[=  ^,^  +  a^x, 

Xi=  «11  ^i  +  öm-*i  • 

Statt  der  eben  geschriebenen  Gleichungen  werden  wir  auch  die 
abgekürzte  Schreibweise  benutzen,  indem  wir  die  allgemeine 
Transformation  unserer  Gruppe  durch  die  gleich  Null  gesetzte 
bilineare  Form : 

(64)  S  =  "ooaV'u  +  © 
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darstellen,  wo 

©  =  a41  xK  uk  +  atl  xi  ut  +  a41.TiMl  +  a„a?,t/t 

die  Veränderlichen  x0 ,  u0  nicht  mehr  enthält. 
Die  Grösse  a00  und  die  Determinante: 

der  Form  ©  müssen  von  Null  verschieden  sein ,  wenn  die  Glei- 
chungen (63)  oder  die  äquivalente  Gleichung:  S  =  0  eine  nicht 
ausgeartete  Transformation  darstellen  sollen. 

Die  Gruppe  (63)  enthält  eine  eingliedrige  invariante  Unter- 
gruppe G, ,  deren  Transformationen  mit  allen  Transformationen 
(63)  vertauschbar  sind,  nämlich  die  Gruppe  der  perspectiven 
Transformationen : 

au  —  a«  i     a*i  =  a*t  =  °  > 

die  jeden  Strahl  des  Punktes :  uQ  =  0  und  jeden  Punkt  der 
Geraden:  <r0  =  0  in  Ruhe  lassen.  Jede  nicht  in  dieser  Unter- 
gruppe enthaltene  Transformation  (63)  lässt  ein  bestimmtes 
Strahlenpaar: 

atlx*  +  (a„  —  au)x{  xt  —  a„x\  =  0 

des  Punktes:  w0  =  0  und  ein  gewisses  Punktepaar: 

—  a41M*  +  [at ,  —  a„)  u{  u%  +  otl  x\  =  0 

« 

der  Geraden:  x0  =  0  in  Ruhe,  insbesondere  aber  einen  Doppel- 
strahl und  einen  Doppelpunkt,  wenn  der  Ausdruck: 

(65)  [a{  {  —  otf  )f  +  *  «t ,  «„  =  (a{ ,  +  af  t)f  —  4  J 

den  Werth  Null  hat.  Wir  erwähnen  noch,  dass  die  zuletzt  ge- 
nannten besondern  Transformationen  eine  irreducible  Mannig- 
faltigkeit bilden;  die  quadratische  Form  (65)  ist  ja  als  Summe 
von  drei  Quadraten  darstellbar  und  kann  daher  nicht  in  zwei 
lineare  Factoren  zerlegt  werden. 

Ausser  der  besprochenen  eingliedrigen  Gruppe  G{  giebt  es 
in  der  Gruppe  (63)  noch  eine  zweite  continuirliche  invariante 
Untergruppe  Gs ,  eben  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe, 
die  hier  untersucht  werden  soll.  Sie  ist  deßnirt  durch  die 
Gleichung: 

(6«)  <  =  J  ; 
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in  der  That  ist  die  Schaar  von  Transformationen,  die  durch  diese 
Gleichung  aus  der  Schaar  (4)  abgeschieden  wird,  irreducibel, 
denn  die  Form  J  —  aj0  ist  als  Summe  von  fünf  Quadraten  dar- 
stellbar. 

Die  Gruppe  G3  enthält  ausser  der  identischen  Transforma- 
tion noch  eine  ausgezeichnete  Transformation,  nämlich  die  per- 
spective Transformation: 

(67;  —  av*0  +  ff1uJ+a;1ü1  =  Ö, 

in  der  sie  von  der  Gruppe  GK  durchdrungen  wird.  Es  ist  das 
beiläufig  bemerkt  die  einzige  involutorische  Transformation  der 
&s.  Will  man  die  Gz  isomorph  auf  die  allgemeine  projective 
Gruppe  der  Geraden  beziehen,  so  muss  man  der  Transformation 

(67)  die  identische  Transformation  entsprechen  lassen.  Den  oo* 
involutorischen  Transformationen,  die  es  in  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  der  Geraden  giebt,  entsprechen  dabei  Trans- 
formationen von  der  Periode  vier. 

Die  Transformationen  unsrer  Gz ,  die  nur  einen  Strahl  des 
Punktes  w0  =  0  und  nur  einen  Punkt  der  Geraden:  <r0  =  0  in 
Ruhe  lassen,  besitzen  nun  eine  merkwürdige  Eigenschaft:  sie 
zerfallen  nämlich,  wie  aus  der  Gleichung  (65)  unmittelbar  her- 
vorgeht, in  zwei  getrennte  Schaaren,  von  denen  die  eine : 

(68)  a4l+fl„-2«00  =  0 

die  identische  Transformation  enthält,  während  der  andern: 

(69)  a41+tf„  +  2a00  =  0 

die  involutorisch-perspective  Transformation  (67)  angehört. 

Wir  betrachten  jetzt  die  in  unsrer  G9  enthaltenen  infini- 
tesimalen Transformationen,  ihre  Bahncurven  und  die  von  ihnen 
erzeugten  endlichen  Transformationen. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

(70)  T*  =  x9u.  +  xm  +  x%ut 
und: 

(71)  T=  c^x^  +  cu av*a  +  citxtuA  +  c^xtut  , 

so  können  wir  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  von 
&s  durch  die  gleich  Null  gesetzte  bilineare  Form: 

T*  +  (c0,x,u,  +  T)dt 
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darstellen,  wo  die  cik  in  der  Beziehung:  c44  +  cfl  =  2c00  stehen 
und  wo  der  Factor  von  dt  das  LiESche  Symbol  der  betreffenden 
infinitesimalen  Transformation  ist.  Da  nun  aber  zwei  solche 
infinitesimale  Transformationen,  deren  Symbole  sich  blos  um  ein 
Vielfaches  von:  a?0w0  +  xKuK  +  x%ut  unterscheiden,  in  der 
Ebene  beide  dieselbe  infinitesimale  Transformation  darstellen, 
so  können  wir  c00  immer  gleich  Null  setzen  und  erhalten  somit 
für  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  unsrer  G9  die 
einfachere  Darstellung: 

(72)  T«+Tdt} 
wo  die  cik  der  Bedingung : 

(73)  c44  +  cM  =  0 

genügen  müssen. 

Man  sieht  leicht ,  dass  die  Bahncurven  der  infinitesimalen 
Transformation  (72)  Kegelschnitte  sind,  die  das  fest  bleibende 
Strahlenpaar  des  Punktes :  ü0  =  0  in  den  zugehörigen  Punkten 
der  Geraden:  ir0  =  0  berühren.  In  Punktcoordinaten  werden 
diese  Bahncurven  dargestellt  durch  die  Gleichung : 

(74)  lx\  +  ji  (cu  x\  +  (c„  —  c44)a?4  x%  —  citx\)  =  0 
und  in  Liniencoordinaten  durch  die  Gleichung: 

(75)  l'  u\  +  fi'{—  cKXu\  +  (cu  —  c„)  uK  u%  +  cu  x\)  =  0 . 

Beide  Gleichungen  stellen  überdies  dieselbe  Curve  dar ,  wenn 
man  die  Parameter  l :  \i  und  X' :  f.i  der  Bedingung: 

(76)  4  W  +  i*li'{(cii  -  clf)»  +  4c4tc44}  =  0 

gemäss  wählt. 

Eine  Ausnahme  bilden  die  infinitesimalen  Transformationen 
von  G9 ,  deren  Coefficienten  die  Bedingung : 

(c4i  — c„),  +  4c4tc44  =  0 

oder,  was  zufolge  (73)  dasselbe  ist,  die  Bedingung: 

(77)  c44c„  —  citcti  =  0 

erfüllen :  Bei  ihnen  bleibt  nur  ein  (doppeltzählender)  Punkt  der 
Geraden :  xQ  =  0  in  Ruhe,  die  Bahncurven  (74)  aber  zerfallen  in 
Paare  gerader  Linien,  deren  Durchschnittspunkte  in  jenem  Punkte 
liegen  und  die  von  dem  Punkte:  u0  =  0  und  der  Geraden :  a?0  =  0 
harmonisch  getrennt  werden. 
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Es  ist  leicht,  die  endlichen  Transformationen  der  einglied- 
rigen Gruppe  anzugeben,  die  von  der  infinitesimalen  Transfor- 
mation (72)  erzeugt  wird. 

In  dem  allgemeinen  Falle,  das  heisst,  so  lange  die  Gleichung 
(77)  nicht  besteht,  werden  die  Goefficienten  in  den  Transforma- 
tionen der  betreffenden  eingliedrigen  Gruppe  durch  die  Glei- 
chungen : 

Ö00  =  «11  tt«  —  aitüU  —  l*  +  ^(CHCl!  —  CliCil) 

bestimmt,  die  eingliedrige  Gruppe  selbst  wird  also  durch  die 
gleich  Null  gesetzte  bilineare  Form: 

(79)  a00  #0  wd  +  X  [xK  u4  +  x%  ut)  +  p  T 

dargestellt. 

In  der  That,  fasst  man  X  und  p  als  homogene  Parameter 
auf,  so  definiren  die  Gleichungen  (78)  eine  einfach  unendliche 
Scbaar  von  Transformationen  unsrer  Gs.  Jedem  Werthsysteme : 
X :  /t  entsprechen  im  Allgemeinen  zwei  Transformationen  der 
Schaar,  da  aber  die  Gleichung  (77)  nicht  erfüllt  ist,  so  ist  klar, 
dass  die  Schaar  continuirlich  ist.    Aus  den  Relationen: 

(80)  \Tk  =  "  ^i|Cm  ~"  C|*Cii' (a?|Ml  +  X%  W,) 
\{xiui+XtUi)T=T[xiut+xiut)  =  T 

ergiebt  sich  überdies,  dass  diese  continuirliche  Schaar  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  bildet,  und  dass  die  Art  und  Weise,  in  der  sich 
die  homogenen  Parameter  X,  f.i  der  Gruppe  zusammensetzen, 
durch  die  Gleichungen : 

(Si]  [V  =  **'  —  P/*'(c««m  -  cltctl)     • 

[     ]  \ii"  =  Xll'  +  pX' 

angegeben  wird.  Endlich  erhalt  man  aus  (79)  für:  X  =  \,  fi  =  0, 
a00  =  X  die  identische  Transformation,  für  X  =  4 ,  p  =  0, 
a00  =  —  X  die  involutorisch-perspective  Transformation  (67)  und 
für:  X  =  \,  n  =  dt,  aQ0  =  X  die  infinitesimale  Transformation  (72). 
Unsre  eingliedrige  Gruppe  ist  also  sicher  von  dieser  infinitesi- 
malen Transformation  erzeugt. 


i 
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Ganz  anders  verhält  es  sich,  wenn  die  cik  der  Gleichung  (77) 
genügen.  Dann  bilden  zwar  die  Transformationen  (79)  immer 
noch  eine  Gruppe,  aber  diese  Gruppe  ist  nicht  mehr  conlinuir- 
lich,  sondern  sie  zerfallt  entsprechend  den  beiden  Werthen: 
+  /  und  —  k  von  a00  in  die  beiden  getrennten  continuirlichen 
Schaaren : 

(82)  k  (<r0ti0  +  xK  uK  +  o^u,)  +  ^  T 
und: 

(82')  A(— a?,M0  +  ®tMt+a?iwi)  +  /ir- 

Von  diesen  beiden  Schaaren  bildet  blos  die  erste  für  sich  ge- 
nommen eine  continuirliche  eingliedrige  Gruppe,  die  die  iden- 
tische Transformation  enthalt  und  von  der  infinitesimalen  Trans- 
formation (72)  erzeugt  ist,  die  zweite  dagegen  bildet  keine 
continuirliche  Gruppe  und  enthalt  weder  die  identische  noch 
eine  infinitesimale  Transformation,  dagegen  enthält  sie  die  invo- 
lutorisch-perspective  Transformation  (67). 

Wir  sehen  hieraus ,  dass  alle  continuirlichen  eingliedrigen 
Untergruppen  unsrer  G, ,  die  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Gs  erzeugt  sind,  durch  die  Gleichungen  (78)  definirt 
sind,  vorausgesetzt,  dass  man,  sobald  die  Gleichung  (77)  besteht, 
dem  a00  den  Werth  k  ertheiit. 

Denken  wir  uns  nunmehr  irgend  eine  endliche  Transforma- 
tion (63)  unsrer  G,  gegeben  und  versuchen  wir  festzustellen, 
welchen  eingliedrigen,  von  infinitesimalen  Transformationen  er- 
zeugten Untergruppen  der  Gz  sie  angehört. 

Aus  (78)  und  (73)  folgt  augenscheinlich: 

(83)  (ai{  +  «„)•  —  4oJ0  =  —  4^«  {cuc„  —  cl%cu) . 
Ist  daher  der  Ausdruck : 

(»*)  Kt  +  O'-Ko 

nicht  gleich  Null,  so  kann  die  gegebene  Transformation  (63)  nur 
einer  solchen  eingliedrigen  Gruppe  angehören ,  deren  infinitesi- 
male Transformation  die  Gleichung  (77)  nicht  erfüllt.  Wir  finden 
die  betreffende  infinitesimale  Transformation ,  wenn  wir  /*  =  4 
setzen  und  dann  A,  c14,  c„,  ci%J  cti  aus  den  Gleichungen  (73) 
und  (78)  bestimmen,  was  offenbar  nur  auf  eine  Weise  möglich 
ist.   Demnach  gehört  jede  Transformation  (63)  unsrer  G3,  für  die 
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der  Ausdruck  (84}  nicht  verschwindet,  einer  aber  auch  nur  einer 
eingliedrigen  Untergruppe  der  G3  an,  die  von  einer  infinitesimalen 
Transformation  der  <73  erzeugt  wird. 

Ist  der  Ausdruck  (84)  null,  so  ist  entweder: 

(85)  fl41  +  a41  — 2a00  =  0 
oder: 

(86)  o*i+o,.  +  8fl0i  =  0 

und  aus  (83)  ergiebtsich,  dass  in  beiden  Fällen  entweder:  /u  =  0 
oder  die  Gleichung  (77)  erfüllt  sein  rouss. 

Sehen  wir  nun  von  der  identischen  Transformation : 

°00  =  a41  =  ««  >        aii  =  O%{  =  0 

ab,  da  die  jeder  von  einer  infinitesimalen  Transformation  er- 
zeugten eingliedrigen  Untergruppe  angehört,  so  erkennen  wir 
sofort,  dass  jede  endliche  Transformation  (63),  die  der  Gleichung 
(85)  genügt,  einer  aber  auch  nur  einer  eingliedrigen  Untergruppe 
der  G3  angehört.  Wir  finden  die  infinitesimale  Transformation 
dieser  eingliedrigen  Gruppe  wie  vorhin,  indem  wir  fi  =  \  setzen 
und  die  Gleichungen  (73)  und  (78)  nach  l,  c41 ,  cft ,  c4t,  cu  auf- 
lösen. 

Genügt  dagegen  die  Transformation  (63)  der  Gleichung  (86) 
und  ist  sie  nicht  die  in volutorisch  -perspective  Transformation 
(67),  ist  also  nicht: 

—  »00  =  flH   =  «M  »        ait  =  ÜU  —  0  I 

so  gehört  sie  gar  keiner  eingliedrigen  Untergruppe  der  G3  an, 
die  von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  G3  erzeugt  ist. 
Die  involutorisch-perspective  Transformation  (67)  endlich 
gehört  jeder  eingliedrigen  Untergruppe  der  G3  an,  deren  infini- 
tesimale Transformation  die  Bedingung  (77)  nicht  erfüllt,  da- 
gegen gehört  sie  keiner  eingliedrigen  Untergruppe  der  G3  an, 
deren  infinitesimale  Transformation  der  Bedingung  (77)  genügt. 

Die  hier  geschilderten  Verhaltnisse  werden  noch  deutlicher, 
wenn  man  die  Vorstellungen  der  Mannigfaltigkeitslehre  benutzt. 

Deuten  wir  a00,  alu  o4i,  oi4 ,  a„  als  homogene  Punkt- 
coordinaten  in  einem  ebenen  RA ,  so  entsprechen  den  oo8  Trans- 
formationen unsrer  G3  die  Punkte  einer  nicht  ausgearteten, 
dreifach   ausgedehnten    Mannigfaltigkeit   zweiten   Grades   Äj. 
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Insbesondere  entsprechen  der  identischen  Transformation  und 
der  perspectiven  Transformation  (67)  zwei  Punkte  E  und  ©  der 
M\,  deren  Verbindungslinie  keine  Erzeugende  der  M J  ist. 

Die  Gruppen  (79)  werden  durch  die  oo*  Kegelschnitte  von 
Ml  abgebildet,  die  sowohl  E  als  ©  enthalten.  Diese  Kegelschnitte 
überdecken  die  M\  einfach,  entsprechend  dem  Umstände,  dass 
jede  von  der  identischen  Transformation  und  von  der  perspec- 
tiven Transformation  (67)  verschiedene  Transformation  nur  in 
einer  der  Gruppen  (79)  enthalten  ist.  Im  Allgemeinen  stellt 
jeder  unsrer  Kegelschnitte  eine  eingliedrige  Untergruppe  der 
Gj  dar,  die  von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  G,  er- 
zeugt ist.  Aber  es  giebt  unter  unsern  Kegelschnitten  oo*  zer- 
fallende, für  die  das  nicht  mehr  gilt:  sie  erfüllen  die  beiden 
Kegel  von  Erzeugenden  der  M\  ,  die  durch  E  und  6  hindurch- 
laufen. Jede  durch  E  gehende  Erzeugende  von  M\  ist  das  Bild 
einer  eingliedrigen  Untergruppe,  die  von  einer  infinitesimalen 
Transformation  von  G3  erzeugt  ist.  Dagegen  stellt  eine  durch  © 
gehende  Erzeugende  von  M\  für  sich  allein  genommen  keine 
Untergruppe  von  G,  dar,  sondern  man  erhalt  erst  dann  eine 
Untergruppe ,  wenn  man  noch  die  sie  schneidende  Erzeugende 
hinzunimmt,  die  durch  E  geht:  beide  zusammen  stellen  dann 
eine  Gruppe  dar,  die  aus  zwei  getrennten  continuirlichen  Schaaren 
besteht.  Allerdings  haben  diese  beiden  Schaaren  eine  Trans- 
formation gemein,  nämlich  die,  deren  Bild  der  Schnittpunkt  der 
betreffenden  Erzeugenden  ist,  aber  diese  Transformation  ist, 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  ausgeartet. 

;  Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  sich  zu  vergegenwärtigen,  wie 

I  sich  die  besprochenen  Vorkommnisse  analytisch  darstellen,  wenn 

man  statt  der  bisher  benutzten  Parameterdarstellung  der  ein- 
gliedrigen Untergruppen  G,  die  Lisschen  kanonischen  Parameter 
wählt.  Ueberdies  ist  das  auch  schon  an  und  für  sich  wünschens- 
werth,  denn  wir  haben  bisher  eigentlich  nur  bewiesen,  dass  ge- 
wisse TransformatioQen  der  G.  sicher  nicht  von  infinitesimalen 

i  3 

Transformationen  der  G3  erzeugt  sind ;  von  den  übrigen  Trans- 
formationen der  Gs  wissen  wir  aber  blos ,  dass  jede  unter  ihnen 
einer  eingliedrigen  Untergruppe  angehört,  die  im  gewöhnlichen 
Sinne  von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gs  erzeugt 
ist,  wir  wissen  dagegen  noch  nicht,  ob  denn  auch  wirklich 
ohne    Ausnahme   alle    Transformationen    dieser    eingliedrigen 
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Gruppe  von  der  betreffenden  infinitesimalen  Transformation  er- 
zeugt sind. 

Haben  T°  und  T  dieselbe  Bedeutung  wie  auf  S.  686  f.  und 
ist  wie  damals:  cu  +  c„  =  0 ,  so  wird  die  kanonische  Form 
unsrer  G,  durch  die  gleich  Null  gesetzte  bilineare  Form: 

oo      . 

1  Vi 

dargestellt.  Bei  Berücksichtigung  der  Relationen  (80)  findet  man 
leicht,  dass  diese  Form  die  Gestalt: 

(87)  x0t/0  +  [x{  uf  +  <r2u,)  cos  h  +  T  —j— 

erhält,  wo  zur  Abkürzung: 

(88)  h  =  VcKie%%  —  c„cu 

gesetzt  ist.  Vergleicht  man  den  Ausdruck  (87)  mit  der  Form 
(64),  so  erkennt  man,  dass  die  kanonischen  Parameter  einer  be- 
liebigen Transformation  (63)  unsrer  G3  ausser  der  Relation: 
cM  +  cM  =  0  nur  noch  die  Gleichungen : 


(89) 


-ü  =  cosA+cu-_ 

aoo  n 

am.  sin  h 


«41 

= 

cll 

sin  aj 

, 

«00 

h 

«00 

= 

cos 

h  + 

C,t 

sin  A 
h 

erfüllen  müssen.  Durch  diese  Gleichungen  sind  aber  die  c^ 
auch  im  Allgemeinen  vollständig  bestimmt;  denn  man  erhalt 
aus  ihnen : 


(90) 


«4  1    +  «4* 

h  =  arecos  -^ " 

*a00 

\        

=  aresin  -  —  V(2  a00  —  aK 1  —  a„)  (2a00  +  au  +  olt) 


2  «00 


und  sodann : 


(W) 


c    _  «n  —  «ii       Ä.  c    _?«._*_. 

H  2a00         sinÄ'         ll       a00    sinA 

_aM        A  _««  — «44 


4*       o00     sin/j  '  "  2«00         sinA 


Man  sieht  hieraus,  dass  die  kanonischen  Parameter  einer 
vorgelegten  endlichen  Transformation  der  Gs  zwar  nur  unendlich- 
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deutig  bestimmt  sind,  dass  sich  aber  diese  Unbestimmtheit  nicht 
auf  die  Verhältnisse  der  Parameter,  also  auch  nicht  auf  die  Para- 
meter der  erzeugenden  infinitesimalen  Transformation  erstreckt. 
Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (94)  haben  den  gemein- 
samen Factor: 


2a00  arccos  a44  +  et 


*t 


h 2o00 ^ 

(92)  sin  h       V(«aii-all-atJ(8aii+ail  +  aM)  ' 

Da  nun  eine  endliche  Transformation  unsrer  G3  nur  dann  wirk- 
lich von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  G3  erzeugt  ist, 
wenn  ihre  kanonischen  Parameter  endlich  sind,  und  da  a00  nicht 
verschwinden  kann,  so  müssen  wir  jetzt  noch  die  Fälle  unter- 
suchen, in  denen  der  Nenner  des  Ausdrucks  (92)  verschwindet. 
Ist  zunächst: 

(85)  2a00  —  a44  —  a„  =  0  , 

so  werden  alle  Werthe  von  (92)  unendlich  bis  auf  einen,  der 
unter  der  Form :  Null  durch  Null  erscheint  und  den  wahren 
Werth  Eins  besitzt.    Ist  andrerseits: 

(86)  2a00.+  a44+a„  =  0, 

so  werden  alle  Werthe  des  Ausdrucks  (92)  unendlich  gross. 
Sieht  man  daher  im  ersten  Falle  von  der  identischen  Trans- 
formation : 

(93)  ai{  =  a„  =  a00 ,      a41  =  atl  =  0  , 

ab  und  im  zweiten  von  der  perspectiven  Transformation: 

(94)  a,,=a„  =  —  a00,      a««  =  a*i=°; 

da  für  beide  die  kanonischen  Parameter  cik  in  der  unbestimmten 
Form:  Null  durch  Null  erscheinen,  so  findet  man  Folgendes:  Im 
Falle  (85)  giebt  es  für  die  betreffende  Transformation  der  G3 
stets  eine  aber  auch  nur  eine  kanonische  Parameterdarstellung 
mit  endlichen  Parametern.  Im  Falle  (86)  dagegen  wird  unter 
den  kanonischen  Parametern  der  betreffenden  Transformation 
der  G3  mindestens  einer  unendlich,  eine  solche  Transformation 
ist  daher  von  gar  keiner  infinitesimalen  Transformation  der  G3 
erzeugt. 

Um  nun  auch  die  beiden  soeben  ausgeschlossenen  Trans- 
formationen unsrer  G3  zu  erledigen,  kehren  wir  zu  den  Glei- 
chungen (89)  zurück. 
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Für  die  kanonischen  Parameter  der  identischen  Transforma- 
tion erhalten  wir  die  Gleichungen: 

sinA        A  sinA 

1  =  cosA  +  c41-^-,     0=  c«—/n 

sinA  ,    ,         sinA 

0=  c*l~JT'        =  cosA  +  cM  — ^—  , 

wozu  noch:  cu  +  cM  =  0  kommt.  Hieraus  folgt  cos  A  =  4 , 
sinA  =  0  und  A  =  2A'/r,  wo  fc  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Ist 
insbesondere  A:  =  0 ,  so  ergiebt  sich  offenbar:  cit  =  c14=cM 
=  c„  =  0 ,  ist  dagegen  &  4=  0  >  so  ergiebt  sich  keine  weitere 
Gleichung  zwischen  den  cik.  Sind  daher  die  kanonischen  Para- 
meter der  identischen  Transformation  nicht  alle  null,  so  sind  sie 
nur  an  die  Gleichungen: 

(95)  cH c„  —  ctic{t  =  4A47T* ,     ci{  +  cM  =  0 

gebunden,  wo  ä  eine  beliebige  von  Null  verschiedene  ganze 
Zahl  ist. 

In  entsprechender  Weise  findet  man,  dass  kanonische  Para- 
meter der  perspectiven  Transformation  (94)  alle  die  aber  auch 
nur  die  Werthsysteme  der  cik  sind,  die  Gleichungen  von  der 
Form: 

(96)  cuc„  —  c{icu  =  (2*  +  *)*tt*  ,     c41  +  cM  =  0 

genügen,  unter  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  verstanden. 

Hiermit  sind  die  früheren  Resultate  sämmtlich  wieder  ge- 
funden, aber  auch  zugleich  vertieft,  denn  jetzt  wissen  wir,  dass 
die  von  der  perspectiven  Transformation  (93)  verschiedenen 
Transformationen,  die  der  Bedingung  (86)  genügen,  die  einzigen 
Transformationen  der  G,  sind,  die  von  keiner  infinitesimalen 
Transformation  der  Gs  erzeugt  sind.  Jede  andre  Transformation 
der  G3  mit  Ausnahme  der  Transformationen  (93)  und  (94)  ist  von 
einer  aber  auch  nur  einer  infinitesimalen  Transformation  der  G, 
erzeugt,  aber  von  dieser  wird  ste  unendlich  oft  erzeugt,  wiederum 
ausgenommen  die  von  der  identischen  Transformation  verschie- 
denen Transformationen,  die  der  Bedingung  (85)  genügen. 

§7. 
Schlussbemerkiingen. 

Durch  die  im  vorigen  Paragraphen  mitgetheilten  Betrach- 
tungen Studys  ist  so  ziemlich  alles  erschöpft,  was  über  die  Er- 
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zeugung]der  endlichen  Transformationen  der  speciellen  linearen 
homogenen  Gruppe  der  Ebene  gesagt  werden  kann.  loh  will 
daher  nur  noch  mit  ein  paar  Worten  auseinandersetzen,  welches 
Licht  die  entwickelten  Eigenschaften  auf  die  Begriffe:  holoedrisch 
isomorph  und  gleichzusammengesetzt  werfen. 

Die  specielle  lineare  homogene  Gruppe  G3  der  Ebene  ist 
nach  Lies  Definition  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  Ts 
der  Geraden  gleichzusammengesetzt  und  daraus  folgt,  wie  Lie 
bewiesen  hat  (s.  Th.  d.  Trfgr.  I,  Kap.  24),  dass  beide  Gruppen 
auch  im  Sinne  der  Substitutionentheorie  holoedrisch  isomorph 
sind,  sobald  man  sich  auf  die  Transformationen  in  einer  gewisse 
Umgebung  der  identischen  Transformation  beschränkt.  Dass  man 
sich  in  dieser  Weise  beschränkt ,  wird  ja  bei  allen  Theorien  des 
Abschnitts  I  vorausgesetzt  und  nur  unter  dieser  Voraussetzung 
wird  dort  bewiesen,  dass  gleichzusammengesetzte  Gruppen  auch 
holoedrisch  isomorph  sind.  Betrachtet  man  dagegen  die  beiden 
G,  und  r,  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung,  so  kann  man  nicht  mehr 
sagen ,  dass  sie  holoedrisch  isomorph  sind  im  Sinne  der  Substitu- 
/tonenl/tiorze,  vielmehr  muss  man  sagen,  dass  Ts  mit  G3  meroedrisch 
isomorph  ist.  Dass  die  beiden  Gruppen  nicht  holoedrisch  iso- 
morph im  strengsten  Sinne  des  Wortes  sein  können ,  folgt  aus 
den  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen,  namentlich  folgt 
es  schon  daraus,  dass  die  Transformationen  von  F,  einen  ebenen 
i?3  bilden,  die  von  G,  dagegen  eine  Mannigfaltigkeit  zweiten 
Grades  in  einem  ebenen  RA. 

Wenn  man  daher  continuirliche  Gruppen  hat,  deren  analy- 
tische Darstellung  so  beschaffen  ist,  dass  man  sich  nicht  blos  auf 
die  Umgebung  der  identischen  Transformation  zu  beschränken 
braucht,  sondern  vielmehr  alle  ihre  Transformationen  umfassen 
kann,  so  muss  man  sorgfältig  zwischen  gleichzusammengesetzt 
und  holoedrisch  isomorph  unterscheiden. 

Noch  eins.  Ist  wie  auf  S.  687  T  das  Symbol  der  allgemeinen 
infinitesimalen  Transformation  unsrer  G, ,  so  stellt  die  bilinea  r 
Form: 

(97)  T*  +  V.   '    T> 

i      v  ' 

gleich  Null  gesetzt  die  allgemeinste  Transformation  dar,  die  von 
einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gz  erzeugt  wird.  Der 
Inbegriff  aller  dieser  Transformationen  bildet  nun  aber  keine 
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Gruppe  im  strengsten  Sinne  des  Worts,  denn  man  kann,  indem 
man  zwei  geeignete  unter  diesen  Transformationen  nach  ein- 
ander ausführt,  sehr  gut  eine  Transformation  der  Ga  erhalten, 
die  von  keiner  infinitesimalen  Transformation  der  G3  erzeugt  ist, 
die  also  nicht  mehr  zu  der  Schaar  (97)  gehört,  so  lange  man  sich 
auf  endliche  Werthe  der  cik  beschränkt. 

Diese  Eigenschaft  der  Schaar  (97)  findet  ihre  Erklärung  in 
der  Beschaffenheit  der  kanonischen  Parametergruppe,  die  zu  der 
Zusammensetzung  der  G9  gehört.    Sind  nämlich: 

(98)  u'v=Xv{u{)  u1?i/3;  Vi,vt,vt)  (*  =  1,2,3) 

die  endlichen  Gleichungen  dieser  kanonischen  Parametergruppe, 
so  kommt  es  vor,  dass  zu  endlichen  Werthen  der  u  und  v  lauter 
unendliche  Werthe  der  u  gehören.  Sind  daher  U  und  V  zwei 
Transformationen  einer  Gruppe,  die  (98)  zur  kanonischen  Para- 
metergruppe hat  und  sind  die  kanonischen  Parameter  von  U 
und  V  beziehungsweise  u  und  v,  so  liefert  die  kanonische 
Parametergruppe  für  U  V  nur  eine  Darstellung  mit  unendlichen 
kanonischen  Parametern  und  es  ist  dann  von  vornherein  nicht 
sicher,  ob  es  für  U  V  auch  eine  Darstellung  mit  endlichen  kano- 
nischen Parametern  giebt.  ßei  unsrer  G3  haben  wir  einen  solchen 
Fall,  denn  die  G3  enthält  Transformationen  U  und  V  mit  end- 
lichen kanonischen  Parametern,  bei  denen  es  zu  U  V  keine  Dar- 
stellung mit  endlichen  kanonischen  Parametern  giebt.  Sind  da- 
gegen U  und  V  zwei  Transformationen  der  Gruppe  Ts,  so  giebt 
es  auch  dann,  wenn  die  kanonische  Parametergruppe  (98)  für 
die  u'v  nur  unendliche  Werthe  liefert,  doch  stets  eine  Darstellung 
von  U  V  mit  endlichen  kanonischen  Parametern,  aber  diese  Dar- 
stellung wird  nicht  mehr  durch  die  kanonische  Parametergruppe 
geliefert. 

Die  »kritischen«  Werthe  der  u  und  der  v,  für  die  etwas 
derartiges  eintritt,  sind  natürlich  immer  solche,  für  die  der  ge- 
meinsame Nenner  in  den  infinitesimalen  Transformationen  der 
kanonischen  Parametergruppe  verschwindet  (vgl.  d.  Ber.  4  892, 
S.  43  ff.).  Ich  verspare  mir  nähere  Auseinandersetzungen  hier- 
über für  eine  andere  Gelegenheit. 
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SITZUNG  VOM  4.  DECEMBER  1893. 

o 

A.  Mfcyer,  Zur  Theorie  der  infinitesimalen  Transformationen 
und  im  Besondern  der  infinitesimalen  Beiiihrungstransformationen 
der  Ebene. 

Von  fundamentaler  Wichtigkeit  für  die  Theorie  und  Inte- 
gration der  Differentialgleichungen  ist  die  Lehre  von  ihren  infini- 
tesimalen Transformationen.  In  den  durch  Scheffers  herausge- 
gebenen Vorlesungen  von  Lib  über  Differentialgleichungen  mit 
bekannten  infinitesimalen  Transformationen  erscheint  dieselbe 
mehr  oder  weniger  als  ein  Ausfluss  der  allgemeinen  Theorie  der 
Transformationsgruppen.  Obgleich  aber  hierdurch  von  vielen 
wichtigen  Eigenschaften  der  infinitesimalen  Transformationen  ge- 
wissermassen  von  vornherein  der  innere  Grund  aufgedeckt  wird, 
so  vermehrt  diese  Einordnung  in  ein  anderes  grosses  Gebiet  doch 
auch  den  Umfang  der  zum  Verständniss  nothwendigen  Vorkennt- 
nisse wieder  ganz  beträchtlich.  Jedenfalls  ist  es  daher  zur  Auf- 
nahme der  infinitesimalen  Transformationen  in  eine  allgemeine 
Vorlesung  über  Differentialgleichungen  sehr  wünschenswerth, 
wenigstens  die  Grundzüge  ihrer  Theorie  unabhängig  von  der-' 
jenigen  der  Transformationsgruppen  darstellen  zu  können.  Die- 
sem Wunsche,  insoweit  derselbe  sich  nur  auf  die  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  erstreckt,  sind  die  folgenden  Untersuch- 
ungen entsprungen. 

Jedes  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen : 

[\ )  dx  :  dxK  :  •  •  :  dxn  =  X  :  Xi :  •  • :  A'w 

steht,  wie  bekannt,  im  engsten  Zusammenhange  mit  einer  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  und  zwar  mit  der  Gleichung : 

(2)  Af=  x££  +  X    ^  +  . . .  +  Xn^L  =  o  . 

46* 
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Schon  in  seinen  classischen  Dilucidationes  (Werke  Bd.  IV  p.H7 
— 255)  bat  Jacobi  gezeigt,  wie  sich  die  allermeisten  Eigenschaften 
des  Systems  (4)  am  Klarsten  aus  entsprechenden  Eigenschaften 
der  Gleichung  (2)  ergeben.  Um  mich  im  Folgenden  kurz  aus- 
drücken zu  können,  will  ich  jede  Gleichung  von  der  Form  (2), 
also  jede  lineare  homogene  partielle  Differentialgleichung  \.  0., 
welche  die  unbekannte  Function  selbst  nicht  enthält,  eine  Cha- 
rakteristik, und  im  Besondern  die  Gleichung  (2)  die  Charakteristik 
des  Systems  (\)  nennen.  Daraus,  dass  dies  Wort  in  der  Theorie 
der  Differentialgleichungen  auch  schon  in  anderer  Bedeutung  ge- 
braucht wird,  kann  kein  Missverständniss  entstehen,  da  es  die 
folgenden  rein  analytischen  Entwickelungen  eben  immer  nur  in 
dem  festgesetzten  Sinne  benutzen. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  eines  gegebenen  Sy- 
stems gewöhnlicher  Differentialgleichungen  (4)  lassen  sich  nun 
auf  doppelte  Weise  definiren,  einmal  nämlich  als  wirkliche  Trans- 
formationen ,  welche  jede  der  Variabein  x  nur  unendlich  wenig 
ändern  und  dabei  das  gegebene  System  wieder  in  sich  selbst 
überführen,  dann  aber  auch  als  solche  lineare  homogene  Ope- 
rationen : 

welche  aus  jeder  Lösung  der  äquivalenten  Charakteristik  (2) 
wiederum  eine  Lösung  hervorgehen  lassen. 

Diese  zweite  Definition  nehme  ich  zum  Ausgangspunkt  meiner 
Betrachtungen  und  zeige  zunächst,  wie  sich  bei  der  allgemeinen 
Frage  nach  solchen,  jede  Lösung  einer  gegebenen  Charakteristik 
N  wieder  in  eine  Lösung  transformirenden  Operationen,  wenn  die- 
selben ausserdem  nur  einmalige  Differentiationen  verwenden 
sollen,  die  infinitesimalen  Transformationen  der  vorgelegten 
Charakteristik  gewissermassen  als  die  Elementaroperationen  der 
verlangten  Art  herausstellen,  wobei  zugleich  der  übrigens  evi- 
dente Zusammenhang  zwischen  den  infinitesimalen  Transforma- 
tionen und  den  Lösungen  einer  Charakteristik  zu  Tage  tritt.  Jede 
infinitesimale  Transformation  der  Charakteristik  (2)  bestimmt  um- 
gekehrt eine  infinitesimale  Transformation,  welche  das  äquivalente 
System  gewöhnlicherDifferentialgleichungen  (i  )un  verändert  lässt. 

Diese  Sätze  und  Beziehungen  gelten  genau  ebenso  für  jedes 
vollständige  System  von  Charakteristiken  und  das  entsprechende 
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unbeschränkt  integrable  System  linearer  totaler  Differentialglei- 
chungen, und  daher  habe  ich  dieselben,  obgleich  allerdings 
hierdurch  eine  für  alles  Folgende  unnöthige  Erweiterung  des 
Untersuchungsgebietes  herbeigeführt  wird,  in  den  beiden  ersten 
Paragraphen  auch  gleich  für  diesen  allgemeinen  Fall  abgeleitet. 

In  §  3  wird  dann  umgekehrt  nach  allen  denjenigen  Charak- 
teristiken gefragt,  welche  eine  gegebene  infinitesimale  Trans- 
formation Uf  gestatten.  Auch  diese  Frage  lässt  sich  sehr  einfach 
allgemein  beantworten. 

Dagegen  kann  man  nicht  verlangen,  dass,  bei  vollständig 
gegebenem  Uf,  die  gesuchten  Charakteristiken  überdies  auch 
noch  eine  vorher  bestimmte  Form  besitzen,  also  z.  B.  einer  Diffe- 
rentialgleichung nterO.  zwischen  zwei  Variabein  unmittelbar  ent- 
sprechen sollen ,  sondern  muss  dann  den  Coefficienten  von  Uf 
noch  gewisse  Freiheiten  gestatten.  Diese  Frage  nach  allen  den 
Differentialgleichungen  nUr  0.  zwischen  y  und  x,  welche  eine, 
durch  gegebene  Daten  bestimmte  infinitesimale  Transformation 
zulassen,  wird  in  §  4  eingehend  discutirt.  Es  zeigt  sich,  dass  sie 
nur  dann  allgemein  lösbar  ist,  wenn  die  gegebene  infinitesimale 
Transformation  von  einer  infinitesimalen  Berührungstransforma- 
tion erzeugt  wurde,  und  damit  stellt  sich  zugleich  die  speciellere, 
in  §  5  behandelte  Aufgabe,  alle  Differentialgleichungen  nter  0. 
zwischen  y  und  x  zu  bestimmen,  die  eine  gegebene  infinitesimale 
Berührungstransformation  gestatten.  Mit  der  Integration  solcher 
Differentialgleichungen  beschäftigt  sich  dann  §  8  und  sie  wird 
im  letzten  §  schliesslich  auch  noch  an  zwei  vollständig  durch- 
geführten Beispielen  erläutert. 

Zwei  verschiedene  und  nicht  ganz  gleichwertige  Wege 
bieten  sich  zur  Integration  dar.  Beiden  liegen  die  wichtigen 
LiEschen  Multiplicatorsätze  zu  Grunde  und  der  eine  folgt  zugleich 
unmittelbar  aus  der  Anwendung  eines  allgemeinen  Satzes  von 
Lie,  der  überhaupt  lehrt,  welchen  Nutzen  man  zur  Auffindung 
aller  Lösungen  einer  gegebenen  Charakteristik  aus  der  Kenntniss 
einer  infinitesimalen  Transformation  derselben  ziehen  kann.  Diese 
Sätze  mussten  daher  in  den  §§  6  und  7  eingeschaltet  werden. 
Ueberhaupt  fand  ich  mich  genöthigt,  meinen  ursprünglichen  Plan, 
nur  das  kurz  auseinanderzusetzen,  was  in  Ableitung  oder  Auf- 
fassung mir  neu  erschien,  schliesslich  doch  aufzugeben,  weil 
hierbei  gar  keine  einheitliche  und  übersichtliche  Darstellung  zu 
Stande  kommen  wollte,  und  dies  bewog  mich,  nun  gerade  um- 
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gekehrt  den  Gegenstand  so  zu  behandeln,  dass  er  auch  ohne  vor- 
gängige Bekanntschaft  mit  den  Lis'schen  Theorieen  verständlich^ 
werden  konnte '). 

§<• 

Bestimmung  aller  derjenigen  Operationen,  welche  jede  Lösung  eines 

gegebenen  vollständigen  Systems  wiederum  in  eine  Lösung  ftberffihren 

nnd  hierzu  nur  einmalige  Differentiationen  verwenden. 

Es  sei : 

ein  gegebenes  r-gliedriges  vollständiges  System.  Wir  fragen  uns, 
wann  ist  mit  /'=  (p  stets  zugleich  auch : 

r=w(xt, ...,  xn,  9,  i£, ...  gs^ 

eine  Lösung  dieses  Systems? 

Zu  dem  Ende  bemerke  man ,  dass  einerseits 

A  (Wn-^\dbWf\.bWf  V+v(^    *■/"  1 


1  ö> 


oa?t- 
und  andrerseits: 

bA0f 


4^1^1  +  Afi.ü 


ist.   Aus  beiden  Relationen  folgt: 


*T  \%  **i      A  V-T  Äa*  baV 


1/  Die  beiden  Werke  »Theorie  der  Transformationsgruppen«  und 
»Vorlesungen  über  Differentialgleichungen  mit  bekannten  infinitesimalen 
Transformationen«  citire  ich  im  Folgenden  kurz  als  Trsfgr.  und  Inf.  Trsf. 
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wo  die  partiellen  Differentialquotienten  Von  Wf  so  zu  nehmen 
sind,  als  ob  xi ,  . . .  xni  f,  --- ,  •  •  •  j-*-  unabhängige  Variabele 

0  CC.  0  X** 

wären. 

Damit  also  alle  Aq[ Wf)  =  0  seien,  so  oft  alle  Agf  identisch 
verschwinden,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  jede  Lösung 
f  des  vollständigen  Systems  [\ )  gleichzeitig  auch  den  r  partiellen 
Differentialgleichungen  \.  0.  genüge: 

Diese  r  Gleichungen  müssen  daher  im  Besondern  durch  jede  voll- 
ständige Lösung  /"des  Systems  (4)  erfüllt  werden.  Die  vollstän- 
digen Lösungen  genügen  aber  keinen  anderen,  von  ihren  will- 
kürlichen Constanten  freien  partiellen  Differentialgleichungen 
1 .  0.  zwischen  /*,  x{ ,  ...  xn  ausser  solchen,  die  eine  blosse  alge- 
braische Folge  der  Gleichungen  (4)  sind.  Als  erste  Antwort  auf 
unsre  Frage  erhalten  wir  also  den 

Satz  1.  Für  jede  Operation  Wfvon  der  verlangten  Beschaff en- 
heil  ist  es  nicht  nur  hinreichend,  sondern  auch  nothwendig,  dass 
die  r  Gleichungen  (3)  blosse  algebraische  Folgen  der  r  gegebenen 
Gleichungen  (1)  seien. 

Das  gegebene  vollständige  System  (4)  lässt  sich  nun  stets 

af 
nach  r  von  den  Differentialquotienten  j-—  auflösen;  der  Einfach- 
heit halber  nehme  ich  an ,  dass  es  die  r  ersten  Unbekannten 

r^~  9  r-  -- 1  ■  •  •  >  r-^-  bestimme.  Durch  Auflösung  nach  diesen 
ox*4    da*,  7  oxr 

Unbekannten  lässt  sich  das  System  dann  immer  auf  die  Form 

bringen : 

Für  jede  Lösung  /'  des  vollständigen  Systems  (4)  aber  wird 
Wf  identisch  mit  demjenigen  Ausdrucke: 
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den  man  aus  Wf  erhält,  wenn  man  für  =-i- ,  •  •  • ,  r-*—  ihre  Werthe 

aus  den  Gleichungen  (4)  einsetzt.  Wir  können  daher  auch  gleich 
von  vornherein  Wf  frei  von  diesen  Differentialquotienten,  d.  h. 
von  der  Form  annehmen : 

(5)  ^^ ^A^,-^|- 

Legen  wir  aber  diese  Formen  (4)  und  (5)  des  vollständigen  Systems 
und  der  Operation  Wf  zu  Grunde,  so  reduciren  sieb  die  Glei- 
chungen (3)  auf: 

*xx 
und  diese  Gleichungen,  da  sie  r-^-  ,  ••• ,  z~-  gar  nicht  enthalten, 

0  «Z/f  0  Xa*  * 

können  unmöglich  Folgen  der  Gleichungen  (4)  sein. 

Damit  also  die  Operation  (5)  aus  jeder  Lösung  des  vollstän- 
digen Systems  (4)  wiederum  eine  Lösung  entstehen  lasse,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  dass  die  Gleichungen  (6)  an  sich  identisch 
gelten  für  jede  beliebige  Function  f  von  xK ,  xt ,  . . .  xn .  Im  Be- 
sondern müssen  dieselben  also  durch  die  Function: 

n 

f=c+Jgxcx(xx  —  adj 

r+l 

in  der  die  c  und  a  willkürliche  Constante  bezeichnen,  für  jedes 
x{ , . . .  xr  an  der  Stelle  a?r+4  =  ar+l ,  . . . ,  xn  =  an  erfüllt  wer- 
den ;  an  dieser  Stelle  erhalten  aber  /*,  ^J    ,  •  •  •  ^zr  die 

willkürlichen  Werthe  c ,  cr+1 ,  . . .  cn  . 
Setzen  wir  also  jedes: 


i 


,  —  ganz 


und  W[xt  ,...xH,f,  pr+l  ,...Pn)  =  V. 

so  müssen  die  r  Gleichungen : 

n\  hV     ,-*?Jvt*V        *V  4*  *K      \       A 
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identisch  bestehen  für  alle  beliebigen  Werthe  der  unabhängigen 
Variabein  xif  . . . ,  xn ,  /",  pr+1 ,  . . .  pn ,  d.  h.  V  nruss  eine  gemein- 
same Lösung  der  r  Charakteristiken  (7)  sein ,  in  denen  f  selbst 
nur  als  Constante  auftritt.  Damit  haben  wir  den 

Sali  2.   Mit  /*=  (p  ist  dann  und  nur  dann  immer  auch: 

/■-*(*.-•■. ^.*.  5^. •■•*■£) 

eine  Lösung  des  vollständigen  Systems  (4),  wenn  bei  willkürlichem 
constanten  c  die  Function : 

V  =  W  (x ,  . . . ,  xn ,  c ,  pr+l ,  . . .  pn) 

eine  gemeinsame  Lösung  der  r  Charakteristiken  (7)  isf. 

Besitzen  daher  diese  r  Charakteristiken  m  und  nicht  mehr 
von  einander  unabhängige  gemeinsame  Losungen  V=  \\,  V%% 
.  .  . ,  Vm ,  so  hat  jede  Operation  (5)  von  der  gewünschten  Natur 
die  Form : 

wo  F  eine  willkürliche  Function  und  in  den  Vh  jedes  px  durch 

r-^-  xu  ersetzen  ist. 
bxx 

Jede  Lösung  V  des  Systems  (7)  liefert  aber  das  Integral  V  = 
const.  der  in  —  2r  linearen  totalen  Differentialgleichungen: 

[<***=   guYSdxQ,  | 

(8)  |  !r  n  \  X  =  r  +  1 ,  . . .  n 

und  umgekehrt. 

Die  Auffindung  aller  Operationen  (5)  von  der  geforderten 
Eigenschaft  kommt  daher  zurück  auf  die  vollständige  Integration 
des  Systems  (8). 

Diese  aber  lässt  sich  selbst  wieder  zurückführen  auf  die 
Auffindung  aller  Lösungen  des  gegebenen  vollständigen  Systems 
(4 )  oder  die  vollständige  Integration  des  äquivalenten  unbeschränkt 
integrabeln  Systems: 

r 

(9)  dx^^^Q  Y^dxg,    [*  =  r  +  l,...n. 
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Ist  nämlich  f  eine  Lösung  von  (4),  oder  /*  =  const.  ein  Integral 
von  (9),  so  hat  man: 

dr  ^^f    ^hx  ' 

0a'(>        r+l  0Xf* 

und  daher  durch  partielle  Differentiation  dieser  Identitäten  nach 
xx  auch : 

Andrerseits  genügen  die  Lösungen  xr+{ ,  . . .  xn  des  Systems  (9  • 
den  Gleichungen: 

bXu 

£_  ye 

Für  diese  Lösungen  wird  daher: 

ö^        ^75  ^a  *<*> 

Deutet  man  also  die  Substitution  irgend  eines  Systems  Lösungen : 

xu  ===  L^J 

der  Gleichungen  (9)  durch  Erschliessung  in  []  an,  so  genügen 
die  Werthe 

X  =  r  +  4  ,  . . .  n  , 
dientisch  den  Gleichungen : 

J^-n'    Ä^-     -ff"**/" 

und  bilden  somit  ein  System  Lösungen  der  in  —  2r  linearen 
totalen  Differentialgleichungen  (8). 

Das  unbeschränkt  integrable  System  (9)  besitzt  aber  n  —  r, 
in  Bezug  auf  <rr+1 ,  . . . ,  xn  von  einander  unabhängige  Integrale . 

(10)  fn{xi,xt,...,xt,)  =  afl,    fi  =  r+l,...Jn, 

und  aus  diesen  Integralen  kann  man  mit  Hülfe  von  n  —  r  neuen 
willkürlichen  Constanten  ßu  das  allgemeinere  Integra)  zusammen- 
setzen : 
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n 


/' =  2^^/^  =  00081. 

r+1 

Daraus  erhellt  unmittelbar,  dass  die  n  —  /•  Integrale  (4  0)  ver- 
bunden mit  den  n  —  r  Gleichungen : 


>/■* 


<".-         »-^ig. 


i  =  r  -f-  4 ,  . . .  n  , 


die  vollständigen  Integralgleichungen  des  Systems  (8)  darstellen 
(und  dieses  somit  wiederum  unbeschränkt  integrabel,  oder  (7) 
wieder  ein  vollständiges  System  ist). 

Das  System  (8)  besitzt  demnach  in  —  2r  unabhängige  Inte- 
grale, oder  also  das  System  (7)  in  —  2r  unabhängige  Lösungen, 
und  man  erhält  diese  Integrale,  wenn  man  den  n  —  r  Integralen 
^0)  die  Auflösungen  der  Gleichungen  (41)  nach  den  n  —  r  will- 
kürlichen Constanten  ß^  hinzufügt.  Diese  Auflösungen  aber  sfnd 
linear  und  homogen  in  den  p.  Nach  dem  Vorhergehenden  hat 
man  also  den 

Sali  3.   Zu  jedem  gegebenen  vollständigen  Systeme: 

das  sich  nach  den  r  ersten  Differentialquotienten  t-*-  ,  •  •  •,  —-- 

OtJUm  0«X'f 

auflösen  lässt,  gehören  stets  n  —  r  unabhängige  Operationen  von 
der  Form : 

(42)  WrfzsjpgijL,     fi  =  r+i ,...», 

die  jede  Lösung  des  Systems  wieder  in  eine  Lösung  überführen. 

Sind  f  =  fr  +  v*--ifn  unabhängige  Lösungen  des  Systems  (1 ), 
so  bestimmen  sich  diese  n  —  r  Operationen  aus  den  n  —  r  linearm 
Gleichungen : 

(»)       i^*v==i£.  A-M-«,...«, 

und  jede  Operation: 

Wf=  W\x„  . . . . ,  xn,  /,  j^- ,  . . .  j^-J  , 
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welche  aus  den  Lösungen  f  des  Systems  (4)  immer  wieder  Lösungen 
entstehen  lüsst,  muss  sich   durch  Substitution  der  Werthe  von 

Y^— ,  •  •  •  f-jT"^-  aus  den  Gleichungen  (4)  auf  die  Form  bringen 

0  X  |  0  VC** 

lassen : 

wf=F(f,fr+t,  ...,/;,  wr+tf,  ...,  wnn, 

muss  sich  also  hierdurch  in  eine  blosse  Function  jener  n  —  r  Ope- 
rationen und  der  Functionen  /*,  fr+A,  •••»/!•  verwandeln. 
Liz  nennt  nun  !)  jede  Operation  von  der  Form : 

welche  die  Lösungen  /*  des  gegebenen  vollständigen  Systems  (4 ) 
stets  wieder  in  Lösungen  überführt ,  eine  infinitesimale  Trans- 
formation dieses  Systems,  oder  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation, welche  dasselbe  gestattet. 

Nach  dem  letzten  Satze  hat  jede  von  — —  ,  .  ..,  N— -  freie 

4  bxi  oxr 

infinitesimale  Transformation : 

(45)  Vf=2lrl^xv"^n)^: 

r+1  0aA 

des  vollständigen  Systems  (4  j  nothwendig  die  Form : 

(46)  vr  =2?*  Fßtfr +„...,  rjwtf, 

r+l 

und  überhaupt  muss  jede  infinitesimale  Transformation  (4  4  dieses 

Systems  durch  Substitution  der  Werthe  von  •—-  ,  . . .  ,  =.— - 

o  tiCi  o  x «• 

aus  (4)  in  einen  Ausdruck  von  der  Form  (46)  übergehen,  ist  also 
immer  von  der  Form : 

.17)  ur=  F/-+2H-y\ 

l 

wo  die  Vg  beliebige  Functionen  von  x{ ,  . . .  xn  sein  können. 
Setzt  man  ferner: 

(i8)  y±Irtj.|U.3=^ 

ö  xr  + 1    o  x>r  + 1         o  iTn 
4;  Mathemat.  Annalen  XI,  p.  495. 
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so  geben  die  n  —  r  Gleichungen  (1 3) 

da?* 
und  hierdurch  wird  die  Formel  (1 6) 

In  jeder  Infinitesimalen  Transformation  unsres  vollstän- 
digen Systems  von  der  Form  (4  5)  haben  daher  die  Coefficienten  rjx 
Werthe  von  der  Form  : 


4     M 


a^ 


^r  +  1  a~-Z^ 

Aus  diesen  Werthe n  folgt  aber: 


r  +  l 


»Ofr 


Sali  4.   Damit  die  Operation  (44)  eme  infinitesimale  Trans- 

formation  des  gegebenen,  nach*  ^!— ,  ...,  ~—  auflösbaren   voll- 

ständigen  Systems  (4 )  sei,  w/  nothwendig  und  hinreichend,  dass  sie 
die  Form  (4  7)  besitze,  in  welcher  die  Coefficienten  rjx  des  Ausdrucks 


*-&*& 


r  +  l  *** 

sich  aus  n  —  r  linearen  Gleichungen  von  der  Form  bestimmen  : 

J^-tt"^»    t<=r  +  *,...n. 

Hier  bedeuten  /*r+  4,  . . .  /j,  wieder  irgend  n  —  r  unabhängige  Lö- 
suugen  des  vollständigen  Systems  und  Fr  +  4,  ...,  Fn  sind  will- 
kürliche Functionen  dieser  Lösungen. 

Dieser  Satz  ist  indessen  im  Grunde  genommen  ganz  selbst- 
verständlich, denn  wenn  die  Operation  (4  4)  jede  Lösung  unsres 

4)  Vgl.  Trsfgr.  I,  p.  4  89. 
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vollständigen  Systems  wieder  in  eine  Lösung  überführt,  so  gilt 
dasselbe  eo  ipso  auch  von  der  Operation : 

1 

(wo  man  Uf  auch  noch  mit  einem  beliebigen  von  0  verschiedenen 
constanten  Factor  multipliciren  könnte).    In  dieser  aber  kann 

man  die  r  Factoren  vQ  so  wählen,  dass  ~-  ,  . . . ,  ~-  heraus- 

*  ox{  oxr 

fallen  und  Vf  damit  die  Form  (15)  erhält.  Ueberdies  ist  jede  Lö- 
sung des  vollständigen  Systems  (4)  eine  blosse  Function  der 
n  —  r  Lösungen  fr  +  4 ,  .  . .  fn .  Soll  daher  mit  f  stets  auch  Vf 
eine  Lösung  dieses  Systems  sein ,  so  müssen  eben  nothwendig 
n  —  r  Gleichungen  von  der  Form  bestehen : 

Vf?  =2JlVX  ^  =  F/u  [fr*v  •••./«)• 

Diese  Gleichungen  geben  jedes  ^  =  0 ,  wenn  man  alle 
Fa  =  0  nimmt,  und  führen  daher  im  Besondern  *  auch  auf  die 
selbstverständlichen  oder  trivialen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen 

1 

unsres  vollständigen  Systems. 

Der  Ausdruck  (2)  endlich  reducirt  sich,  wenn  man  darin  Wf 
durch  einen  Ausdruck  Uf  von  der  Form  (44)  ersetzt,  auf 

Ay(Uf)  -  ü(A9f) . 

Aus  Satz  4  folgt  daher  unmittelbar  noch  der  wichtige  Satz  von 
Lie  *) : 

Satz  5.  Die  Operation  (4  4)  ist  dann  und  nur  dann  eine  infini- 
tesimale Transformation  des  vollständigen  Systems  (1),  wenn  jedes : 

i 

istt  wo  die  Factoren  r$  beliebige  Functionen  von  oc4,  . . .  xn  sein 
können. 


4j  Mathen).  Annalen  XI,  p.  496. 
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Nach  ($)  ist  zugleich : 

A9(Ufi  -  ü[A9f)  seJ^I*  -  UXi)  £L  , 

sodass  die  Forderung  des  letzten  Satzes  in  die  rn  Bedingungen 
zerfttllt: 

Av§„  -  UXi  =j?°v%K  . 


§«•■ 

Andere  Definition  der  infinitesimalen  Transformationen  eines 

vollständigen  Systems. 

Ein  r-gliedriges  vollständiges  System  von  der  Form : 

q  =  |,  2,  ...  r 

ist  äquivalent  dem  (n  —  r)-gliedrigen  unbeschrankt  integrahlen 
Systeme : 

n 

(2)      dxx  ==^0  Yt  [xv  . . . ,  xn)  dxy  ,      A  =  r  +  4 ,  ...  n  . 

1 

Damit  ferner  das  gegebene  vollständige  System  (4)  die  infinitesi- 
male Transformation 

i3)  iY=2fe  (*•'■••'*•«)  irr 

1  °  '  i 

gestatte,  muss  nach  dem  letzten  Satze  jedes 

1 
sein.  Von  den  rn  Bedingungen: 

Bq§G  =  tr$,     «r  =  4,  ...  r  , 

B9§x—UYl=^aviYl9    A  =  r+4,...n, 

1 

in  die  sich  diese  Forderung  auflöst,  bestimmen  aber  die  rv  ersten 
nur  die  vi  und  durch  dieselben  werden  die  r(n  — r)  letzten: 
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1 

£  =  1,...,r;       X  •=  r  -f-  4  . . .  n  . 
Macht  man  andrerseits  in  dem  unbeschränkt  integrabeln  Systeme : 

r 

«' )  da?l  =^«  Yl  (x[ ,  . . . ,  a£ }  </ ^  , 

i 

das  sich  von  (2)  nur  durch  die  Bezeichnung  der  Variabein  unter- 
scheidet, die  n  Substitutionen : 

(5)  x'i  =  xi  +  «&  [xl9  . ..,  xn),     i  =  * ,  2,  ...  n , 

in  denen  i  eine  unendlich  kleine  Zahl  bezeichnet ,  und  vernach- 
lässigt alle  höheren  Potenzen  von  e,  nimmt  also  unter  Benutzung 
des  Zeichens  (3, 

f[x[,   ...,  X'n)  =f(xi}   ...,  Xn)  +  tUf} 

so  geht  dasjSystem  (2')  über  in: 

dxX  +  BdSx  =j?*  Jt  +  «  UYl  (dxf  +  6  dfy  , 

d.  i.,  da  schon  «•  vernachlässigt  werden  soll,  in : 
dxx  -]?<>Ytdx9  +  €(rf&- -jfriUYt  •  dx9  +  H^))  =  0, 

wo  alle  Functionen  mit  den  Argumenten  xi}  . . .  xn  zu  bilden  sind. 
Damit  also  die  infinitesimale  Transformation  (5)  das  System 
(2')  nur  wieder  in  das  System  (2),  d.h.  in  sich  selbst  überführe, 
oder,  wie  wir  der  Lis'schen  Ausdrucksweise  entsprechend  sagen 
wollen,  damit  das  System  (2)  die  infinitesimale  Transformation  (5j 
gestatte,  ist  nothwendig  und  hinreichend ,  dass  den  n  —  r  line- 
aren Gleichungen: 

1 
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identisch  genügt  werde  durch  die  n  —  r  Substitutionen: 

»• 
dXp  =^o  YpdxG . 
1 

Das  aber  verlangt ,  dass  jedes : 
d.  h.  nach  (4)  und  (3),  dass  jedes: 

1 

sei,  und  das  sind  eben  wieder  die  Bedingungen  (4).  Demnach: 
Sali  6.  Die  Forderung ,  dass  die  Operation  (3)  eine  infini- 
tesimale Transformation  des  vollständigen  Systems  (\)  sei}  ist  iden- 
tisch mit  derf  dass  das  äquivalente  unbeschränkt  integrable  System 
(2)  die  infinitesimale  Transformation  (5)  gestatten  soll. 

Damit  ist  eine  neue  Definition  der  infinitesimalen  Transfor- 
mationen eines  vollständigen  Systems  gewonnen,  die  zugleich 
die  Berechtigung  dieser  Benennung  darthut. 

Es  ist  aber  wichtig  zu  bemerken,  dass  beide  Definitionen 
sich  nicht  in  jeder  Hinsicht  vollkommen  decken,  dass  vielmehr 
die  zweite  allgemeiner  oder  dehnbarer  ist  als  die  erste.  Denn 
einerseits  behält  dieselbe  auch  dann  noch  einen  Sinn,  wenn  das 
System  (2)  weder  unbeschränkt  integrabel  ist,  noch  überhaupt 
irgend  ein  Integral  besitzt,  und  andrerseits  lässt  sie  sich  sofort 
übertragen  auf  beliebige  endliche  Gleichungen: 

wo  sie  darauf  hinausläuft,  dass  diese  Gleichungen  die  r  Glei- 
chungen: 

nach  sich  ziehen  müssen,  wenn  sie  die  infinitesimale  Transfor- 
mation (5)  gestatten  sollen. 

Beiläufig  kann  man  noch  bemerken,  dass  die  Bedingungen 
der  unbeschränkten  Integrabilität  des  Systems  ($)  selbst  in  einer 
engen  Beziehung  zu  den  trivialen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen dieses  Systems,  d.  h.  zu  denjenigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen (5)  stehen,  in  welchen  die  n  —  r  Ausdrücke 

Math.-phys.  CIms«.    1893.  47 
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(6)  Hp  =  Sr-2aS«Yl>    r  =  r  +  *,...n, 

1 

identisch  verschwinden  und  nach  (4)  und  (2)  daher: 

1 

wird.    Damit  nämlich  das  System  (3)  unbeschränkt  integrabel, 

v  Ir  —  \ )  [n  —  r) 
oder  (i)  ein  vollständiges  System  sei,  müssen  die  — * '-- — 

Bedingungen  bestehen  : 

(?)  b„  v!  =  bq  y;  . 

Führt  man  nun  durch  (6)  die  Grössen  R„  an  Stelle  der  £„  ein, 
so  wird 

BQ  Sx  =  BQ  Rk  +j?o  IT  Bt)  Sa  +j?°  $v*q  >* "  1 

1  1 

und  die  Bedingungen  (4)  erhalten  somit  die  Gestalt: 


Uf  =g*  »p.  ff  +2'  SM, 


B!  »1  —jt*  *p  V^ ^dl'So  'ßa  »t  -  *<?  Vi) ; 

r+1  °*V         1 

hieraus  aber  folgt  sofort,  da  die  p  Gleichungen  fl»  =  0  nur  die 
%u  als  Functionen  von  i?4 ,  . . .  £r  bestimmen: 

/Jas  System  (2)  «f  unbeschränkt  integrabel,  so  oft  es  jede  in- 
finitesimale Transformation  (5)  gestattet,  für  welche 

sf,  rf.  Ä.  a6er  eben,  so  oft  es  alle  für  dasselbe  trivialen  infinitesi- 
malen Transformationen  zulässt.  — 


Im  Folgenden  werden  wir  fast  ausschliesslich  nur  ein- 
gliedrige vollständige  Systeme,  d.h.  einzelne  Charakteristiken 
zu  betrachten  haben,  und  werden  wegen  der  Anwendungen  auf 
die  Differentialgleichungen  nter  0.  zwischen  zwei  Variabein  diese 
Charakteristiken  in  der  Form  zu  Grunde  legen : 
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(8)  Af=2$Xi[n,  *i ,  •  •  -^n)^  =  0  , 


ö"  hxi 

wo  der  Index  0  nur  eingeführt  ist,  um  die  Formeln  abkürzen  zu 
können,  sodass  also  x0  =  x  und  A0  =  X  sein  soll.  Diesen  ersten 
Coefficienten  X  setze  ich  immer  als  von  Null  verschieden  voraus. 
An  Stelle  des  unbeschränkt  integrabeln  Systems  (2)  tritt  dann 
das  System  von  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  4 .  0. 

V 

(9)  dxk  =  -£dx,     /c=4,2,...n 

oder:  dx  :  dx{  :  •  •  •  :  dxn  =  X :  X{  :  •  •  •  :  Xn 

und  nach  Satz  6  ist: 

n 


(40)  Uf=J'iSi(x,xi,...,xn) 


IL 

o  *xi 


eine  infinitesimale  Transformation  der  Charakteristik  (8),  so  oft 
das  äquivalente  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  (9) 
die  infinitesimale  Transformation 

(4  4)        x\  =  x{  +  c£f  (ac,  xK ,  . . .  a?n) ,     i  =  0 ,  1 ,  . . .  n 

gestattet,  und  umgekehrt. 

Mit  der  Operation  (4 0)  sind  nun  auch  die  n  +  4  Substitu- 
tionen (4  4)  vollständig  gegeben.  Indem  wir  daher  nach  dem 
Vorgänge  von  Lib  den  Ausdruck  (4  0)  als  abgekürzte  symbolische 
Bezeichnung  für  die  infinitesimale  Transformation  (4  4)  einführen 
können,  werden  wir  auch  geradezu  sagen,  dass  jede  infinitesimale 
Transformation  der  Charakteristik  (8)  gleichzeitig  auch  eine  infini- 
tesimale Transformation  des  äquivalenten  Systems  (9)  ist,  und  um- 
gekehrt. 

Sind  f=fx ,  t\  7  •  •  •  In  n  unabhängige  Lösungen  der  Charak- 
teristik (8),  oder  also 

/j  =  of4 ,  /f  =  at1  . . . ,  fn  =  an 
n  unabhängige  Integrale  des  Systems  (9),  und  setzt  man: 

■  •— — —   .  ■  .  — — 

öa?t  bxt  bxn 

so  lehrt  die  Formel  (49)  von  §  4  unmittelbar,  dass  im  Besondern: 

47* 
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die  allgemeine  Form  aller  von  t^-  freien  infinitesimalen  Trans- 

ox 

formationen  der  Charakteristik  (8)  oder  des  Systems  (9)  ist. 

Jede  gegebene  Differentialgleichung  ntor  0.  zwischen  y  und  a:: 

(IS)  yn  =  w(x,y,y1,...yn_1),    yk  =  j$ 

endlich  ist  identisch  mit  den  n  Differentialgleichungen  4.0.  zwi- 
schen x,  y,  y4, ...  yÄ-i: 

dx:dy: :  dyn.2:  dyn^ 

=     *  :  yK  : :    yn-i :  w  {x,  y ,  yt ,  . . .  y*_i) . 

Wir  können  daher  die  obige  abgekürzte  Ausdrucksweise  auch 
sofort  übertragen  auf  die  Differentialgleichungen  höherer  Ord- 
nung zwischen  zwei  Variabein  und  sagen: 
Jede  infinitesimale  Transformation 

der  Charakteristik: 

tstf  zugleich  eine  infinitesimale  Transformation  der  äquivalenten 
Differentialgleichung  ni4r  0.  (\  3)  und  umgekehrt. 


§3. 

Bestimmung  aller  Charakteristiken,  die  eine  gegebene  ii 

Transformation  gestatten. 

Damit  die  gegebene  Operation : 

eine  infinitesimale  Transformation  der  Charakteristik: 

sei ,  ist  nach  Satz  5  nothwendig  und  hinreichend  das  Bestehen 
einer  Identität  von  der  Form: 

A[Uf)  —  U[Af)  =  XAf. 
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Gilt  aber  diese  Relation  und  setzt  man : 

Bf=iiAf, 

sodass  die  Gleichung  Bf=0  nur  eine  andere  Form  der  Cha- 
rakteristik (2)  wird,  so  erhält  man  : 

B(Uf)-U(Bf)  =  (ln—Un)Af 

und  somit  =  0 ,  sobald  man  jii  aus  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung bestimmt: 

Up  =  lfi    oder     £7(lgjt)  =  A. 

Die  Aufgabe,  alle  Charakteristiken  (2)  zu  finden,  welche  die  ge- 
gebene infinitesimale  Transformation  (4 )  gestatten,  kommt  daher 
darauf  zurück,  alle  diejenigen  Charakteristiken 

zu  finden,  welche  der  Forderung  genügen: 

(4)  B(Uf)  -  U{Bf)  =  0, 

und  jede  Charakteristik,  welche  (1)  gestattet,  ist  in  der  Form: 

(5)  Af==QBf=0 

enthalten,  wo  q  jede  beliebige  Function  von  x,  x4 ,  . . .  xn  sein 
kann. 

Die  Forderung  (4)  zerteilt  nun  in  die  n  +  1   simultanen 
partiellen  Differentialgleichungen  \ .  0. 


(6)  UYk  =  Bik=^Yi 

0 


denen  die  n  +  4  Unbekannten  F,  Yi ,  . . .  Yn  identisch  genügen 
müssen. 

Um  aus  ihnen  diese  Unbekannten  zu  bestimmen1),  seien 
f  =  f{,  /i ,  •  •  •,  /n  irgend  n  unabhängige  Lösungen  der  Charak- 
teristik 

(7)  oy-  o , 


i)  Die  Möglichkeit  dieser  Bestimmung  erhellt  a  priori  daraus,  dass  das 
System  (6)  diejenige  Form  besitzt,  welche  Jacobi  (vgl.  z.  B.  Diiucidationes 
Nr.  20)  zu  integriren  gelehrt  hat. 


1 
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die  man  erhält,  wenn  man  die  gegebene  Operation  (4)  =  0  setzt, 
dagegen  f=f0  irgend  eine  Lösung  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

(8)  Uf=  1  , 

(in  der  rechter  Hand  statt  \  auch  irgend  eine  andere,  von  0  ver- 
schiedene Constante  stehen  könnte). 

Die  n  +  4  Functionen  f0 ,  fA ,  . . . ,  /*„  sind  dann  stets  unab- 
hängig von  einander  und  man  kann  daher  durch  die  n  + 1  linea- 
ren Gleichungen : 

(9)  Bfx  =2*  £Ä  Yt  =  Fk  ,      A  =  0,1,...n 

F0 ,  F{ ,  . . .,  Fn  an  Stelle  von  V,  Y\  ,  . . . ,  Yn  als  neue  Unbekannte 
einfahren. 

Nach  (9)  hat  man : 

und  andrerseits  ist  für  X  =  0 ,  1  ,  . . .  n : 
Aus  beiden  Identitäten  aber  folgt : 

Die  Gleichungen  (6)  sagen  daher  nichts  anderes  aus,  als  dass  alle 
UFx  verschwinden ,  die  Functionen  F0 ,  F4 ,  • .  .  Fn  selbst  also 
Lösungen  der  Charakteristik  (7)  sein  müssen,  und  man  erhält 
somit  die  Coefficienten  einer  jeden  Charakteristik  (3),  welche  der 
Forderung  (4)  genügt ,  aus  n  +  4  linearen  Gleichungen  von  der 
Form  (9),  deren  rechte  Seiten  willkürliche  Functionen  von  f{ , 
f\ ,  . . .  fn  sind. 

Hiermit  ist  aber  nach  (5)  zugleich  auch  unsere  ursprüngliche 
Aufgabe  gelöst  und  zwar  können  wir  die  Lösung  so  aussprechen: 

Satz  7.    Damit  die  Charakteristik 


0  °  ''  I 
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die  gegebene  infinitesimale  Transformation 

gestatte,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  ihre  Coefficienten 
n  +  l  lineare  Gleichungen  von  der  Form  befriedigen  : 


A  h  =J5?  ^  Xi  =  Q{x,xl,...  xn)  Fx{fitft,...,  /"») , 

X  =  0?  4,  ...  n, 


bXi 


in  denen  f  =  f{,ft,  ...,/"„  irgend  n  unabhängige  Lösungen  der 
Charakteristik  Uf  =  0 ,  /*0  eme  beliebige  Lösung  der  Gleichung 
Uf=i,  und  die  Functionen  Q}FQiFi9...,Fn  willkürlich  sind. 
Die  Bestimmung  aller  Charakteristiken,  welche  die  gegebene 
infinitesimale  Transformation  Uf  gestatten,  verlangt  hiernach  (zur 
Bestimmung  von  fK ,  ft ,  .../"♦»)  die  vollständige  Integration  der 
n  Differentialgleichungen  4 . 0. 

dx  :  dxK  :  •  -  •  :  dxn  =  §  :  §«  :  •  •  •  :  £n 

und  hierauf  noch  (zur  Bestimmung  von  fQ)  die  Ausführung  einer 
Quadratur,  und  zugleich  sieht  man,  dass  jede  dieser  Charakte- 
ristiken sich  in  der  Form  darstellen  lässt: 


bx' 
dcc' 


•     •     . 


IL 

hx 


,  o 


'  da»'  F< 


Öse' 


•      •     • 


'   bxn 


,  r» 


=  o. 


Infinitesimale  Transformationen  derx  Differentialgleichungen  höherer 

Ordnung  zwischen  zwei  Variahein. 

Die  Sätze  4  und  7  enthalten  unmittelbar  die  allgemeine  Lö- 
sung der  beiden  inversen  Aufgaben,  alle  infinitesimalen  Trans- 
formationen einer  gegebenen  Charakteristik  zu  finden,  und  alle 
Charakteristiken  zu  bestimmen,  die  eine  gegebene  infinitesimale 
Transformation  gestatten.    Beide  Aufgaben  werden  dagegen  im 
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Allgemeinen  unmöglich,  wenn  man  den  gesuchten  infinitesimalen 
Transformationen  oder  Charakteristiken  überdies  noch  eine  vor- 
her bestimmte  Form  auferlegen  will.  So  werden  wir  z.  B.  sehen, 
dass  im  Falle  n>  2  durchaus  nicht  jede  gegebene  Charakteristik 


0  hXi 

infinitesimale  Transformationen 


gestattet,  deren  3  erste  Goefficienten  §,  £, ,  £t  blosse  Functionen 
von  x,  xi ,  <rf  wären,  und  dass  ebenso  im  Allgemeinen  für  n>  I 
keine  Charakteristik  von  der  Form: 

oder  also  keine  Differentialgleichung  n^'O.  zwischen  y  und  x 

dky 
(2)  yn  =  o){x1yJyi). . .,  y„-i) ;      Vk  =  j^ 

existirt,  welche  eine  beliebig  gegebene  infinitesimale  Transfor- 
mation : 

gestattete.  Vielmehr  darf  man,  um  mögliche  Aufgaben  dieser 
neuen  Art  zu  erhalten,  nicht  mehr  von  einer  völlig  fest  gegebenen 
Charakteristik  oder  infinitesimalen  Transformation  ausgehen,  son- 
dern muss  denselben  s.  z.  s.  noch  einen  gewissen  Spielraum  offen 
lassen.  Dies  soll  im  Folgenden  näher  untersucht  werden  für  die 
wichtigste  der  hierher  gehörigen  Fragen,  die  Frage :  in  wie  weit 
kann  man  im  Falle  n  }>  4  die  Coefficienten  £,  17 ,  q4 , . . .  ij*_ 1  will- 
kürlich wählen,  wenn  es  überhaupt  Differentialgleichungen  (2)  geben 
soll,  welche  die  infinitesimale  Transformation  (3)  gestalten,  und 
wie  findet  man  dann  alle  diese  Differentialgleichungen  ntir  0.  ? 

Vorher  aber  erst  ein  Paar  Worte  über  die  umgekehrte  Auf- 
gabe, alle  infinitesimalen  Transformationen  der  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung ntir  0.  (2)  zu  finden. 
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Damit  die  Charakteristik  (I)  die  infinitesimale  Transformation  (3) 
gestatte,  ist  nach  Satz  5  nothwendig  und  hinreichend,  dass 

A(Uf)  —  U(Af)  =  lAf 

sei.  Von  den  n  +  4  Bedingungen ,  in  welche  diese  Forderung 
zerfällt,  bestimmt  die  erste  nur  den  Factor  X,  und  durch  Sub- 
stitution seines  Werthes  in  die  übrigen  erhält  man  die  n  identisch 
zu  erfüllenden  Bedingungen : 

\    =Arj     —  yiAg, 


(*) 


i7n_i=  A  i7„-2—  yn-i  A  § , 

Uto  =  A  r]n^i  —  ü)A  £ . 

Bei  gegebenem  to  bestimmen  nun  die  n  —  4  ersten  Glei- 
chungen (4)  der  Reihe  nach  tji1  ijf ,  .  .  .  t]n-i  eindeutig  durch  £ 
und  t)  ,  und  zwar  werden  rji ,  tjt ,  . . . ,  ijw_i  Functionen  resp.  der 
4 .,  der  4 .  und  2.,  .  . . ,  der  4.,  2.,  ...  (n  —  4)ten  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten von  f  und  ij,  und  die  Substitution  dieser  Werthe 
in  die  letzte  Gleichung  (4)  ergiebt  somit  eine  partielle  Differen- 
tialgleichung nter  0.  zwischen  §  und  rj. 

Jede  infinitesimale  Transformation  einer  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung niei  0.  zwischen  zwei  Variabein  ist  demnach 
bereits  vollständig  bestimmt  durch  ihre  beiden  ersten  Coefficien- 
ten,  von  denen  aber  selbst  wieder  nur  einer  willkürlich  gewählt 
werden  kann,  worauf  dann  der  andere  aus  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung nter  0.  zu  bestimmen  ist. 

Nun  können  wir,  wie  schon  unmittelbar  aus  der  directen 
Verification  von  Satz  4  einleuchtet,  unbeschadet  der  Allgemein- 
heit §  =  0  annehmen.  In  der  That,  wenn  die  gegebene  Charak- 
teristik (4)  die  infinitesimale  Transformation  (3)  gestattet,  so  ge- 
stattet sie  ja  stets  auch  die  infinitesimale  Transformation : 

(5)  Vf=£Af-Uf 

und  diese  ist  eben  frei  von  ~- ,  hat  also  die  Form : 

dx 

,«)        Tfmw%+w.g.+  ...  +  w^g., 

worin,  was  für  Späteres  wichtig  ist,  der  erste  Coefficient  den 
Werth  hat: 
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(7)  W^^-tj. 

Wir  brauchen  daher  von  der  gegebenen  Differentialgleichung  (2) 
nur  alle  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form  (6)  zu 
bestimmen.    Für  diese  reduciren  sich  die  Bedingungen  (4)  auf: 

(8)  W{=AW}  W%=AWif  ...,  W„-i  =  AWn-7,  Vco  =  AWn-l, 

und  indem  wir  aus  den  n  —  4  ersten  dieser  n  Gleichungen  suc- 
cessive  Wi ,  W% ,  . . . ,  Wn-i  als  Functionen  von  W  und  von 
seinen  partiellen  Differentialquotienten  berechnen,  erhalten  wir 
durch  Substitution  ihrer  Werthe  in  die  letzte  Gleichung  eine 
lineare  partielle  Differentialgleichung  nter  0.  für  W. 

Die  augenblicklich  betrachtete  Aufgabe  ist  aber  bereits  voll- 
ständig gelost  durch  den  allgemeinen  Satz  4.  Jene  partielle 
Differentialgleichung  nUr  0.  für  W  besitzt  also  die  bemerkens- 
werte Eigenschaft,  dass  ihre  allgemeine  Integration  sich  auf  die 
einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  nier  0.  zurückfuhren  lässt. 
Und  zwar  drückt  sich  ihre  allgemeine  Lösung,  wie  man  unmittel- 
bar sieht,  wenn  man  die  Formel  (42)  von  §  2  auf  das  der  Glei- 
chung (2)  äquivalente  System  Differentialgleichungen  4.0.  an- 
wendet, durch  die  n  Integrale 

ffi  (x>  y i  Vi >  •  •  •  y*-i)  =  <v>    ^  =  4 , . . .  n 

der  Differentialgleichung  n*"  0.  (2)  und  ihre  Functions! determi- 
nante : 

^        oy  oyK         byH-X 
einfach  so  aus : 

(9)  n'-i^F^i/;,  . . .,  fH)  4f  •  ~ 

i  Aiiü 

Kehren  wir  aber  nunmehr  zu  unsrer  eigentlichen  Frage 
zurück,  so  liegt  zunächst  schon  implicite  im  Vorhergehenden, 
dass  man  nur  zwei  Coefficienten  der  infinitesimalen  Transforma- 
tion (3)  willkürlich  wühlen  kann>  wenn  überhaupt  eine  Differen- 
tialgleichung nUr  0.  zwischen  y  und  x  existiren  so//,  welche  (3) 
gestattet. 

In  der  That,  wenn  wir  jetzt  £,  t]  als  gegeben  und  o)  als 
unbekannt  betrachten,  so  bestimmen  die  n  —  4  ersten  Glei- 
chungen (4)  nach  einander  >/, ,  ijf ,  ...  >/n_,  eindeutig  als  Func- 
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tionen  der  Unbekannten  co  und  ihrer  partiellen  Differentialquo- 
tienten, und  durch  Substitution  ihrer  Werthe  in  die  letzte 
Gleichung  (4)  erhält  man  zur  Bestimmung  von  10  selbst  eine 
partielle  Differentialgleichung. 

Nun  enthalt  die  erste  Gleichung  (4)  co  nur  in  dem  Gliede: 


co 


(Ja yJA\ 


So  oft  daher  die  beiden  gegebenen  Functionen  £,  rj  nicht 
gerade  der  Bedingung  genügen : 

tritt  co  bereits  in  der  ersten  Gleichung  (4)  wirklich  auf  und  die 
höchsten  Differentialquotienten  von  w,  die  in  den  Werthen  von 
»7i>  %»  •••  Vn-[  vorkommen,  sind  daher  resp.  die  0.,  4., 
[n  —  2)ten.  In  diesem  allgemeinen  Falle  wird  daher  die  partielle 
Differentialgleichung  für  10  immer  von  der  Ordnung  n  —  4  . 

Die  Bestimmung  aller  Differentialgleichungen  nter  0.  ($) , 
welche  eine  infinitesimale  Transformation  (3)  gestatten,  deren 
beide  erste  Coefficienten  £,  rj  gegebene,  der  Bedingung  (40)  nicht 
genügende  Functionen  von  x,  y,  yiy  ...  yn^{  sind,  erheischt  also 
stets  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  (n  —  4  )ter 
O.i). 


4)  Hierbei  ist  aber  wohl  zu  beachten,  dass  wir  immer  n  >  4  voraus- 
gesetzt haben.  Im  Falle  n  =  4  dagegen,  wenn  es  sich  also  um  infinitesimale 
Transformationen 

(«)  ur=$(x,y)^  +  v(x,v)^ 

einer  Differentialgleichung  4.  0. 

handelt,  reduciren  sich  die  Bedingungen  (4)  auf  die  eine: 

A  f  i\  f 

öx  öy 

und  bei  gegebenen  £ ,  rj  ergiebt  sich  also  für  w  stets  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung /.  0. 

Betrachtet  man  umgekehrt  <o  als  gegeben  und  führt  Ufmt 

vf=ur-vf=  w^£ 

zurück,  so  wird  hierin: 
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Im  Falle  n  =  2  gilt  dies  überhaupt  für  jedes  gegebene  Func- 
tionenpaar  £,  rj.  Denn  in  diesem  Falle  hat  man  nur  die  beiden 
Bedingungen: 

ij4  =  Ar\  —  y4i4g,     Uw  =  Ar]A  —  (oA^ 

zu  erfüllen,  und  durch  Substitutionen  des  Werthes  von  t]i  aus 
der  ersten  in  die  zweite  ergiebt  sich,  gleichviel  ob  r]{  von  co  ab- 
hängt oder  nicht ,  stets  eine  partielle  Differentialgleichung  4 .  O. 
für  io. 

Ist  dagegen  n  >  2,  so  erniedrigt  sich  die  Ordnung  der  par- 
tiellen Differentialgleichung,  welche  w  bestimmt,  immer,  so  oft 
man  ein  solches  Functionenpaar  £,  rj  gewählt  hat,  welches  der 
Bedingung  (4  0)  genügt. 

Damit  nämlich  unsere  Charakteristik  (4)  die  gegebene  infini- 
tesimale Transformation  (3)  gestatte ,  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  sie  die  durch  (5)  definirte  infinitesimale  Transfor- 
mation (6)  zulasse,  dass  also  die  Bedingungen  (8)  erfüllt  werden, 
und  in  diesen  ist  nach  (7) 

W=£yi-rj. 

Wegen  der  Annahme  n  >  2  lässt  sich  daher  die  Forderung  (4  0) 
so  schreiben: 

kW 


tyn-* 


=  0 


und  verlangt  mithin  nur,  dass  W  frei  von  yn_4  sei. 

Setzen  wir  aber  allgemein  für  W  eine  blosse  Function  von 
XiViUm  •  •  •  ^n-fc»  wo  /c  >  4  sei,  und  beachten,  dass  die  Operation 
Af  die  Unbekannte  w  erst  dann  einführt,  wenn  yn-l  in  der  Func- 
tion f  vorkommt,  so  sehen  wir  aus  den  Bedingungen  (8),  dass 
erst  Wfa  Wfc  +4 , . . .  Wn  _  4  von  w  abhängig  und  zwar  resp.  Func- 


W  =  |<o  — 17, 

und  nach  der  Formel  (9)  drückt  sich  daher  in  jeder  infinitesimalen  Trans- 
formation («),  welche  die  gegebene  Differentialgleichung  4.  0.  (ß)  gestattet, 
die  Differenz  £a>  —  rj  durch  das  Integral 

/i  [xt  y)  ss=  const. 

der  Gleichung  in  der  Form  aus: 

*       v     "57T" 
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tionen  von  w  und  seinen  0.,4.,  . ..,  (n  —  k —  4)ton  partiellen 
Differentialquotienten  werden,  sodass  aus  der  letzten  Bedingung 
(8)  nur  eine  partielle  Differentialgleichung  (n  —  k)ter  0.  für  w  re- 
sultirt. 

Nun  sind  die  partiellen  Differentialgleichungen  1 . 0.  die  ein- 
zigen, die  wir  stets  zu  integriren  wissen,  d.  h.  deren  Lösung  wir 
auf  die  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  zurück- 
führen können.  Wollen  wir  also,  dass  unser  Problem,  alle  Diffe- 
rentialgleichungen nterO.  (8)  zujfinden,  welche  bei  gegebenem  § 
und  t]  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form  (3),  oder 
bei  gegebenem  TT  eine  solche  von  der  Form  (6)  gestatten,  all- 
gemein lösbar  werde ,  so  dürfen  wir  für  W  nur  eine  Function 
von  x,  y,  y{  setzen,  müssen  also  der  allgemeinen  Aufgabe  die 
speciellere  substituiren: 

A.  Alle  Charakteristiken  (4)  zu  finden,  welche  eine  infinitesi- 
male Transformation  von  der  Form  (6)  gestatten ,  in  der  W  eine 
gegebene  Function  von  x,  y,  y{  allein  ist. 

Das  ist  aber  wohlbemerkt  im  Falle  n  ]>  8  eine  wesentliche 
Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  unsrer  Betrachtungen.  Denn 
wenn  wir  umgekehrt  verlangen ,  dass  die  gegebene  Differential- 
gleichung nterO.(8)  eine  infinitesimale  Transformation  (6)  gestatten 
soll,  in  der  TT  nur  von  x,  yy  y{  abhängt,  dass  also  bei  gegebenem 
co  die  Bedingungen  (8)  erfüllt  werden  sollen  durch  eine  blosse 
Function  Wvon  x}  y,  y{J  so  treten  in  der  resultirenden  partiellen 
Differentialgleichung  nUx  0.  zwischen  W  und  den  unabhängigen 
Variabein  x,  y,  yit  so  oft  n>  8  ist,  noch  die  Parameter  yt)  t/3, 
...  yn-i  auf>  die  W  eben  nicht  enthalten  soll,  und  die  Aufgabe 
ist  daher  für  jedes  w  nur  möglich  im  Falle  n  =  8,  d.  h.,  was  un- 
mittelbar die  erste  Behauptung  dieses  §  begründet  und  überdies 
im  folgenden  §  von  selbst  noch  klarer  hervortreten  wird,  im  All- 
gemeinen gestattet  eine  Differentialgleichung  zwischen  y  und  x, 
deren  Ordnung  >  8  ist,  keine  infinitesimale  Transformation  (6), 
in  der  W  eine  blosse  Function  von  x,  y,  yA  wäre.  Wenn  wir  also, 
um  lösbare  Probleme  zu  gewinnen,  uns  auf  die  speciellere  Auf- 
gabe A  beschränken,  so  scheiden  wir  hierdurch  für  jedes  n  >  8 
von  vornherein  gewisse  Differentialgleichungen  nter  0.  ganz  von 
der  Betrachtung  aus. 

Das  Problem  A  lässt  sich  nun  aber  seinerseits  wieder  auf 
eine  andere  Form  bringen,  welche  die  Lösung  wesentlich  er- 
leichtert. 


724  A.  Mayer, 

Mit  der  infinitesimalen  Transformation  (6)  müssen  nämlich 
die  gesuchten  Charakteristiken  (4)  gleichzeitig  auch  die  folgende : 

bW 

gestatten ,  und  umgekehrt.  Diese  infinitesimale  Transformation 
ist  aber  wieder  von  der  ursprünglichen  Form  (3)  und  in  ihr 
haben  £  und  rj  die  Weither 

sind  also  mit  W  zugleich  blosse  Functionen  von  x,  y,  y{ ,  und 
zwar  Functionen ,  zwischen  denen  identisch  die  Beziehung  be- 
steht: 

Umgekehrt  führt ,  so  oft  £  und  /;  blosse  Functionen  von  an,  y,  y, 
sind,  die  dieser  Bedingung  genügen,  die  Annahme 

ihrerseits  wieder  zu  den  Formeln  (4  4).  Wir  können  daher  unser 
Problem  A  auch  so  fassen : 

B.  Alle  Charakteristiken  (4)  zu  finden,  welche  eine  solche  in- 
finitesimale Transformation  von  der  Form  (3)  gestatten ,  in  der  £ 
und  rj  irgend  zwei  gegebene,  der  Bedingung  (42)  genügende  Func- 
tionen von  xy  y}  yi  allein  sind. 

Betrachten  wir  aber,  wie  in  der  Differentialgleichung  n***0. 
(2),  y  als  eine  Function  von  x  mit  den  Differentialquotienten: 

dky 

Vk  =  ^  , 

so  sagt  die  Voraussetzung  (42)  nichts  anderes  aus,  als  dass  mil§ 
und  rj  auch 

dx      Ji  dx 

eine  blosse  Function  von  x,  yf  yK  sein  soll,  und  dass  im  Falle  n  =  2 
also: 
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ist.  Zugleich  wird  dann  für  eine  jede  von  yn_  {  freie  Function  f: 

ax 

Bei  dieser  Auffassung  der  Variabein  y,  yi}  ...  yw_4  ergeben 
sich  daher  aus  (4)  für  das  Problem  B  die  n  Bedingungen : 


(13) 


di} 


dx 


y, 


dl 

dx 


~~    "  y,dx 


dx 


'*-«  dx 


dl 
yn-*dx 


wo  im  Falle  n  >  2  in  der  letzten  Gleichung  natürlich  A  £  auch 

ersetzt  werden  kann  durch  --.--  • 

dx 

Im  Problem  B  werden  also  alle  Goefficienten  der  infinitesi- 
malen Transformation  (3)  bereits  ganz  und  gar,  d.  h.  ganz  un- 
abhängig yon  der  unbekannten  Function  io,  bestimmt  durch  die 
beiden  ersten  Goefficienten  £  und  rj7  oder  durch  die  eine  will- 
kürliche Function  W=  £y4* —  rj  von  x}  y,  y4 ,  und  weil  rjAJ  das 
sich  nach  (4  4)  und  (43)  durch  W  also  ausdrückt: 

ebenfalls  nur  von  x,  y,  yi  abhängt,  so  sagt  Lie,  dass,  so  oft  eben 
§  und  ij  blosse,  der  Bedingung  (42)  genügende  Functionen  von 
x,  y,  yK  sind  und  rj{  durch  die  erste  Gleichung  (43)  definirt  wird, 
die  drei  Gleichungen  mit  der  unendlich  kleinen  Zahl  e : 

(4  4)     x=x+s^       i/  =  y  +  erj,       ,yi  =  */4  +  «  ^  , 

oder  also,  in  der  willkürlichen  Function  W  von  x,  y,  yA  ausge- 
drückt, die  drei  Gleichungen : 


Ml 


x'  —  x  -f-  e 


yt 


(hw< 


Vi 


by 


) 
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eine  infinitesimale  Beiiihrungsformation  (der  Ebene)  von  der  cha- 
rakteristischen Function  W=£yK — rj  bilden,  und  nimmt  als 
Symbol  dieser  infinitesimalen  Berührungstransformation  den 
Ausdruck : 

-oyibx^\y*byi        "fby       \bx^y*    byfby,     ] 

Wenn  wir  hiernach  unter  der  (für  n  =  2  an  sich  klaren) 
Forderung ,  dass  die  Differentialgleichung  nter  0.  (2)  eine  gegebene 
infinitesimale  Berührungstransformation  (45)  gestatten  soll,  im 
Falle  n  >  2  verstehen,  dass  diese  Gleichung  oder  ihre  Charakte- 
ristik (4)  diejenige  infinitesimale  Transformation  (3)  gestatten 
soll,  welche  durch  die  n  —  1  ersten  Formeln  (43)  aus  der  infini- 
tesimalen Berührungstransformation  entsteht  oder  von  dieser 
erzeugt  wird,  so  können  wir  das  Problem  B  kurz  bezeichnen  als 
die  Aufgabe: 

G.  Alle  Differentialgleichungen  ni$r  0.  zwischen  y  und  x  zu 
finden ,  die  eine  gegebene  infinitesimale  Berührungstransformation 
zulassen, 

und  zugleich  können  wir  die  dem  Problem  A  hinzugefügte  Be- 
merkung jetzt  einfacher  so  aussprechen: 

Es  ist  nur  eine  Ausnahme,  wenn  eine  Differentialgleichung 
zwischen  y  und  x,  deren  Ordnung  >  2  ist,  überhaupt  eine  infini- 
tesimale Berührungstransformation  gestattet. 

Dagegen  lässt  jede  Differentialgleichung  2.  0.  zwischen  y 
und  x  unendlich  viele  infinitesimale  Berührungsformationen  zu. 
Denn  sie  gestattet  ja  stets  infinitesimale  Transformationen  von 
der  Form : 

Vf=  W(x,  y,  yt)  |£  +  Wt(as,  y,  y4)  ^  , 

und  da,  wenn  fi  =  a, ,  /",  =  at  die  beiden  Integrale  der  gege- 
benen Differentialgleichung  2.  0.  sind,  nach  (9)  in  einer  jeden 
solchen  infinitesimalen  Transformation  der  Goefficient  Wdie  Form 
besitzt : 


4)  Trsfgr.  II,  p.  253. 
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so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  dies  zugleich  die  allgemeine 
Form  der  charakteristischen  Function  einer  jeden  infinitesimalen 
Berührungsformation  der  gegebenen  Differentialgleichung  2.  0. 
Der  Forderung  (42)  wird  im  Besondern  genügt,  wenn  man 
£  und  7]  als  blosse  Functionen  von  x  und  y,  oder  die  charakte- 
ristische Function  W=  £ y{  —  v\  der  infinitesimalen  Berührungs- 
transformation (4  4)  linear  in  Bezug  auf  y{  annimmt.  Die  beiden 
ersten  Gleichungen  (4  4)  werden  dann : 

(16)         x  =  x  +  «£  Ix,  ij)  ,         \f =y  +  erj(x,  y) 

und  definiren  x\  y  als  blosse  Functionen  von  x,  y}  und  umge- 
kehrt. Die  infinitesimale  Berührungstransformation  kommt  dann 
zurück  auf  die  infinitesimale  Piinkttransformation  (46),  als  deren 
Symbol  wir  nach  Lie  nehmen : 

(47)  UJsBSfatiX+tifay)^, 

und  ganz  analog  wie  vorhin  werden  wir  sagen,  die  Differential- 
gleichung nter  0,  (2)  gestattet  eine  gegebene  infinitesimale  Punkt- 
Iransformation  (47),  so  oft  die  diesem  U0f  durch  die  n  —  4  ersten 
Gleichungen  (43)  zugeordnete  Operation  (3)  eine  infinitesimale 
Transformation  der  Charakteristik  (4)  ist. 

Ich  hebe  endlich  noch  hervor,  dass  eine  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation 

*'        *bx         'by  byt 

niemals  eine  triviale  infinitesimale  Transformation  der  Charakte- 
ristik (1)  (für  n  =  %)  sein  oder  (für  n~^>%)  erzeugen  kann. 

In  der  That,  die  Operation  (3)  ist  nur  dann  eine  triviale  in- 
finitesimale Transformation  der  Charakteristik  (4),  wenn  die  n 
Relationen  bestehen : 

1?=^!,  ...,         '}n-*  =  yn-i£,        i?»-4=w£- 
Stellt  aber  UJ  überhaupt  eine  infinitesimale  Berührungstrans- 

Math.-phys.  Claase.   1893.  48 
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formation  dar,  so  wird  dieselbe  durch  die  charakteristische  Func- 
tion W=§y{  — rj  erzeugt,  und  es  kann  also  schon  die  erste 
jener  n  Bedingungen  unmöglich  erfüllt  sein. 


§5- 

Bestimmung  aller  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  zwischen 
zwei  Variabein,  die  eine  gegebene  infinitesimale  Bertthrnngstransfor- 

mation  gestatten. 

Um  nun  zur  Lösung  unsres  Problems  B  oder  C  überzugehen, 
muss  ich  zunächst  den  folgenden  Hülfssatz  vorausschicken: 
Satz  8.  Eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  1.0. 

(A)  ^Xk(xif  ...,xn)^-  =  Z(xK,  ...xn,  z)  , 

in  der  die  Unbekannte  z  selbst  nur  in  Z,  und  auch  hier  nur  rational 
auftritt,  besitzt  keine  anderen  Lösungen  z}  als  solche,  die  sich  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form : 

(B)  .  F(ft,ft,---fn)  =  * 

definiren  lassen,  wo  f=fh,  ft,  .  M  fn  unabhängige  Lösungen  der 
Charakteristik : 

bedeuten,  und  umgekehrt  definirt  (wie  bekannt)  jede  Gleichung  von 
der  Form  (B),  die  wirklich  z  enthält,  stets  eine  Lösung  z  der  Glei- 
chung (A). 

Nimmt  man  nämlich  f  frei  von  2  an,  so  reducirt  sich  die 
Charakteristik  (C)  auf  die 


2>*S:-« 


und  besitzt  daher  n  —  4  von  z  freie  Lösungen  /*=/,,  ft,  . .. 
fn-{  y  die,  falls  etwa  An  £  0  ist,  unabhängig  von  einander  sind 
in  Bezug  auf  x{ ,  xt ,  . . . ,  xn  _  4 .  Durch  die  n  —  4  Gleichungen : 

(D)  /4=«4>     /i  =  «t>      •••>     fn-«=0f»-i 

kann  man  daher  af ,  at  y  . .  •  an  _ t  an  Stelle  von  xi ,  x% , . . .  ccn_  4 
als  neue  unabhängige  Variable  einführen ,  und  wenn  man  die 
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Substitution  der  Auflösungen  x4,  a?t,  ...  xn_{  dieser  Glei- 
chungen durch  Einschliessung  in  []  andeutet  und  [z]  =  £,[/]  =  <jp 
setzt ,  so  reduciren  sich  hierdurch  die  Gleichungen  (A)  und  (C) 
resp.  auf: 

(A')  [.V.]  ^  =  (Z)  und 

i">  w  £ + li!1  n  -  •  ■ 

worin  a4 ,  . .  . ,  an  _ ,  nur  noch  als  Constanten  eingehen.  Die 
Gleichung  (A'}  ist  daher  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
\.  0.  zwischen  £  und  <rn,  die,  weil  sie  £  selbst  ebenfalls  nur  in 
rationaler  Weise  enthält,  bekanntlich  keine  singulare  Lösung  C 
besitzen  kann,  von  der  also,  wenn 

die  Lösung  der  Charakteristik  (C)  ist,  jedwede  Lösung  C  durch 
eine  «Gleichung  von  der  Form 

qp(a4,  ....  (*„_,,  rrn,  f)  =  const.  =  0(a{,  ...,  an_4) 

definirt  wird.  Eliminirt  man  daher  rückwärts  wieder  ai ,  . . . , 
«n  _  i  durch  die  zur  Reduction  benutzten  Auflösungen  der  Glei- 
chungen (D),  so  erhält  man  in : 

in  ==  V 1/ 4  >  •  •  •  j  / n  —  4  >  ^n j  *) 

die  n<*  Lösung  der  Qiarakteristik  (C) ,  und  für  jede  Lösung  z  der 
Gleichung  ( A)  eine  Gleichung  von  der  Form : 

* 

w.  e.  z.  b.  w.  — x) 

4)  Genau  ebenso  zeigt  man  allgemein:  Ein  jACOBi'sches  System  simul- 
taner partieller  Differentialgleichungen  4.  0. 


b 


^^  *  Xk  \Fi »  •  •  •  i  xnl  *  _.    —  "q  \xi  »  •  •  •  xn  »  *i  i  •  •  •  *rl »      Q  °  * »  •  •  •  r  t 
1  * 

welches  die  Unbekannten  z\ ,  . . .  zr  selbst  nur  rechter  Hand  und  auch  hier 
nur  rational  enthält,  lässt  niemals  andere  Systeme  Lösungen  zx ,  .  . .  zr  zu 
als  solche,  welche  r  Gleichungen  von  der  Form  genügen : 

Fq(f*>  /*3»  •  •    t  fn+r)  =  °  >  £  =  4,  «,  ..  .  r  , 

wo  /"=  /i ,  /i , . . .  /"n+r  unabhängige  Lösungen  der  Charakteristik  bezeichnen : 


48' 


Ö.Tjfc      _  „^ 
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Dies  festgesetzt,  handelt  es  sich  nun  darum ,  alle  Differen- 
tialgleichungen uter  O. 

dky 

oder  alle  Charakteristiken : 

zu  bestimmen,  welche  eine  gegebene  infinitesimale  Berührungs- 
transformation: 

m  ".^+^+< 

gestatten,  s  und  7;  sind  also  solche  beliebig  gegebene  Func- 
tionen von  x}  y}  yA ,  für  welche,  immer  y  als  Function  von  x  mit 
den  Differentialquotienten: 

—  <iky 
tJk  =  d^ 

betrachtet, 

dt]  dt; 

}h  =  d^~~  Vk  dx 

wiederum  nur  von  xt  y,  y{  abhängt.  Ueberdies  kann,  als  cha- 
rakteristische Function  der  infinitesimalen  Berührungstrans- 
formation  (3),  der  Ausdruck  W  =  ^yl  —  17  nicht  identisch  Null 
sein,  und  wenn  wir  zunächst  voraussetzen,  #ass  diese  Transfor- 
mation sich  nicht  auf  eine  blosse  Punkttransformation  reducirt, 
dass  also  W  nicht  linear  in  yA  sei,  so  ist  auch  sicher : 

!  =  ¥**■ 

Dass  aber  die  Gleichungen  (\)  und  (2)  die  infinitesimale  Berüh- 
rungstransformation (3)  zulassen  sollten,  hatten  wir  (im  Falle 
n  >  2)  dahin  definirt,  dass  die  (früher  durch  Uf  bezeichnete] 
Operation : 


bx   '     'dt,    '  9tbyt    '  '    «"-,Jy._l» 

deren  weitere  Coefficienten   sich  successive  aus  den  Formeln 
bestimmen: 

{°>  *  -  ~dx~       yi dx~ ' 
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eine  infinitesimale  Transformation  der  Charakteristik  (2)  sein 
sollte,  und  hierzu  war  nothwendig  und  hinreichend,  dass  co  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung  4 .  0.  genügt: 

(6)  Un__ico  =  Arjn_i  —  (üAI;.< 

Diese  partielle  Differentialgleichung  hat  aber  eben  die  in  Satz  8 
vorausgesetzte  Form  (die  Unbekannte  co  selbst  kommt  nur  auf 
der  rechten  Seite  vor  und  diese  ist  in  co  vom  Grade  4  oder  2, 
jenachdem  n>2  oder  =2  ist).  Sind  daher  f=fA1  /*,,  ..., 
fn+i  n  +  *  unabhängige  Losungen  der  Charakteristik : 

so  ist  es,  damit  unsere  Differentialgleichung  nter  0.  (4)  die  gege- 
bene infinitesimale  Berührungstransformation  (3)  gestatte,  noth- 
wendig und  hinreichend,  dass  co  die  Auflösung  einer  Gleichung 
von  der  Form  sei : 

Ersetzt  man  aber  co  durch  den  nten  Differentialquotienten  yn,  so 

df 
geht  Af  in  -~- ,  und  damit,  wenn  man  die  Formeln  (5)  auch  auf 

(JLX 

i  =  n  ausdehnt,  die  letzte  Charakteristik  über  in  : 

(7)  Unf=Un_J+rin¥=0. 

Führen  wir  also  yn  selbst  an  Stelle  von  co  als  Unbekannte  ein, 
d.  h.  schreiben  wir  unsre  Differentialgleichung  nter  0.  (4)  in  der 
unaufgelösten  Form : 

so  sehen  wir : 

Satz  9.  Damit  eine  Differentialgleichung  nter  0.  zwischen  y 
und  x  die  gegebene  infinitesimale  Berührungsformation  (3)  gestatte, 
ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  sie  die  Form  habe : 

Mm  j  t% i  ,")fn+i)=  0  ^ 

wo  unter  M  ,  ft}  . . .,  fn+i  irgend  n  +  4  unabhängige  Lösungen 
der  Charakteristik  (7)  zwischen  f  und  den  n  +  2  unabhängigen  Va- 
riabein x,  y,  yK ,  . . . ,  yn  zu  verstehen  sind. 

Solche  n  +  4  Lösungen  lassen  sich  aber  immer  angeben. 
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so  oft  man  irgend  zwei  unabhängige  Lösungen  der  Charakteristik 
UJ=0  kennt. 

Nach  den  Formeln  (5)  ist  nämlich  fttr  i  >  0  jedes  rj;  eine 
Function  von  x,  y,  yif  . . . ,  yt-  allein.  Setzt  man  daher  unter 
Zugrundelegung  dieser  Formeln  allgemein : 

so  stellt  für  jedes  ä  >  0  die  Gleichung 

Ukf=0 

eine  Charakteristik  zwischen  der  Function  f  und  den  k  +  2  un- 
abhängigen Variabein  x,  y,  yiy  ... ,  y^  dar,  und  jede  Lösung 

dieser  Charakteristik  genügt  derselben  eo  ipso  auch  dann  noch, 
wenn  man  y  als  eine  Function  von  x  mit  den  Differentialquo- 
tienten y4 ,  y, ,  ...  betrachtet.  In  dieser  Auffassung  ist  daher  mit 
Uk(p  gleichzeitig  auch  sein  vollständiger  Differentialquotient: 

dU*vzzQ. 
dx 

Diese  Identität  —  und  sie  würde  auch  noch  gelten ,  wenn  nur 
überhaupt  U^y  =  const.  wTäre  —  stellt  sich  aber  entwickelt 
also  dar: 

d£  bcp       drj  bcp       t  d    bq>  d    bq> 

da?  öcc       dx  by         dx  bx       'dx  by 

+fd*  byt  Tfl'  dx  by{  —  "  • 
Zugleich  ist: 

also: 

bcpi d    bcp  b(p{ d    bq>  bq>K    bq> 

bx       dx  bx  }         by        dx  by  '        dy*  +  1       iy^  ' 

dagegen  für  t  =  4 ,  2,  . . .  A* : 

bcp{ bcp  d    bcp 
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Unsere  Identität  lttsst  sich  daher  so  schreiben  : 

*— 1 


^  dx  by  *rs  bx  ^  '  by  """-^   dx  »«/,-       dx  byk+{ 

oder  geordnet  nach  den  partiellen  Differentialquotienten  von  <px 
und  9 : 

da^«  ^Sba:  ^  by  TäZ '  ^by^Xdx      yk+ldx)by 


»— 1 


+ 


fö-y«^-^+^(S-^-i-^-)^°- 


Nach  (5)  sind  aber  hierin  die  Coefficienten  der  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten von  q>  einzeln  =  0 ,  und  nach  (5)  und  (9)  lässt 
sich  daher  die  Identität  einfach  so  schreiben : 

dB 

Ist  demnach  f=tp  irgend  eine  zweite  Lösung  von  Ukf=  0  ,  so 

dxl) 
hat  man  auch  für  t//4  =  -r1-  : 

OL  X 

j^Vt+Uk+lrpt=0. 
Aus  beiden  Identitäten  aber  folgt : 

Satz  10.  Sind  für  irgend  ein  4>  0  f  =  qp,  ip  irgend  zwei 
Lösungen  der  Charakteristik  Ujcf=  0  (oder  allgemeiner  bez.  Lö- 
sungen der  beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
Ukf  =  a  und  Ukf=  b.  wo  a  und  b  beliebige  Constanten),  so  ist 
stets  zugleich 


734  A.  Mayer, 

d\p 

f i//4 dx  difj 

cpK       dtp       dtp 
dx 

eine  Lösung  der  Charakteristik : 

von  der  <jp  und  \p,  da  sie  y*  +  l  9ar  nicht  enthalten,  selbst  schon 
Lösungen  sind. 

Sind  daher  im  Besonderen  f=ufv  zwei  Lösungen  der  Cha- 
rakteristik 

so  sind : 

r  dv 

drei  Lösungen  der  Charakteristik  U%f=  0,  und  zwar  sind  diese 

drei  Lösungen  unabhängig  von  einander,  so  oft  u  und  v  es  sind, 

d  v 
weil  alsdann  -r-  nothwendig  die  Variable  y%  enthält ,  die  in  u 

und  v  gar  nicht  vorkommt1). 
In  der  That,  aus: 

1  bx         by        "  byA  J 


folgt: 


du  bu  bu  bu 

d^=    bcc  +  tlib^+y*bJiJ 

^du        ,„  .  bu   ,    #l.  .  öw 


4)  Hieraus  erhellt  unmittelbar,  dass  man  u  und  t?  nicht  willkürlich 
als  unabhängige  Functionen  von  x,ytyx  wählen  kann,  wenn  sie  einer  Cha- 
rakteristik von  der  Form  Ulf=0  genügen  sollen.  Bestimmen  z.  B.  die 
beiden  Gleichungen 


»•-«,     „•_.;     (v,  =  5j) 


dv 
eine  Berührungstransformation,  so  ist  gerade  umgekehrt  stets  -—  frei  von  ys . 
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also  ist: 

dt,_Jgy«-'?)^+(gy»-ft)^-  _Q 

du       ti.  .  hu   ,    lim  .  hu        P 

^  -  ^ + (ly*  ~  '•>  äy; 

dv 
Sollte  daher  -r-  frei  von  v«  sein,  so  müsste  die  Relation  bestehen: 

du  * 

d.  h.,  da  weder  §  noch  ify4  —  17  =  0  sein  kann, 

hu  hv         hu  hv  

und  das  ist  unmöglich,  da  wegen  £  £  0  zwei  unabhängige  Lö- 
sungen von  UKf=  0  stets  gerade  in  Bezug  auf  y  und  yt  von  ein- 
ander unabhängig  sind. 

dv 
Nach  Satz  1 0  liefern  ferner  die  beiden  Lösungen  /*==  u ,  — 

von  U%f=0  die  Lösung 

cZ    du 

« dx  du  d*v 

du  du* 

dx 

von  Uzf=  0,  und  diese  Lösung  enthält  sicher  y3,  weil  y, ,  das 

in  u  fehlt,  nothwendig  in  —  auftritt,  ist  folglich  unabhängig  von 

dv 
den  Lösungen  f=u,  v,  -r-,  die  U3f=0  mit  U%f=0  gemein  hat. 

Genau  so  geht  man  weiter  und  erhält  damit  den  allgemeinen : 
Satz  11.   Sind  f=u}v  irgend  zwei  unabhängige  Lösungen 
der  Charakteristik  Utf  =  0 ,  so  sind  gleichzeitig 

dv       d%i)  d*c~li) 

/'=w>  v>    TT.' 


du7    du*  '  '  "  düF^ 


k-\-\  unabhängige  Lösungen  der  Charakteristik  U^f—O  . 

Nach  Satz  9  ist  aber  damit  zugleich  als  Lösung  unsres 
Problems  der  für  jedes  n^2  geltende  Satz  gewonnen: 

Satz  12.  Jede  Differentialgleichung  nterO.  zwischen  y  und  <r, 
die  eine  gegebene  infinitesimale  Berührungstransformation 
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gestaltet,  ist,  wenn  u  und  v  irgend  zwei  unabhängige  Lösungen 
der  Charakteristik  U%f=±0  bedeuten,  in  der  Form: 

enthalten. 

Da  die  infinitesimale  Bertihrungstransformation  Ui  f  auf  die 
infinitesimale  Punkttransformation : 

(10)  uj^sK  +  ^1 

zurückkommt,  so  oft  man  £  und  t]  als  blosse  Functionen  von  jc 
und  y  annimmt,  so  gilt  im  Allgemeinen  dieser  Satz  auch  für  die- 
jenigen Differentialgleichungen  nUr  0.  zwischen  y  und  x,  welche 
eine  gegebene  infinitesimale  Punkttransformation  (4  0)  gestatten. 
Indessen  wird  nun  einmal  der  Ausnahmefall  £  =  0  möglich  und 
andrerseits  kann  man  die  Aufsuchung  der  Lösungen  f=u,v 
der  durch  (4  0)  erzeugten  Charakteristik  Uif=0  selbst  auf  eine 
einfachere  Aufgabe  zurückführen. 

In  dem  besondern  Falle  nämlich,  wo  £  und  rj  blosse  Func- 
tionen von  x  und  y  sind,  ist  unmittelbar  klar,  dass  Satz  4  0  auch 
für  k  =  0  noch  gilt.  Sind  daher  /*=  u  und  /*=  w  resp.  Lösungen 
etwa  der  beiden  Gleichungen : 

UJ=  0      und      UJ=\, 

was  eo  ipso  u  und  w  als  unabhängige  Functionen  von  x  und  y 
voraussetzt,  so  ist 

dw 

f dx dw 

du        du 
dx 

eine  Lösung  der  Charakteristik  Utf=Q,  der  auch  f=u,  nicht 
aber  f—w  genügt.  Die  beiden  Lösungen  u  und  —  sind  über- 
dies sicher  unabhängig  von  einander,  weil  in  Folge  der  Unab- 
hängigkeit von  u  und  w  selbst 
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bw  bw 

dw olc       ^4  ~by 

du       dt*  bu 

b^  +  yibj 

nicht  frei  von^  sein  kann.  Wir  können  demnach  jetzt  im  letzten 

Satze  v  =  -p-  nehmen  und  erhalten  auf  diese  Weise  sofort  den 
du 

Satz  13.   Damit  eine  Differentialgleichung  nUr  0.  zwischen  y 

und  x  die  gegebene  infinitesimale  Punkttransformation 

gestatte ,  ist  nothwendig  und  hinreichend ,  dass  sie  sich  mit  Hülfe 
ie  einer  beliebigen  Lösung  u  und  w  der  beiden  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen : 

Ut  u  =  0       und       UQw  =  1 
auf  die  Form 

I      dw  tfnw\ 

hangen  lasse l) , 

ein  Satz,  der  nun  für  jedes  n  ^  4  gilt,  und  im  Falle  n  =  \  im 

Besondern  auch  die  Differentialgleichung 

%dy  —  t]dx  =  Mdu  =  0  , 

für  welche  UQ  f  nur  trivial  ist,  in  der  Gestalt 

1 


dw 
du 


=  0 


umfasst*). 

4)  Vgl.  Inf.  Trsf.  p.  887. 

2)  Im  Satze  43,  dessen  letzte  Gleichung  sich  natürlich  auch  so  schrei- 
ben lässt : 


.  /      du  d»u\ 


kann  man  (im  Gegensatz  zu  42)  auch  u  und  w  an  Stelle  von  ^/"willkürlich 
wählen.  Denn  sind  u,w  irgend  zwei  gegebene,  unabhängige  Functionen 
von  x,y,  so  bestimmen  sich  £  und  r\  eindeutig  aus  den  beiden  linearen 
Gleichungen  U0w  =  4 ,  U0u  =  0. 

Satz  43  lässt  sich  ferner  auch  ganz  direct  und  unabhängig  vom  Satze  8 
also  beweisen: 
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§6- 

Infinitesimale  Bernhrnngstransformationen  der  Differentialgleichungen 
1.  0.  zwischen  zwei  Variabein.    Die  Liebchen  Mnltiplicatorsätze. 

So  lange  man  an  unserer  ursprünglichen  Definition  der  in- 
finitesimalen Transformationen  einer  gegebenen  Differential- 
gleichung nter  0.  zwischen  y  und  x  als  solcher  Operationen  fest- 
hält, welche  jede  Lösung  der  Charakteristik  dieser  Differential- 
gleichung wiederum  in  eine  Lösung  überführen,  hat  es  offenbar 


Nimmt  man  |  =  4 ,  j?  =  0 ,  so  wird  nach  (5)  auch  jedes  i?;  =  0  und 
daher  redacirt  sich  mit  U0f  zugleich  auch  Un_xf  auf  ^J-  •  Damit  dann  also 

0  CO 

(4)  die  infinitesimale  Punkttransformation  U0f  gestatte,  ist  nach  (S)  nur  er- 
forderlich, dass  r —  =  0  .  d.  h.  dass  w  frei  von  x  sei. 

Ox 

Ist  nun  eine  beliebige  infinitesimale  Punkltransformation(4  0)  vorgelegt, 
so  kann  man  an  Stelle  von  x  und  y  die  Lösung  fs«  der  Gleichung  l/0/»  0 
nebst  irgend  einer  Lösung  w  der  Gleichung  U0w  =  \  als  neue  Variable  ein- 
führen. Hierdurch  wird,  wenn  man  w  zur  neuen  unabhängigen  Variabein 
nimmt,  die  Gleichung  (4)  transformirt  in  eine  Gleichung  von  der  Form: 

...  dFu  I  du  <f,-li#\ 

und  zugleich  geht  U0f  über  in  -^-  •   Damit  aber  (4)  U0f  gestatte,  ist  (vgl.  §  7) 

nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  transformirte  Gleichung  (4')  die 

transformirte  infinitesimale  Punkttransformation,  also  <--  gestatte,  und  das 

öw 

verlangt  nach  dem  Vorhergehenden  eben  nur ,  dass  Q  frei  von  tv  sei. 

Auf  dieselbe  Art  erkennt  man  sofort ,  dass  sich  der  Satz  auch  aus- 
dehnen lässt  auf  Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung  und  dass  im  Besonderen  der  Satz  gilt  (vgl.  Inf.  Trsf.  p.  298,  sowie 
Staude,  p. 54  4  dieses  Bandes): 

Jedes  System  von  n  Differentialgleichungen  Ä.  0. 

&xk       v  /  dxi  dxn\  t       .    « 

welches  eine  gegebene  infinitesimale  Punkttransformation 

gestattet,  lässt  sich  mit  Hülfe  der  n  Lösungen  f=vltv%r...,  vn  der  Charak- 
teristik U0f=  0  und  einer  Lösung  tu  der  Gleichung  U0w  =  4  stets  auf  die  von 
tv  selbst  freie  Form  bringen : 

<Pvh  I  dv.  dvn\ 

dw  \  l  dw  dwf 


1 


Infinitesimale  Transformationen.  739 

keinen  Sinn,  von  infinitesimalen  Bertthrungstransformationen 
einer  Differentialgleichung  4 . 0.,  oder  von  infinitesimalen  Punkt- 
transformationen einer  endlichen  Gleichung  zwischen  y  und  x 
zu  reden.  Bei  dieser  Auffassung  verbietet  es  sich  daher  von 
selbst  zu  fragen,  wie  sich  Satz  42  für  n=  4,  oder  Satz  43  für 
n  =  0  gestaltet. 

Geht  man  dagegen  von  der  zweiten,  in  §  2  gewonnenen 
Definition  aus,  so  kann  man  auch  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen sprechen,  die  von  endlichen  Gleichungen  gestattet  werden. 

Im  Besondern  gestattet  nach  dieser  zweiten  Definition  die 
endliche  Gleichung     . 

y  =  io  (x) 

eine  gegebene  infinitesimale  Punkttransformation 

x'  =  x  +  bS(x9  y) ,         y'  =  y  +  er}[x,  y) , 

in  der,  um  einen  bestimmten  Fall  ins  Auge  zu  fassen,  £  $  0  sei, 
so  oft  diese  Transformation  bis  auf  Grössen  von  der  Ordnung  e 
genau  die  Gleichung  y'  =  co (x)  nur  wieder  in  die  Gleichung 

y  =  io [x]  überführt,  so  oft  also  die  Gleichung  tj=  ■--  §,  oder: 

durch  y  =  co(x)  identisch  erfüllt  wird1). 

Ist  nun  u  —  const.  das  Integral  der  Differentialgleichung 
4.  0.  zwischen  y  und  x: 

m  dx~  §' 

oder  f=u  die  Lösung  der  Charakteristik: 

so  besitzt  allerdings,  übereinstimmend  mit  Satz  4  3,  die  Gleichung 
y  =  w(x)  diese  Eigenschaft,  so  oft  sie  für  irgend  ein  constantes 
c  der  Gleichung 

(3)  u  =  c 

genügt,  d.  h.  so  oft  sie  die  vollständige  oder  irgend  eine  particu- 
läre  Lösung  der  Differentialgleichung  (2)  darstellt. 


4)  Vgl.  Inf.  Trsf.  p.  70—72. 
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Aber  nun  hängen  nicht  mehr  umgekehrt  alle  Gleichungen 
y  =  10  (x),  welche  die  gegebene  infinitesimale  Punkttransforma- 
tion  Liegestätten,  nothwendig  mit  dem  Integrale  (3}  der  Glei- 
chung (£)  in  dieser  Weise  zusammen. 

Denn  einerseits  wird  die  Gleichung  (4)  auch  durch  jede 
etwaige  gemeinsame  Wurzel  y=to  (x)  der  beiden  Gleichungen 
£  =  0 ,  rj  =  0  erfüllt  —  und  man  kann  ja  den  Functionen  £  und 
rj  jeden  beliebigen  gemeinsamen  Factor,  z.  B.  auch  den  Factor 
u —  x,  beilegen  und  damit  erreichen,  dass  jene  gemeinsame 
Wurzel  keine  Gleichung  von  der  Form  (3)  befriedigt  —  und  ausser- 
dem kann,  sobald  man  nicht  überdies  verlangt,  dass  4-, als  Func- 

tion  von  y  betrachtet,  den  Charakter  einer  rationalen  Function 
besitzen  soll,  die  Differentialgleichung  (2)  recht  wohl  auch  noch 
singulare  Lösungen  zulassen. 

Für  die  infinitesimale  Punkttransformation: 

z.  B.  wird  die  Gleichung  (4)  einmal  erfüllt  durch  y  =  x,  weiter 
durch  die  im  Integrale 

äy*  —  x  =  c 

enthaltenen  vollständigen  und  particulären  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung 

und  endlich  durch  die  singulare  Lösung  y  =  0  dieser  Gleichung. 
Hier  existiren  also  neben  der  Gleichungenschaar  (3)  noch  die 
beiden,  ausserhalb  derselben  stehenden  Einzelgleichungen  y—x 
und  y  =  0 ,  welche  die  infinitesimale  Punkttransformation  un- 
verändert lässt ,  und  man  sieht  also,  dass  man  im  Falle  n  =  0 
vom  Satze  13  nur  noch  das  Hinreichende,  nicht  aber  mehr  auch 
die  Notwendigkeit  aufrecht  erhalten  kann. 

Wir  werden  ferner  bei  Zugrundelegung  unsrer  zweiten  De- 
finition sagen  dürfen,  die  Differentialgleichung  4.  0. 

(4)  »i=w(«t»)5       »«— s| 

gestattet  eine  gegebene  infinitesimale  Berührungstratisformation 
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(5)        as'  =  x  +  €§,       y,=y  +  erj)       yi  =  y,  +  «»h, 
oder  symbolisch 

so  oft  sie,  als  eine  endliche  Gleichung  zwischen  den  drei  Variablen 
x,  y1yi  angesehen,  diese  infinitesimale  Transformation  gestattet. 
Dies  kommt  darauf  hinaus,  dass  die  Gleichung 

V{{io  —  y{)  =  $—+  q  — -^  =  0  oder: 

durch  den  Werth  (4)  von  #4  identisch  erfüllt  werden  muss,  und 
das  wieder  verlangt,  wenn  man  sich  die  Gleichung  (4)  durch 
Auflösung  einer  Gleichung  f[xfy,yl)  =  0  nach  yi  entstanden 
denkt,  dass  die  Gleichung  UKf  =  0  eine  blosse  Folge  der  Glei- 
chung f=Q  sei,  woraus  sich  unmittelbar  das  mit  Satz  42  harmo- 
nirende  Resultat  ergiebt : 

Satz  14.   Jede  Differentialgleichung  4 . 0.  von  der  Form : 

(7)  F(u,  t>)  =  0, 

in  der  f=uyv  irgend  zwei  unabhängige  Lösungen  der  Charak- 
teristik UKf=ü  sind,  gestattet  sicher  die  gegebene  infinitesimale 
Berührungstransformation  (5). 

Aber  die  Gleichung  (6)  ist  eine  lineare  partielle  Differential- 
gleichung 4 .  0.  zwischen  yK  und  x ,  y ,  die  nicht  mehr  die  in 
Satz  8  vorausgesetzte  Form  besitzt.  Es  erscheint  mir  daher  sehr 
fraglich,  ob  umgekehrt  jede  Function  yh  von  x  und  y,  die  ihr 
genügt,  nothwendig  eine  Gleichung  von  der  Form  (7)  befriedigen 
muss,  doch  habe  ich  bisher  auch  noch  kein  Beispiel  gefunden, 
in  welchem  dies  nicht  der  Fall  wäre,  und  muss  daher  diese  Frage 
offen  lassen. 

Führen  wir  die  charakteristische  Function 

FfoiMÜ  ==£»«  — 7 

unsrer  infinitesimalen  Berührungstransformation  (5)  ein,  so  wird 
nach  den  Formeln  (4  4)  und  (4  4')  von  §  4: 

(8)  £  =  _,     ,  =  „_*,     ,|  =  _(_+|f|_). 
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Hieraus  erhellt  sofort,  dass 

»IV 

u.  w=  —  w^— , 

und  daher  die  Gleichung  UK  W  =  0  stets  eine  Folge  der  Glei- 
chung W=  0  ist.  Jede  gegebene  Differentialgleichung  4.0.  (4) 
gestattet  also  im  Besondern  alte  diejenigen  infinitesimalen  Be- 
rtthrungstransformationen  (5),  deren  charakteristische  Function 
\V  durch  die  Substitution  (4)  identisch  verschwindet.  Sehen  wir 
aber  ab  von  diesen  trivialen  infinitesimalen  Berührungstrans- 
formationen der  Gleichung  (4) ,  so  lässt  die  Forderung ,  dass  die 
Gleichung  (6)  durch  yK  —  w  identisch  erfüllt  werden  muss,  eine 
wichtige  Deutung  zu. 

Sie  verlangt  nämlich  nach  (8),  dass  zwischen  der  gegebenen 
Function  10  (x,y)  und  der  Function  W[x,  y,  tu)  identisch  die  Glei- 
chung stattfinde: 

_     bw  ,  bwbio  ,     /dir  iWbio\     .„öw     A 

'        bx         bio  ö./;  \by         bw  by]  by 

Da  nun  W[xy  y,  w)  £  0  sein  soll,  so  kann  man  M  als  Function 
von  x,  y  durch  die  Gleichung  definiren: 

~~  W[x,y,  (o) 

Für  diese  Function  aber  wird: 

bM__J    IbW      bWbto\      dJV \    IbW      bWbw\ 

Yx~       Wi\bx  +  'bü}'bx)'     by~       H'*Uy  +  da*  by)1 

ihre  Einführung  verwandelt  daher  die  Gleichung  (9)  in: 
bM  ,       bM  ,    „bu>      bM  ,  bMio       A 

und  das  ist  nichts  anderes  als  die  partielle  Differentialgleichung 
der  Multiplicatoren  der  gegebenen  Differentialgleichung  (4).  Also 
hat  man  den: 

Satz  15.    Gestattet  die  gegebene  Differentialgleichung  1.0. 

t      x  dy 

y{=o>(xy),      Vi=j^ 

eine  nicht  triviale  infinitesimale  Beruhrungslransformation  von  der 
charakteristischen  Function  W(x,  y ,  y4),  so  besitzt  sie  stets  zugleich 
den  Multiplicator 
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W(x,y9  w) 

Und  umgekehrt,  wenn  M  ein  Mulliplicator  der  gegebenen  Differen- 
tialgleichung ist,  so  ist  jede  Function  W(x,  y,  y4),  welche  der  Be- 
dingung genügt: 

\ 

W(x9y,w)=^) 

die  charakteristische  Function  einer  nicht  trivialen  infinitesimalen 
Berührungstransformation  dieser  Differentialgleichung1). 

Nimmt  man  im  Besondern  £  und  rj  als  blosse  Functionen 
von  x,  y  an  und  setzt : 

'        bx  by  '  0/        *bx        '  by  f 

so  wird  nach  (6)  und  (8)  W=|y4  —  17  die  charakteristische 
Function  einer  infinitesimalen  Berührungstransformation  der  Diffe- 
rentialgleichung 4.0.  (4),  so. oft  die  Gleichung: 

U^co  =  Ar]  —  (oA^ 

identisch  besteht.  Dies  aber  sagt  (vgl.  die  Anmerkung  zu  p.  724 ) 
nichts  anderes  aus,  als  dass  die  Differentialgleichung  (4)  die  in- 
finitesimale Punkttransformation  U0f  gestattet.    Schreiben  wir 

Y 
daher  noch  —  statt  cj,  so  ergiebt  sich  aus  Satz  45  zugleich  noch 

der  wichtige 

Satz  16 .  Jede  nicht  triviale  infinitesimale  Punkttransformation 

uf=£K  +  vK 

J  —  *bx^Vby 
der  Differentialgleichung  1.0.  zwischen  y  und  x: 

Xdy  —  Ydx  =  0 
liefert  den  Multiplicator 

M=        < 


dieser  Differentialgleichung ,  und  umgekehrt*). 


4)  Üb,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  Wiss.  zu  Christiania  4874,  p.  254, 
und  Math.  Annalen  XI,  p.  554. 

2)  Ebenda  p.  247  und  p.  493,  Inf.  Trsf.  p.  4  04,  Satz  4.  Der  Satz  folgt 
auch  sofort  aus  der  letzten  Formel  in  der  Anmerkung  zu  p.  724. 
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Die  selbstverständliche  Bemerkung  endlich,  dass  eine  Func- 
tion W(x,  y,  y4)  niemals  identisch  verschwinden  kann  für  einen 
Werth  o)(x,  y,  c)  von  yK ,  der  eine  willkürliche,  in  W  nicht  vor- 
kommende Gonstante  c  enthalt,  lässt  aus  den  Sätzen  44  und  45 
unmittelbar  noch  die  Folgerung  hervorgehen : 

Satz  17.  Bezeichnet  UK  f  eine  gegebene  infinitesimale  Beriih- 
mngstransformation  von  der  charakteristischen  Function  W(xf  y7yA ) 
und  sind  f=u}v  irgend  zwei  unabhängige  Lösungen  der  Cha- 
rakteristik Uif=01  so  lässt  sich  jede  Differentialgleichung  1,  O. 
von  der  Form : 

F(«,t,)-c,       y,=g, 

in  der  c  eine  willkürliche,  in  W  nicht  vorkommende  Constante  be- 

dtj 
deutet^  immer  durch  Auflösung  nach  -y-  und  durch  eine  blosse 

du 
Quadratur  integriren}  indem  ihre  Auflösung  -j^-  =  io  den  Multiph- 

a  x 

cator  besitzt : 

4 


M  = 


W(x,y}u)) 


§7. 

Nutzen  einer  bekannten  infinitesimalen  Transformation  znr  Integration 

der  betreffenden  Charakteristik1). 


«)  ^-2^  =  <> 


Von  einer  gegebenen  Charakteristik : 

0 

kenne  man  irgend  eine  nicht  triviale  infinitesimale  Transformation : 

Dann  ist : 

A[Uf)-U{Af)  =  XAf 

und  Uf  $  QAf.  Die  beiden  Gleichungen 

(3)  ^=0,       Uf=Q 

4)  Vgl.  Inf.  Trsf.  p.  434. 
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bilden  daher  ein  zweigliedriges  vollständiges  System  mit  n  -f-  \ 
unabhängigen  Variabein  und  haben  folglich  n  —  1  unabhängige 
Lösungen  f  =  fi,fi,  . .. ,  fn_K  gemein.  Man  kann  diese  Lösungen 
durch  vollständige  Integration  eines  gewissen  Systems  von  n  —  \ 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  finden. 

Diese  Integrationsmethode  ist  wohlbekannt,  wir  werden  sie 
aber  in  allem  Folgenden  nirgends  anwenden  und  brauchen  uns 
also  auch  nicht  weiter  bei  ihr  aufzuhalten. 

Gehen  nun  durch  Einführung  neuer  unabhängiger  Varia- 
bein u>,  wK , . . .  wn  an  Stelle  von  x,  x{ ,  . . .  xn  respective  f  in  F, 
Af  in  B  Fund  Uf  in  FF  über,  so  verwandelt  diese  Transforma- 
tion gleichzeitig  jede  Lösung  f  der  Charakteristik  Af=Q  in  eine 
Lösung  F  der  transformirten  Charakteristik  BF  =  0.  Nach  Vor- 
aussetzung ist  aber  mit  f  zugleich  auch  Uf  eine  Lösung  von 
Af—  0,  und  diese  Lösung  geht  durch  die  betrachtete  Transfor- 
mation in  FF  über.  Mit  F  ist  daher  zugleich  auch  FF  eine  Lösung 
von  BF=  0;  überdies  kann  nicht  VF=qBF  sein,  weil  sonst 
gegen  die  Voraussetzung  auch  Uf  =  gAf  sein  müsste.  Unsere 
infinitesimale  Transformation  der  gegebenen  Charakteristik  (4) 
wird  demnach  durch  jede  Transformation  der  unabhängigen  Va- 
riabein übergeführt  in  eine  wiederum  nicht  triviale  infinitesi- 
male Transformation  der  transformirten  Charakteristik. 

Bildet  man  nun  mit  den  n  —  \  unabhängigen  Lösungen  f{ , 
/i>  •••>  /n-i  des  vollständigen  Systems  (3)  die  ?i  —  1  Glei- 
chungen : 

\V  M  =  ai  y     /i===a*>   •••»      /n-4  ===  0fn— i  j 

so  bestimmen  diese  stets  n  —  4  von  den  n  +  1  Variabein  x}  xK , 
. . . ,  xn ,  etwa  x% ,  xs ,  . . .  xn ,  als  Functionen  der  beiden  übrigen 
und  der  neuen  Variabein  cr4,  a4,  ...,  ofw-1.  Diese  Transfor- 
mation führt  jede  Function  f(x,  xi}  ...  xn)  in  eine  Function 
F(rr,  xi ,  cr4 ,  ...  crn-l)  über  und  reducirt  -4 /"und  17/*  bez.  auf: 

wo  die  [  ]  hervorheben  soll ,  dass  für  x%,  .x3,  . . .  xn  die  Auflö- 
sungen der  Gleichungen  (4)  einzusetzen  sind. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  nun  VF  eine  nicht  triviale 

49» 
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infinitesimale  Transformation  der  Charakteristik  BF=  0.  Nach 
Satz  4  6  besitzt  daher  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  4.0. 
zwischen  xi  und  x: 

[X]dxi  —  [Xjrföc  =  0  , 

deren  Integral  die  Lösung  der  Charakteristik  B  F  =  0  liefert, 
den  Multiplicator 

und  dieses  Integral: 

F(x,  xi ,  a{ ,  . . . ,  an_ ,)  =  const. 

lMsst  sich  also  durch  eine  blosse  Quadratur  berechnen.  Indem 
man  aber  aus  demselben  rückwärts  ai ,  af,  . ..  an_i  mittelst 
der  zur  Reduction  benutzten  Auflösungen  der  Gleichungen  (4) 
wieder  eliminirt,  erhält  man  in  dem  resultirenden  Werthe  fn  der 
linken  Seite  des  Integrales  die  fehlende  letzte  Lösung  f=fn  der 
gegebenen  Charakteristik  (\).  Demnach: 

Satz  18.  Kennt  man  von  einer  gegebenen  Charakteristik 

«*§!,£;  — 

irgend  eine  nicht  triviale  infinitesimale  Transformation : 

0 


"f&*& 


so  kann  man  alle  Lösungen  dieser  Charakteristik,  oder  alle  Inte- 
grale des  äquivalenten  Systems  gewöhnlicher  Differentialglei- 
chungen : 

dx  :  dx{  :  •  •  •  :  dxn  =  X :  X{  :  •  •  • :  Xn 

durch  Aufsuchung  aller  Lösungen  des  zweigliedrigen  vollständigen 
Systems 

Af=0,         Uf=0 

und  durch  eine  Quadratur  finden. 
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§8- 

Integration  einer  Differentialgleichung  höherer  Ordnung  «wischen  zwei 
Variahein,  wenn  man  eine  infinitesimale  Bernhrungstransformation 

derselben  kennt. 

Wir  hatten  (p.  744)  die  infinitesimalen  Transformationen 
einer  gegebenen  Differentialgleichung  nter  0.  zwischen  y  und  x : 

( 4 )  yn  =  (o  [x,  y,  y4 , . . .  yn  - 1 ) ,      Vk  =  J^ 

definirl  als  die  infinitesimalen  Transformationen  ihrer  Charakte- 
ristik: 

«  "-£+*£+•••+*-.«&+•«&-• 

So  oft  man  daher  von  der  Differentialgleichung  (4  j  irgend  eine 
nicht  triviale  infinitesimale  Transformation  : 

(3)         Un_J^^  +  Vbl  +  VlU;+-  +  Vn.l     bf 


kennt,  findet  man  nach  dem  letzten  Satze  die  n  Integrale  dieser 
Gleichung  durch  Integration  des  vollständigen  Systems 

(4)  Af=0,        Un_J=0 

und  durch  eine  Quadratur. 

Sei  nun  im  Besonderen  irgend  eine  infinitesimale  Bernhrungs- 
transformation : 

bekannt,  welche  die  gegebene  Differentialgleichung  nt6r  0.  (4) 
gestattet. 

Im  Falle  n  =  2  ist  dann  UA  f  schon  unmittelbar  auch  eine 
infinitesimale  Transformation  der  Charakteristik  (2;.  Im  Falle 
n  ]>  2  aber  braucht  man  nur  (p.  726)  die  weiteren  Coefficienten 
der  Operation  (3)  successive  aus  den  Formeln  zu  berechnen: 

(in  denen  y{ ,  y% ,  . . . ,  yn^{  als  die  n  —  4  ersten  Differential- 
quotienten der  Function  y  von  x  betrachtet  werden),  um  in  (3) 
eine  infinitesimale  Transformation  der  Charakteristik  (2)  zu  ge- 
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winnen,  und  die  so  erhaltene  infinitesimale  Transformation  die- 
ser Charakteristik  ist  niemals  trivial  (p.  727).  Man  kann  also 
weiterhin  nun  unmittelbar  die  Methode  des  letzten  §  anwenden. 
Nach  derselben  wird  man  zunächst  das  vollständige  System 
(4)  zu  integriren  und  hierdurch  n  —  4  unabhängige  Integrale 

der  gegebenen  Differentialgleichung  (4)  zu  gewinnen  suchen. 
Ist  dies  gelungen,  so  braucht  man  nur  noch  aus  den  n  —  4  Inte- 
gralen ,  die  stets  in  Bezug  auf  y{ ,  y% ,  . . .  yn_{  unabhängig  von 
einander  sind,  yx  durch  x}  y  und  die  willkürlichen  Constanten 
crft ,  crt ,  . . .  an_4  auszudrucken  und  diesen  Werth  von  yK  in  die 
Gleichung 

dy  —  y{dx  =  Q 

zu  substituiren ,  deren  linke  Seite  hierdurch  ein  vollständiges 
Differential  wird.  Die  Integration  der  so  erhaltenen  Differential- 
gleichung 4 .  0.  zwischen  x  und  y  liefert  dann  die  fehlende,  letzte 
Integralgleichung  der  Gleichung  (4 ). 

Nach  Satz  4  2  kann  man  aber  zur  Integration  der  gegebenen 
Differentialgleichung  nter0.  (4)  mit  der  bekannten  infinitesimalen 
Berührungstransformation  UKf  auch  folgenden  andern  Weg  ein- 
schlagen. 

Zunächst  sucht  man  durch  Integration  der  beiden  Differen- 
tialgleichungen 4.0. 

(7)  dx  :dy:dyl=^:rj :  rj{ 

die  beiden  Lösungen 

f=u(x,y1yl),     v(a:,yf  ft) 

der  Charakteristik  Uif=Q.  In  einer  wirklichen  infinitesimalen 
Berührungstransformation  kann  niemals  £  =  0  sein  (p.  730). 
Diese  beiden  Lösungen  sind  daher  jedenfalls  in  y  und  yi  unab- 
hängig von  einander,  und  die  n  +  4  Gleichungen : 


t; 
dx 
du 

=  *>»> 

dvi 
dx 
du           % 

dx 
du 

dx 

dx 

dx 

=  *n- 


n-i  > 
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in  denen  wieder  y  als  Function  von  x  mit  den  Differentialquo- 
tienten y4,  ys,  ...  betrachtet  wird,  bestimmen  folglich  stets  y, 
ynV%>  •  •  •  i  Vn  a's  Functionen  von 

du  dn'^iv 

x,u1v}vi=^,  ...,  vn-l  =^zr. 

Durch  Substitution  ihrer  Auflösungen  muss  sich  nach  Satz  42 
aber  zugleich  auch  x  aus  der  Gleichung  (4)  wegheben.  Diese 
Gleichung  reducirt  sich  hierdurch  also  auf  eine  Differentialglei- 
chung (w  —  4  )*•*  0.  zwischen  u  und  v  allein ,  und  wenn  man 
durch  vollständige  Integration  daraus 

(8)  v  =  ip(u,  a{1  a,,  . ..,  an_4) 

gefunden  hat,  so  bleibt  nur  noch  übrig ,  diejenige  Differential- 
gleichung 4.  0.  zwischen  y  und  x  zu  integriren,  die  man  aus  der 
letzten  Gleichung  durch  Substitution  der  Werthe  von  u  und  v 
erhält.  Für  diese  Differentialgleichung  aber  gilt  der  Satz  4  7 ;  man 

dy 
braucht  sie  somit  nur  nach  y.  =  -7^-  aufzulösen,  um  aus  der 

ül       dx 

charakteristischen  Function  W  der  gegebenen  infinitesimalen 
Berührungstransformation  (5)  sofort  einen  Multiplicator  der  auf- 
gelösten Gleichung  zu  erhalten,  und  kann  diese  also  durch  eine 
blosse  Quadratur  integriren. 

Man  sieht  unmittelbar,  dass  man  auf  diesem  Wege  zwei  In- 
tegrationen  (nämlich  die  Integration  der  beiden  Differentialglei- 
chungen 4 . 0.  (7))  mehr  auszuführen  hat,  als  bei  der  ersten  Methode. 

Wenn  man  aber,  um  diese  Methoden  an  Beispielen  zu  er- 
proben, die  zu  integrirende  Differentialgleichung  n***  0.  selbst 
erst  aus  einer  gegebenen  infinitesimalen  Berührungstransforma- 
tion (/4/*  abgeleitet  hat,  so  laufen  beide  Methoden  im  Grunde  in 
eine  zusammen,  und  umgekehrt  erscheint  dann  auf  den  ersten 
Anblick  die  zweite  Methode  einfacher  und  kürzer  als  die  erste. 
Trotzdem  wird  dieselbe  in  der  Regel  doch  schwierigere  Rech- 
nungen erfordern  als  jene. 

Bei  diesem  Ausgehen  von  U{  f  selbst  gestalten  sich  nämlich 
unsere  beiden  Methoden  also : 

Nach  Satz  42  erhält  man  alle  Differentialgleichungen  nter0. 
(4),  welche  die  gegebene  infinitesimale  Berührungstransformation 
UAf  gestatten,  indem  man  aus  den  beiden  Lösungen /"=  1/(^,2/,^), 
v(x,  y,  y{)  der  Charakteristik  UAf=0  die  Ausdrücke  berechnet 
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(9) 

dv 
dx 
1        du  7 
dx 

dvt 
dx 
V*~~dü'     ""'     Vn~% 
dx 

dx 
du 
dx 

mit  denselben  dann  die  Gleichung  bildet: 

(40) 

dx 
du 
dx 

..) 

y 

in  der  die  Function  97  willkürlich  ist,  und  diese  Gleichung  schliess- 
lich durch  Auflösung  nach  yn,  welches  nur  linker  Hand  und  auch 
hier  nur  linear  auftritt,  auf  die  Form  (4)  bringt. 

Will  man  nun  bei  gegebenem  q>  irgend  eine  so  erhaltene 
Differentialgleichung  nt6r  0.  (4 )  integriren,  so  kommt  dies  nach 
der  zweiten  Methode  einfach  darauf  zurück,  die  vollständige  Lö- 
sung (8)  derjenigen  Differentialgleichung  (n  —  4  )*•*  0.  zwischen 
v  und  u  zu  finden,  welche  aus  der  Gleichung  (40)  entsteht,  wenn 

man  jedes 

dkv 

setzt.  Die  aus  dieser  vollständigen  Lösung  entspringende  letzte 
Differentialgleichung 

(44)     v[x,y,  y{)  =  ip(u[x,  y,yj,a4,  ...  an_4),     Vi=^ 

integrirt  sich  dann  durch  Auflösung  nach  y{  und  durch  eine  blosse 
Quadratur. 

Nach  der  eisten  Methode  dagegen  muss  man  zunächst  mit 
Hülfe  der  Formeln  (6)  aus  UA  f  die  entsprechende  infinitesimale 
Transformation  Un_K  f  der  Charakteristik  (2)  berechnen  und  so- 
dann alle  Lösungen  des  vollständigen  Systems : 

(42)  ^=0,       Un^f=0 
aufsuchen.   Nach  Satz  4  4  sind  aber: 

f=u,  v,viy  . ..,  vn_% 

n  unabhängige  Lösungen  der  Charakteristik  Un__i  f  =  0  und  die 
beiden  Gleichungen: 

(43)  u(xJyJyi)  =  U}      v(x,yfyi)  =  v 
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bestimmen  zusammen  mit  den  n  —  £  Gleichungen  (9)  stets  y7  y{) 
. . . ,  yn_4  durch : 

■  X,  u}  v }  vi ,  . ..,  vn_t  • 

Ueberdies  kann  man,  da  die  Werthe  von  u ,  t; ,  v4 ,  . . . ,  vw_,  den 
Differentialquotienten  yn_{  nicht  enthalten,  die  Gleichungen  (9) 
auch  so  schreiben: 

Av  Ava  Avn_. 

1       Au'    V%       Au'    '",    Vn~*         Au     ' 

während  die  Gleichung  (40)  durch  Substitution  ihrer  Auflösung 
yn  =  <o  in  die  Identität  übergeht: 

Endlich  hat  man ,  wenn  man  F  als  eine  Function  von  x ,  u ,  v , 
vn  •  •  •  t  vn-*  betrachtet : 

d„       A  '  bF   ,     .    bF  ,     .    ÖF  ,  ,     .  ÖF 

bx  bu  bv  n  *  bvn_t ' 

bF 

Wird  daher  durch  die  Gleichungen  (4  3)  und  (9) : 

/"(^y^i*  •••jyn-i)  =  *■(*>  w,  v,v4,  ...,  vn_t), 
so  führen  dieselben  gleichzeitig  Af  und  Un_Af  über  in: 

*F   .    ,     (bF  .       ÖF  .  dF  bF 


(44) 


1       bx  \bu        *bv  n     övn_3  bvn_J' 


u~r-*£> 


und  reduciren  hiermit  das  vollständige  System  (42)  auf  die  eine 
Charakteristik: 

bF  bF  bF  bF 

bu         *bv  n       övn-3  bvn__t 

d.  h.  sie  führen,  wie  von  vornherein  zu  erwarten  war,  dieses 
vollständige  System  auf  dieselbe  Differentialgleichung  (n  —  4)*** 
0.  zwischen  u  und  v  zurück ,  welche  die  zweite  Methode  gleich 
zu  allererst  ergeben  hatte. 

Hat  man  durch  vollständige  Integration  dieser  Differential- 
gleichung (n  —  4  J*61  0.  ihre  n  —  4  Integrale : 
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(15)  /-,  =  a4,  /;  =  «,,  ...,  fn^=an^K 

gefunden,  so  bestimmen  diese  Integrale  nun  stets  v,  t\ ,  . . . ,  t>n_t 
durch  x}  u  und  die  willkürlichen  Constanten  ai}  a%1  . . .  an-l  , 
und  nach  (4  4)  reducirt  diese  Transformation  Af  und  U%mmifwat : 

wo  die  [  ]  hervorheben  soll,  dass,  nachdem  man  Au  und  £  mittelst 
der  Gleichungen  (4 3)  und  (9)  in  x}  u,  v,  vi}  ...  vn-i  ausgedrückt 
hat,  nunmehr  v ,  u4 ,  . . . ,  i;n_t  durch  die  Integrale  (4 5)  zu  elimi- 
niren  sind,  oder  also,  wenn  man  in  diesen  Integralen  für  t>,  vi} 
. . . ,  vn  _t  ihre  Werthe  in  <r ,  y ,  yi ,  . . .  yn_  4  gesetzt  hat,  dass  man 
*/i  2/i>  •  •  •  2/n-4  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (45)  und  der  Gleichung 
uix)  Vi  yi)  =  u  eliminiren  muss. 

Nach  §  7  gestattet  daher  die  Charakteristik 

G  +  t^K-». 

aus  der  man  die  letzte,  noch  fehlende  Lösung  der  gegebenen 
Charakteristik  (3)  findet,  die  infinitesimale  Transformation  [£]  —  , 

Q*As 

oder  die  ihr  äquivalente  gewöhnliche  Differentialgleichung : 

du  —  [Au]dx  —  0 
besitzt  den  Multiplicator 

(in  welchem  man  natürlich  auch  das  —  Zeichen  weglassen  könnte). 
Man  erhält  somit  die  letzte  Lösung  der  Charakteristik  (2)  durch 
Ausführung  der  Quadratur: 

,_„.  Cidx         du   \ 

und  wenn  diese  Quadratur  ergeben  hat: 

(47)  F(x,  h,«*,,  ...,«fi-i)==«n) 

so  bilden  nach  Substitution  der  Werthe  (43)  und  (9)  von  u,  v, 
vK ,  . . . ,  rn-1  die  n  Gleichungen  (4  5)  und  (4  7)  zusammen  ein 
System  vollständiger  Integralgleichungen  der  betrachteten  Diffe- 
rentialgleichung nter  0.  (4). 
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Man  sieht,  dass  man  bei  dieser  Anwendung  der  ersten 
Methode  Un_x  f  selbst  gar  nicht  zu  berechnen  braucht,  und  dass 
sich  hierbei  unsre  beiden  Methoden  im  Grunde  nur  in  der  letzten 
Quadratur  unterscheiden.  Es  ist  aber  auch  klar,  dass  diese 
Quadratur  in  der  zweiten  Methode  im  Allgemeinen  weit  schwie- 
riger auszuführen  sein  wird,  als  in  der  ersten.  Denn  die  letzte 
Gleichung  (1  <),  die  man  nach  der  zweiten  Methode  zu  integriren 
hat,  ist  eine  Differentialgleichung  4.0.  zwischen  y  und  x  selbst; 
die  Quadratur,  welche  zu  ihrem  Integrale  führt,  liefert  demnach 
unmittelbar  die  vollständige,  endliche  Integralgleichung  der  vor- 
gelegten Differentialgleichung  nter  0.,  während  diese  endliche 
Integralgleichung  in  der  ersten  Methode  erst  durch  Elimination 
von  Vi  i  y%>  •  •  •>  S/n-4  aus  den  n  Integralgleichungen  (45)  und  (47) 
erhalten  werden  kann  und  daher  in  der  Regel  eine  sehr  com- 
plicirte  Gestalt  besitzen  wird. 

§8- 
Durchführung  der  Rechnung  an  zwei  einfachen  Beispielen1). 

Der  charakteristischen  Function  W  =  yJ  gehört  die  infini- 
tesimale Berührungstransformation  zu: 

Hier  besitzt  die  Charakteristik  Utf=0  die  beiden  Lösungen: 

und  aus  ihnen  folgt: 

v  =  —  =  x-¥±  dVi  =  y'y* 

1        du  y%*         du  y\ 

Alle  Differentialgleichungen  2.  und  3.  0.  zwischen  y  und  x, 
welche  die  infinitesimale  Berührungstransformation  (4)  gestatten, 
sind  demnach  enthalten  in  den  Formen : 

dVi  y%  dy{        yl         vwm    >    i) 

oder: 


4)  Uebereinstimmend  mit  dem  Früheren  sind  auch  hier  immer  die 
Differentialquotienten  der  unbekannten  Function  y  von  x  durch  yx,  yt,  ... 
bezeichnet  worden. 
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w  *»-«-&„«)     und     (3)  y'-fj^'O'^' 

worin 

(4)  v  =  xyK  -  2y  ,        v,  ==  x  —  ^ 

ist  und  y4  selbst  die  Rolle  unseres  früheren  u  spielt. 

Die  Integration  einer  jeden  gegebenen  Gleichung  (2)  oder 
(3)  lässt  sich  also  durch  eine  blosse  Quadratur  bewirken,  so  oft 
man  die  Differentialgleichung 

(5)  dy^9^1'^'     °der     (6)  ~£y~  Vto*'v>vJ>     v<—  df 

bereits  vollständig  integrirt  hat. 
Nehmen  wir  z.  B. 

legen  uns  also  zur  Integration  die  Differentialgleichung  2.0.  vor: 

17  y%      xyi+v~*[xyK-y)y 

so  erhalt  die  Gleichung  (5)  das  Integral: 
(8)  y4v=a  =  3a4, 

welches  somit  auch  ein  Integral  der  gegebenen  Gleichung  (7)  ist. 
Um  nun  das  zweite  Integral  zu  finden,  also  unsere  erste  Me- 
thode anzuwenden,  ist  nur  zu  beachten,  dass  w = yK ,  f = 2  y4 ,  und 

'        bx^»1  by^  xy{  +  v  by, 
die  Charakteristik  der  Gleichung  (7)  ist,  also  nach  (8): 

Au=    y?    =      y? 

xy4  +  t>       asyf  +  3a1 

wird.    Die  Gleichung  (4  6)  des  vorigen  §  liefert  daher  sofort  die 
folgende  zweite  Integralgleichung  von  (7) 

ftp.  -    *&-)  s  4  fe  _  «&  _  3_^)  =  const. 

JVfy«     «M"/      y\y,        y?  y{    / 

d.  i. : 

(»1  -  +  ^  =  a,  =  t&. 

y«     y? 
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Nach  (8)  und  (9)  sind : 

Vi 

die  beiden  Integrale  der  Gleichung  (7)  und  ihre  vollständige  Lö- 
sung stellt  sich,  im  Parameter  yx  ausgedrückt,  also  dar: 

/ja\  at  a%   •      %ai 

(40)         ^  =  «,yi-f-r,     y  =  ty*-^r- 

Um  dagegen  die  vollständige  endliche  Integralgleichung  der  Glei- 
chung (7)  zu  finden,  haben  wir  nach  der  zweiten  Methode  die 
Gleichung  (8)  oder: 

nach  y{  aufzulösen.    Das  giebt: 


_  y  +  Vax  +  y*  _  a 

y  4  — 


x  Vax  +  y% —  y 


/f 


Wegen  W=  y\  ist  also: 

rrfy  —  y4  dx\ 

y\       I 

—  ~*  /((^a5C  +  y1"—  y)*^y  —  a(Kaas+y*  —  y)dcc)  =  const. 

diese  endliche  Integralgleichung.    In  der  That  ergiebt  die  Aus- 
führung der  Quadratur 

(4  4)  Saxy  +  2y3  —  2V(acc  +  y')3  =  const. , 

welche  Gleichung  man  auch  durch  Elimination  von  y{  aus  den 
Gleichungen  (8)  und  (9)  erhält.   Diese  Quadratur  berechnet  sich 
aber  schon  nicht  mehr  ganz  so  einfach,  wie  diejenige,  auf  welche 
die  erste  Methode  führte.  — 
Ist  weiter  in  (3) 

<p{yi^>vi)  =  -^, 

m 

handelt  es  sich  also  um  die  Integration  der  Differentialgleichung 
3.0. 

tu)  y  =  *»•  Hi  =  hi  (xy*-yrf 

y*  v      y4    nyi  —  %y  J 

so  wird  die  Gleichung  (6) 
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ergiebt  also : 

dv  v%  ,  v        4 

—  =  v{  =  —  ,       oder      - h  —  =  0 

und  damit  weiter: 

4     .   Vi  «• 

— +  ^  =  const.  =  -*  , 
v       a4  a4 

sodass  sie  die  Integralgleichungen: 

(43)  *  =  «,,        I  +  Si«?« 

und  die  vollständige  Lösung 

(14)  r  = 

«,  —  Vi 
erhalt.    Nun  ist : 


a 


i 


1       bx^*{  by  ^ytöy4  ^    t/4    v  byt 

die  Charakteristik  der  Gleichung  (4  2)  und  daher  Au  =  Ay{  =yt . 
Aus  (4)  und  (43)  ferner  folgt: 

y%       x  —  vK      aKx  —  v*      x(at  —  y4)*  —  a4 

Wegen  £  =  2y4  fügt  daher  unsere  erste  Methode  den  beiden 
Gleichungen  (43)  als  dritte  Integralgleichung  von  (42)  die  Glei- 
chung hinzu: 


Ci  dx  __    dy{  \  _    fidx  _  xdy,  a{  dy{      \  _ 


const. 


oder: 


x   .  «i  /  2y4  —  at     ,    2  .         y4     \ 

—  +  4  — r1 \  +  —  loß  I  =  const- 

und  damit  sind  in  den  beiden  Gleichungen: 

Ji?  =  xy.  —  2y  = —  , 
«,-y, 

' "'  «|  £      «t(8yt-«,)  (-IL.)«  const. , 

1«.  y<     &  («i — y,)         w«  —  <v 


Infinitesimale  Transformationen.  757 

da  sie  y%  nicht  enthalten ,  die  vollständigen  Integralgleichungen 
der  Differentialgleichung  (42)  gewonnen. 

Nach  der  zweiten  Methode  dagegen  zieht  man  aus  (4  4)  oder 

{xyl  —  2y){at  —  yi)  =  ai 
durch  Auflösung: 

_%y  +  atx  +  V[<ly  —  a%x)*  —  kaKx_ 
Vi~  %x  — 

und  würde  nun  durch  Ausführung  der  Quadratur: 


J  \&%       ©/ 


const. 


direct  die  vollständige  endliche  Integralgleichung  von  (42)  ge- 
winnen. Da  sich  aber  diese  Integralgleichung  auch  durch  Elimi- 
nation von  y{  aus  den  beiden  Gleichungen  (4  5)  ergeben  muss,  so 
sieht  man  von  vornherein ,  dass  diese  Quadratur  zwar  noch  aus- 
führbar ist,  dass  ihre  directe  Ausführung  aber  doch  jedenfalls 
schon  eine  recht  unbequeme  Rechnung  erfordern  wird. 


F.  Hansdorff,    Zur  Theorie  der  astronomischen  Strahlen- 
brechung. III.     Vorgelegt  von  dem  ordentl.  Mitgl.  Bauns. 

Die  folgende  Arbeit  behandelt  den  Einfluss  der  Abplattung 
auf  die  mittlere  astronomische  Refraction  nach  einer  strengeren 
Methode,  als  dies  bisher  geschehen  ist.  Die  Schwierigkeit  in  der 
Refractionstheorie  besteht  immer  darin,  explicite  Ausdrücke  zu 
erhalten,  die  bis  in  den  Horizont  hinunter  gültig  bleiben,  während 
es  verhältnissmässig  leicht  ist,  Entwicklungen  nach  Potenzen 
von  tang  Zenithdistanz  zu  finden.  Eine  zweite  Schwierigkeit  be- 
steht in  der  Unterscheidung  erlaubter  Vernachlässigungen  von 
unerlaubten  oder  zweifelhaften ;  in  der  bisherigen  Refractions- 
theorie wird,  wohl  hauptsächlich  in  Folge  der  Einführung  unge- 
eigneter Variablen,  schon  vom  ersten  Schritte  an  vernachlässigt, 
sodass  im  Schlussresultat  die  Wirkung  der  beiseite  geschafften 
Grössen  kaum  mehr  reinlich  abzuschätzen  ist.  Um  beiden 
Schwierigkeiten  zu  entgehen,  wurde  ein  Verfahren  eingeschla- 
gen, das  nicht  das  kürzeste,  aber  das  sicherste  ist:  die  Aufgabe 
wurde  als  Problem  der  Störungsrechnung  angesetzt,  d.  h.  die 
Bewegung  des  Lichttheilchens  nach  Potenzen  der  Abplattung 
getrennt.  Das  Glied  nullter  Ordnung  entspricht  der  Refraction 
im  sphärisch  geschichteten  Medium,  das  Glied  erster  Ordnung, 
bei  dem  hier  stehen  geblieben  wurde,  liefert  die  »Störungen«. 
Im  §  4  werden  die  Differentialgleichungen  aufgestellt  und  in  der 
herkömmlichen  Weise,  mit  Benutzung  der  canonischen  Form, 
integrirt;  §  2  giebt  die  Störungsfunction  und  die  expliciten  Aus- 
drücke der  gestörten  Goordinaten  und  Geschwindigkeitscompo- 
nenten,  aus  denen  im  §  3  die  Refraction  in  Zenithdistanz  und 
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Azimutb  gebildet  wird.  Im  §  4  werden  die  gefundenen  Aus- 
drücke nach  Potenten  gewisser  Refractionsconstanten  ent- 
wickelt, zunächst  für  eine  allgemeine  Refractionsformel,  sodann 
im  §  5  für  eine  specielle;  eine  numerische  Uebersicht  charakte- 
risirt  den  Verlauf  der  Hauptglieder  dieser  Entwicklung.  Das 
Resultat  ist  im  Wesentlichen  negativ,  d.  h.  bestätigt  die  bisher 
vorausgesetzte  Unmerklichkeit  des  Einflusses  der  Abplattung  für 
diejenigen  Zenithdistanzen,  in  denen  genaue  Beobachtungen 
möglich  sind.  Anders  liegt  die  Sache,  wenn  die  Refraction  nicht 
zum  Zwecke  der  Reduotion  astronomischer  Beobachtungen,  son- 
dern zur  Ableitung  mittlerer  Lufttemperaturen  gebraucht  wird. 
Die  Grundlage  hierzu  würden  Refractionsbeobachtungen  haupt- 
sächlich in  der  Nähe  des  Horizontes  zu  bilden  haben;  hier  aber 
steigt  auch  der  Einfluss  der  Abplattung  auf  Grössen,  die  bei  der 
dann  geforderten  Genauigkeit  nicht  mehr  zu  vernachlässigen 
sind.  Unsere  Untersuchungen  kommen  also  hauptsächlich  in 
Frage  für  die  Refraction  als  Gegenstand  der  atmosphärischen 
Physik,  während  sie  für  die  astronomische  Refraction  im  engeren 
Sinne  zeigen,  dass  gegen  die  bisherige  Praxis  von  dieser  Seite 
nichts  einzuwenden  ist. 

\. 
Wir  gehen  von  den  Grundgleichungen  der  Brechung 

d   1    dx\       bfi 

oder 

aus,  wo  fi  der  Brechungsexponent  und  eine  Function  der  recht- 
winkligen Goordinaten  x,  y,  z,  ds  das  Bogenelement,  /  eine 
Hülfsvariable  ist.  [Da  ju  der  reeiproken  Geschwindigkeit  des 
Lichtes  proportional  ist,  so  bedeutet  t,  bis  auf  einen  constanten 
Factor,  die  lebendige  Kraft  der  Bewegung,  während  die  Zeit  durch 
das  Integral 


f?d. 


dargestellt  wird.  Die  erste  Variation  dieses  Integrales  gleich 
Null  gesetzt,  liefert  die  Gleichungen  (4)  oder  (2) ;  in  gewöhnlichen 
mechanischen  Problemen  ist  es  umgekehrt  das  Integral  der 
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lebendigen  Kraft,  dessen  erste  Variation  verschwindet,  und  die 
Zeit  die  Hülfsvariable,  durch  deren  Einführung  die  Differential- 
gleichungen/iie  Form  (2)  annehmen.] 

Die  Flächenschaar  \i  =  constans  weicht  um  Beträge  von 
der  Ordnung  der  Abplattung  a  von  einer  Schaar  concentrischer 
Kugeln  ab;  wird  die  Atmosphäre  im  ruhenden  Gleichgewichte 
gedacht,  so  fallen  die  Flächen  constanter  Dichtigkeit  mit  den 
Niveauflächen  des  Erdkörpers  zusammen,  fx  ist  also  eine  Func- 
tion der  Kräftefunction  IL  Eine  brauchbare  Annäherung  fttr 
diese  ist  der  Ausdruck 

rf  =  x*  +  y*  +  z*  , 

dessen  Ableitung  sich  z.  B.  in  Bmjns,  Die  Figur  der  Erde,  §  3 
findet.  Hier  bedeutet  M  die  Erdmasse,  a  den  Aequatorhalb- 
messer;  der  Schwerpunkt  der  Erde  ist  Coordinatenanfang ,  die 
Rotationsachse  Z- Achse.     Daraus   folgt   mit  Vernachlässigung 


von  a* 


+ 


(3)  -;_f.+.^(l+g_rf(i+a 

Die  Gleichung  fttr  den  Zusammenhang  zwischen  /*  und  U 
kann  auch  a  enthalten.  Entwickeln  wir  nach  Potenzen  dieser 
Grösse,  so  können  wir  schreiben 


>-'(*}+*•(*) 


+ 


wo  /*,  f{  . . .  willkürliche,  von  a  freie  Functionen  ihres  Argu- 

M 

mentes  bedeuten.    Entwickeln  wir  zweitens  auch  —  nach  Po- 
tenzen von  a,  so  folgt  aus  (3),  dass  wir  ansetzen  können: 

X  eine  beliebige  Function  von  r, 

wo  der  Index  0  sich  auf  den  Beobachtungsort  besieht, 
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Die  willkürliche  Function  fK  ist  hier  durch  %  ersetzt.  Für 
«==0  (sphärische Schichtung)  würde  sich  jU=/"(r)  ergeben;  diese 
Function  f(r)  kann  innerhalb  gewisser  Grenzen  sehr  verschieden 
gewählt  werden,  wenn  sie  nur  eine  hinreichende  Anzahl  nume- 
rischer Parameter  enthält,  deren  Werthe  durch  Anschluss  an 
die  Beobachtungen  zu  ermitteln  sind. 

Drittens  lassen  sich  auch,  immer  unter  Voraussetzung  der 
Gonvergenz,  die  x,  y}  z  nach  Potenzen  der  Abplattung  a  ent- 
wickeln, die  hier  die  Rolle  einer  störenden  Masse  spielt;  wir  be- 
schränken uns  durchgängig  auf  die  erste  Potenz  von  a,  also  die 
»Störungen  erster  Ordnung«.  —  Zur  Abkürzung  bezeichne  S 
eine  Summation  über  die  3  Achsen,  also  z.  B. 

Sx*  =  x*  +  yt  +  z*  . 
Dann  sei 

oc  =  f  +  a§'  +  •  •  •  , 

s?  =  9>,   sisr  =  99', 

Rt  =  9t  +  ia99'+iali,{tp-xfjJ, 
wo  für  ip  nunmehr  <//(£,  tj,  c),  also 

(4)  ^  =  -2-p(4+S)  +  ^) 

zu  setzen  ist.   Mit 

-J-J-  *-/»"<»/>  («)  .     *  Jtf  ==  V  (?) 
wird  dann 

u  =  f(R)  =  f(9)  +  aq>(9)  [99'  +  «*(</'  -  "Ml  , 

A3' 


,1 


50 
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Die  Gleichungen  (3)  zerfallen  also  in  die  beiden  Systeme 

(5)  §=M, 

(6)  W ™ f(f>*+  ^    h   +aH~^aif' 

Q  =  f<pip  . 

Das  System  (5)  bestimmt  die  ungestörte  Bewegung  und  ist  voll- 
ständig integrirbar;  wir  nehmen  an,  §,  rj,  £  und  die  Differential  - 
quotienten 

.    d§  dij  d£ 

u     dt'        dt'         dt 

seien  als  unabhängige  Functionen  von  t  und  6  Integrationscon- 
stanten  aA...a%  definirt  durch  Gleichungen ,  die  andererseits 
auch  ai...a(i  als  unabhängige  Functionen  von  t  und  £,  rj,  £, 
u,  v,  w  ergeben.  Diese  Voraussetzung  ist  nur  interimistisch  zu- 
lässig, weil  ds  das  Bogenelement  bedeutet,  also  das  particuläre 
Integral 

besteht,  wodurch  sich  die  Anzahl  der  unabhängigen  Integra- 
tionsconstanten  auf  5  erniedrigt.   Von  diesem  particulären  Inte- 
gral sehen  wir  also  vorläufig  ab ,  um  im  Folgenden  die  Sätze 
über  canonische  Systeme  unmittelbar  anwenden  zu  können. 
Das  zu  (6)  gehörige  verkürzte  System 

(7)  1F =/>r  +  Hf  ß?  +  w'  +  W 

besitzt,  wie  aus  (5)  durch  Dififerentiation  nach  einer  der  Integra- 
tionsconstanten  a^  folgt,  die  6  particulären  Lösungen 

f '  =  — -       r{  =  -^2-       C  =  -^ 

bax  '     '        bax  '     ~        bax  ' 

also  die  allgemeine  Lösung  mit  den  6  neuen  Constanten  a[...at 

Nach  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  führen  wir  die 
ni  als  neue  Unbekannte  in  das  unverkürzte  System  (6)  ein.  das 
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zu  ihrer  Bestimmung  drei  Gleichungen  liefert;  drei  weitere 
können  wir  beliebig  wählen.    Wir  setzen  in  bekannter  Weise 

W  -f   dt    bax  ' 

wonach  aus  (8) 

(8)  M5=-d7=-f0i^ 

folgt  und  (6)  in  das  System 

übergeht,  das  mit  (9)  zusammen  die       *   bestimmt,  die  a{  also 

durch  blosse  Quadraturen  zu  berechnen  gestattet.  (Für  £,  17,  C, 
m,  v,  w  sind  ihre  Ausdrücke  durch  t  und  die  tty  einzusetzen.) 
Zur  Vereinfachung  dieser  Rechnung  dienen  eben  die  Sätze  über 
canonische  Systeme,  die  wir  hier  unmittelbar  anwenden  kön- 
nen.  Zunächst  folgt  mit 

aus  (9)  und  (1 0) 

Nun  lässt  sich  (5)  auf  die  canonische  Form 

111[  dt~  hu9      dt~      &£' 

tH=Su*—f* 

bringen,  die  auf  unendlich  viele  Weisen  in  canonischer  Form 
integrirt  werden  kann.  Als  System  canonischer  Integrations- 
constanten  können  wir  z.  B.  die  Anfangswerthe  der  Variablen 
für  den  Beobachtungsort  (t  =  f0)  wählen,  also 

°t  =  ^  >    ai  =  61  =  v0  , 
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Dann  verschwinden  die  LAGRANGE'schen  Verbindungen  [a;.  au] 
sämmtlich  bis  auf 

[a{ ,  o4l  =  [«, ,  a§]  =  [a8-,  oj  =  4  ; 

schreibt  man  daher  auch  b[}  6J,  63'  an  Stelle  von  a'A,  aj ,  a6',  so 
wird 


f         ^      \öa4        ^°haj 


dbl 


Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Störungen  für  t  =  t0  ver- 
schwinden. Diese  Voraussetzung  ist  wegen  des  particulären 
Integrales 


(dx\* 


nicht  ohne  Weiteres  zulässig,  wird  es  aber  bei  der  hier  gewähl- 
ten Darstellung,  da  das  Integral  in  die  beiden  folgenden  Glei- 
chungen 

•     Suu  =f(p[QQ'  +  a%(\p  —  <//0)] 

zerfällt,  deren  letzte  für  X  =  *0 ,  £'  =  if  =  •  •  •  =  w'  =  0  be- 
friedigt wird. 

Durch  Integration  erhalten  wir  also 


(12) 


P  =  /(?df ,     p=  ffq>dt  . 


Die  Integration  ist  so  zu  verstehen,  dass  unter  dem  Inte 
gralzeichen  für  |,  17,  c  ihre  Lösungen  (Functionen  von  ty  a4,  ••  o6) 
gesetzt  werden.    Denken  wir  uns  nach  erfolgter  Integration  für 
ai  •  •  a6  wieder  ihre  Ausdrücke  als  Functionen  von  i,  £,  q,  £, 
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u.  v,  w  eingeführt,  so  werden  P  und  p  Functionen  derselben 
Grössen,  und  in  diesem  Sinne  wird 


>J^  /<M>  ^J[       ÖP  bu+\ 

o^  \b§  ba^       hu  ba^J 


Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  (42)  erhält  man,  wie- 
derum vermöge  einer  Eigenschaft  der  canonischen  Integrations- 
constanten,  für  die  Coordinatenstörungen  die  Ausdrücke 


(43) 


* a  \bu       V«bu)' 

*l*p        ,    *P\ 


womit  die  Störungsrechnung  auf  die  beiden  Integrale  P  und  p 
zurückgeführt  ist. 

2. 
Um*  das  System 

(5)  W=W 

in  symmetrischer  Form  zu  integriren,  können  wir  ähnlich  ver- 
fahren wie  bei  Lösung  des  Zweikörperproblems.  Die  zweite  und 
dritte  Gleichung  von  (5)  geben  verbunden 

also  erhalten  wir  die  drei  Flächenintegrale 

[  rjw  —  Cv  =aN  f 
(14)  j  ?u  —§w=*ßN, 

'  Sv  —rju=  yN  , 

worin  a,  £,  y,  die  als  Richtungscosinus  der  Relation 

Sa*  =  4 

unterliegen  mögen,  und  N  die  Integrationsconstanten  sind. 
Ferner  folgf  aus  (5) 
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also  mit  der  Integrationsconstante  H 

(45)  Su*=f*  +  %H  . 

Die  Gleichungen  (4  4)  geben  quadrirt  und  addirt 


(<«) 

oder 


N*  =  S|*Su*  —  (S£u)* 


?fföF==?4(^+8//)~A^,• 


folglich 

(17) 


*0— J    w  ' 


?• 


TF=+V?*(^  +  2//)-iV», 


wenn  wir  mit  t  zugleich  q  wachsen  lassen. 
Aus  (4 4)  folgt 

Sa£  =  0, 

der  (ungestörte)  Strahl  liegt  in  einer  Ebene,  und  a,  /?,  y  sind  die 
Richtungscosinus  des  Lothes  zur  Strahlebene ,  genommen  nach 
derjenigen  Seite,  von  der  aus  gesehen  die  Drehung  des  Radius- 
vectors  q  (im  Sinne  der  wachsenden  t,  also  vom  Beobachter 
nach  dem  Object  hin)  positiv  erscheint,  d.  h.  in  demselben 
Sinne  wie  die  Drehung  der  +  X-Achse  nach  der  +  Y-Achse, 
gesehen  von  der  +  Z-Achse. 

Die  Radienvectoren  (?0  und  q  mögen  bei  einer  positiven 
Drehung  um  90°  in  ihrer  Ebene  die  Lagen  o*0  und  a  annehmen; 
es  seien 

f\  i  9i  i  ^4  die  Richtungscosinus  von  q   , 

f%  i  9t  *  h*     »  »  '»     a   i 

«* )  ßi  >  Yk     Ä  ö  »     Po  > 


<**>ßt>Y*     » 


» 


Dann  ist 


(18) 


Nft  =  M/JA,  -  y 9i)  =  uq  -  /-,  Sfr        , 
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Ist  S  der  Winkel  zwischen  Qa  and  q,  so  wird 

jA=      o,  cosS  +  a,sinS, 
|  /",  =  —  a,  sin  S  +  a,  cos  S . 

Aus  der  Gleichung  für  fK  folgt 

dt  ~'*  dt" q      ''  q*  ~~  q%   ' 


(20)  S=f™* 


«• 


Die  Gleichungen  (44) — (20)  stellen  die  vollständige  Lösung  von 
(5)  dar;  die  sechs  Integrationsconstanten  sind  N,  H }  p0  und 
die  drei  unabhängigen  Parameter  des  Achsensystems  o,  fiy  y, 

Damit  wird 
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Ferner  werde  noch  gesetzt: 


i«) 


p y± y%  p  _l  vkV\  p 

p  Yk  Y*  p  7\       Yt  p 


Uni  die  partiellen  Differenttalquotienten  von  P  und  p  nach 
>>  '/>  »>  ",  v,  tu,  genommen  in  dem  oben  defmirten  Sinne,  zu  er- 
halten, bilden  wir  die  vollständigen  ersten  Variationen  dPund  dp, 
indem  wir  alle  Grössen  bis  auf  t  —  /0  als  variabel  betrachten. 

Da  p  unmittelbar  Function  von  q,  p0,  f/,  N  ist,  so  wird 

w  wt 

A  — ./     W    '        ~J  "w5-  ' 

Aus  der  Gleichung  für  S  folgt  ebenso 

>*-!$-£&+f!&ar+*ii)is-Mui 

sodass  [öS]  die  Variation  von  8  bei  constantem  q  bezeichnet. 

P  hangt  ebenfalls  ab  von  Q,  Q0J  //,  N,  ausserdem  von  y% 
und  yt.  Die  drei  Grössen  £0,  H ,  N  treten  einerseits  explicite, 
andererseits  noch  einmal  in  S  auf,  während  das  Vorkommen  von 
q  in  S  bereits  durch  das  erste  Glied  der  nachfolgenden  Formel 
berücksichtigt  ist;  aus  diesem  Grunde  heisst  es  im  vierten  Glied 
unter  dem  Integralzeichen  [dS]}  nicht  öS. 
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Nuo  ist 

yK  =  hK  cos  S  —  h%  sin  S  , 

yt  =  At  cos  S  +  h{  sin  S  , 

4  4Z 

z  4  z  z 

M-'^-A^  +  AiM*.         , 

M^p     =  (A,  sin  SS  -  A,  cosSS)  £|Z  -  ^  ~  r*  (JA,  —  A.cJS)  •, 

=  £^«  <A«  ^  "  *.  P>)  +  2  V*  [i K  -  Ä, *S)  . 
Danach  wird  mit 

v  ~~ J     W*     '     v  ~J     W~ 

>4^       4  — y*  4  —  y%  hm    4   '        *  /L 
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Drücken  wir  dy  durch  diVund  d[Ny)1  öhi  =  <JI  — I  durch 
dt  und  Sq  aus  und  ordnen,  so  folgt 

*p—       Qogo<*go 

+'»W-»'.,4-»'.?t) 

2P4<>£ 


+ 


h*9 

työ(yK)  (ht 


+  ,V(<  -  y»)  U,    4  J 

+  air(-g'WÄ«fl) 


+ 

Endlich  wird 
iP-V,ip  =  [S]iS+[Ny]d(Ny)  +  [Q]d9  +  [B)dH+[N]dS 


1<?J ^ *F*j^W> 

Da  nun 

S(Ny)  =  £#*;  +  v<J£  —  ijdu  —  udrj  , 

ÖH  =  Sudu  —  />S£d|, 
NdN=Q*Sudu  +  [P  +  ZH)S£dS—  WS[ud§  +  §iu)  , 
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so  lassen  sich  die  Endausdrücke  der  Störungen  unmittelbar  hin- 
schreiben : 

o-» r  =  [NrU  -  [H]  u     +  i  [N]  ( W|  -  u ?) 

a~*n'  =    —  MO!  —  [*]«     +i[^](^  — »«*) 

<*"*£'  =  -[H)w     +j-[N]{WS  —  v>tt) 

a-u    =  [JVy]»+  [q]  1-  [H]f9§+ ±[N](${r+iH)-Wu) 

a-*v'  =      -[Ny]u+[9]l-[H]f9q+jj[!f](l(r+*H)-Wi>) 

o-» «;'  =  [c]  +  W  j  -  M  />  £ + i  W  (Cfr+s  B)-  Wu>)  • 

Hierin  ist  nun  noch,  des  particulären  Integrales  wegen,  //  =  0 
zu  setzen ;  das  zweite  particuläre  Integral  (der  Störungen  erster 
Ordnung) 

ist.  wie  man  sich  sofort  überzeugt,  identisch  erfüllt. 


,3. 

Es  sind  nunmehr  die  Ausdrücke  für  die  Refraction  in  Azi- 
muth  und  Zenithdistanz  abzuleiten. 

Wir  legen  die  ZA'- Ebene  in  den  Meridian  des  Beobach- 
tungsortes ,  sodass  ij0  =  0 .  Die  geocentrische  Breite  heisse  /?, 
die  geographische  also 

'  ß*  =  /tf-f-asin2/H 

Die  folgende  Zusammenstellung  giebt  in  der  ersten  Golumne 
die  in  Betracht  kommenden  Richtungen,  in  der  zweiten  die  Be- 
zeichnung der  Punkte,  in  welchen  sie  die  Himmelskugel  schnei- 
den, in  den  drei  letzten  die  Richtungscosinus  gegen  die  Coordi- 
natenachsen.  1 
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(22) 


(23) 


W  =  fQ  cos  ©  ,     W\  =f*9*  cos  0O  , 
.V  =  fQ  sin  0  ,     X    =  /*oß0  sin  ©0  . 

J     fW  J      w 


R  ist  die  ungestörte  Refraction. 
Setzen  wir  weiter 


(84) 


u 


-5  —  cos  ©0  cos  ß  +  sin  0O  cos  A  sin  ß  , 

/o 


<^ 


und  ebenso 


=  sin  0O  ßin  /t  , 

=  cos  0O  sin ß  —  sin  ©0  cos  A  cos/S? ; 


(25) 


u 


-j  =  cos  (0O  +  R)  cos  /*  +  sin  (0O  +  R)  cos  /l  sin  ß  , 


7 

W 


sin(0o  +  /?)sini4 


—  aas  cos  (0O  -+-  B)  sin  £  —  sin  (0O  +  R)  cos  A  cos/?  , 

so  bedeutet  A  den  Winkel  bei  R0  zwischen  Meridian  und  Strahl- 
ebene, gezählt  von  Süden  aber  Osten  nach  Norden.  Aus  dem 
Täfelchen  der  Richtungscosinus  folgen  dann  für  die  Zenith- 
distanzen  des  Anfangs-  und  Endstrahles 

cos ZL0  =  cos ©0  —  a  Sin  2/?  sin 0O  cos  A  , 

cos  ZV  =  cos  (0O  -f-  R)  —  a  sin  %ß  sin  (®0  -f-  R)  cos  yft 

Z£o  =  0o-fasin2/?cos.4      , 
ZI'  =  0O  +  fl  +  a  8in2/?co8i4 

-ocosec(0,+  fl)s|i  H.  +  ocotgfö,  +  Ä)S  ^  j  , 

also  die  Refraction  in  Zenithdistans 
ZV  —  ZL  =  R  +  aR'  , 

H'  —  cotg(@„  +  R)S%-^--  cosec(Ö0  +  fi) S ^  • 
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Da  nun 

^  =  fK  cosS  — /;  sin  S  =  1  [f£sin(G,  +  H)  —  uq  sin.S]  , 

so  folgt  nach  einigen  Umformungen 

,       W     uu'  §?*' 

Rss=-ws7r"sif' 

Nun  wird 
a-*Suu'  =  w  [fj  +  iÖ  H>  —  [//]/> lf , 

a~»S|u'  =  : (CJ  +  [.Vy]  y N+  [9]  <>  -  [//]/><?«  +  [.V]  -V  , 
also 

<r*NR'  =  [t]  (^  -  t)  -  JV([A']  +  y  [JVy] 

+ £  (r*  i»]  -  W)  • 

Der  Ausdruck  Ä-j-aÄ'  giebt  die  gestörte  Befraction  (in 
Zenithdistanz)  für  beliebiges  q  ;  indessen  ist  K  noch  nicht  un- 
mittelbar die  Grösse,  die  wir  brauchen.  Um  nämlich  die  eigent- 
liche Refraction  tu  haben ,  müssen  wir  für  £  (das  zugleich  die 
obere  Grenze  aller  Integrationen  ist)  denjenigen  Werth  wählen, 
yon  dem  an  die  lichtbrechende  Kraft  der  Atmosphäre  zu  ver- 
nachlässigen ist,  also  die  nächste  oberhalb  £0  gelegene  Wurzel 
der  Gleichung 

wo  rechterhand  alles  durch  q  auszudrücken  ist.  Verstehen  wir 
jetzt  insbesondere  unter  q  die  nächste  oberhalb  ?0  gelegene 
Wurzel  der  Gleichung 

f{Q)  =  «  , 
so  ist  als  Wurzel  der  vorhergehenden  Gleichung  und  demnach 
als  obere  Grenze  in  unseren  Formeln  der  Werth 

,_„[,- +<.£=*] 

anzusetzen;  die  vollständige  Refraction  in  Zenithdistanz ,  er- 
streckt bis  zu  diesem  Werthe  von  q,  wird  also 

•  Ä  +  oJr_   ™(,'  +  «.*=&)_Ä  +  „ajif 


Zur  Thborib  dbr  astronomischen  Strahlenbrechung.  III.    775 
wo 

a/t  =  /t'  +  ^(S£r  +  a«[V-^])- 

Wegen 

a-*S£!'  =  --  W[H] 
wird 

=^-m-rlxr\, 
IN)  **n-l}-*f *<*-,*>*«  +  */!$£. 

Die  willkürliche  Function  %  tritt  hier  nur  noch  in  dem  Ausdrucke 

(27)  a-il.  —  NfM-fi"*' 

auf,  der  (wie  man  durch  die  Substitution  yK  =  y%  =  0  erkennt) 
die  Refractionsänderung  für  einen  Lichtstrahl  der  Aequatorebene 
bedeutet.  Da  in  dieser  der  Brechungsexponent  eine  Function 
der  Entfernung  allein,  nämlich 

li=m,     «•  — r'  +  Soo^M-Soo'xfr,) 

ist,  so  kann  man  die  Formel  (27)  leicht  direct  aus  dem  Ausdruck 
für  die  Refraction  ableiten.  Als  eigentliche  Lösung  unserer  Auf- 
gäbe,  den  Einfluss  der  Abplattung  auf  die  Refraction  zu  unter- 
suchen, haben  wir  offenbar  den  von  yK  und  yt  abhängigen  Theil 
von  dR,  also  den  Ausdruck  dR  —  öRQ  zu  betrachten,  der  nur 
von  der  willkürlichen  Function  /",  nicht  von  x  abhangt.  Denn 
R  -+•  ccöRq  ist  die  Refraction  für  das  oben  angeführte  Brechungs- 
gesetz, das  wir  wieder  in  der  Form 

M=  f[r)  +  «f,(r) 

schreiben  können;  vertauschen  wir  nun  /"  +  a/\  mit  /",  so  be- 
hält dR  —  d  R0  bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung  a*  den  vorigen, 
von  /i  (oder  x)  unabhängigen  Werth.  Als  ungestörte  Refraction 
functionirt  hier  also  die  Refraction  in  der  Aequatorebene.  Aus 
dem  Gesagten  folgt,  dass  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
X  =  0  zu  setzen  berechtigt  sind. 

Uebrigens  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  d  R  durch  Differen- 

Matb.-phy».  Clause.  1893.  54 
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tiation  eiaes  einfacheren  Ausdrucks  nach  ©0  gebildet  werden 
kann.   In  der  That  wird 

fNfyiip-xpjQdg  frQdg         f     f*^ 

oder  wegen 

«     dfl_2P4(— -^-^3-)-         ^ 

A\W„  ^DNf  bN 

wofttr  wir  mit  %  =  0 

*\\\0        bNl  öA 

schreiben  können ;  an  Stelle  der  Differentiation  nach 

N  =  fü  Qo  sin  ©o 
kann  die  nach  ©0  eingeführt  werden. 

Wir  wollen  die  Refraction  in  Zenithdistanz  noch  etwas  um- 
formen.  Bei  der  bisherigen  Zerlegung  R  +  adR  bedeutete  R  die 
Refraction  unter  Voraussetzung  sphärischer  Schichtung,  gerech- 
net mit  dem  Argumente  ©0 ,  dem  Winkel  zwischen  beobachtetem 
Lichtstrahl  und  dem  Radiusvector  des  Beobachtungsortes.  Füh- 
ren wir  an  dessen  Stelle  jetzt  die  Zenithdistanz 

#0  =  ©0  +  asin2/?cos4 

ein  und  setzen  fest,  R  sei  die  mit  dem  Argumente  #0  gerechnete 
Refraction,  so  wird  die  vollständige  Refraction  in  Zenithdistanz 
=  R  +  «<J/?,  wo  nunmehr  aber 

281         dR  =  —^-sm2ßcosA 

+  Jp(-L  +  **)-  a.Mn=j5iO. 
^       4U;  +  *at/  hN 
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In  den  mit  a  multiplicirten  Gliedern  ist  dementsprechend 
überall  #0  statt  ©0  zu  setzen. 

Um  die  Refraction  in  Azimuth,  oder  den  Winkel 

adA  =  L0ZL' 

abzuleiten,  fallen  wir  von  V  ein  Loth  V  L"  auf  den  grössten 
Kreis  der  Strahlebene  RQL0RLL".  Bezeichnen  wir  für  den 
Moment  die  Abplattung  mit  a0 ,  so  wird 

L'L"  =  cosiVZ/  =  aQ.S?y-  , 

vt  r»-    L'L"    -a*s<*u' 
*****      —  sinL0Z/~  fsinR      ' 

7i   »        7»  sin ZR0 Z0  sinjl 

zx° **  -  zn>  "iiHzIT  =   §       ß '  BT5  ' 

~>    r/  I  Sau     ,   sin M  sin 2 ß\ 

0  °  \fsmR  sin#0      / 

a0ÖA  =  sin  (tt  -  ZI0 1')  .  -^-A^ 

I  Sau'        sin/tsin2^\        sinfl 

—  a°  \JsinR  H        sin *~   j  sin(#0  +  fl)  " 
Nun  wird 

a  «S  — =  yy+[iVy] -X- 

AT(«-y,)\4/\  /*      / 

Aus  (24)  und  25),  denen  wir  der  Uebersicht  wegen  das  Täfel- 
chen der  Richtungscosinus 

cr4  =  cos£                ,  ßt  —  0        ,  y4  =  sin/3                 , 

a4  =  cos  A  sin  ß       ,  ß%  =  sin  A  ,  y,  =  —  cos  ;4  cos  /*  , 

a  =  —  sin  /t  sin  ß  ,  /?  =  cos  ;4  ,  y  =       sin  A  cos  /? 

hinzufügen,  folgt 

j  =      yK  cos(©0  +  R)  +  Y%  sin(0o  +  R)  , 


/??/  —  CD   

54* 


=  -  y,  cos  (0O  +  R)  +  yK  sin  (0O  +  A)  , 
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also 


(29) 


-  co»(*i+Ä)(yfPo-ytPt+yi',t: . 

sin#0  sin(#0  + Ä) —  =  sin#0  — 7 1-  2y{  sinfl  . 

y  ty 


In  dem  Ausdrucke  für  die  Refraction  in  Azimuth  tritt  also 
die  willkürliche  Function  x  nicht  einmal  formell  auf;  man  könnte 
die  Vermuthung  wagen,  dass,  wenn  wir  allgemein  bis  zu  den 
Gliedern  pter  Ordnung  gehen  und  das  Brechungsgesetz  in  der 
Form 

ansetzen,  die  Refraction  in  Zenithdistanz  von  /*,  fi7  •••/"*,  die 
in  Azimuth  hingegen  nur  von  /*,  fn  •  •  •  fp_i  abhängen  würde. 

Die  Formeln  (28)  und  (29)  stellen  die  Lösung  unserer  Auf- 
gabe dar.  In  unmittelbarer  Nähe  des  Zeniths  ist  ihre  Anwend- 
barkeit fraglich,  da  bei  allen  bisherigen  Entwicklungen  0O  gegen 
a  als  Grösse  nullter  Ordnung  betrachtet  wurde,  eine  Grössen- 
schätzung,  die  für  sehr  kleines  oder  gar  verschwindendes  0, 
ihren  Sinn  verliert.  Die  Zerlegung  der  Refraction  nach  Azimuth 
und  Zenithdistanz  verbietet  sich  dann  schon  wegen  der  Un- 
sicherheit des  ersteren ;  zur  Vermeidung  von  Unbestimmtheiten 
sind  an  Stelle  der  Polar coordinaten  A  und  0O  rechtwinklige 
Coordinaten,  etwa  die  Abstände  vom  Meridian  und  dem  dazu 
senkrecht  durch  B0  gelegten  grössten  Kreise  (Ostwest-Vertical, 
nur  durch  RQ  statt  durch  Z  gehend)  einzuführen.  Bezeichnen 
wir  diese  mit  p  und  q  und  vernachlässigen  ihre  Quadrate  und 
Producte,  so  wird  für  einen  beliebigen  Punkt  mit  den  Richtungs- 
cosinus A,  /f,  v 

q  =  k  sin ß  —  v  cos/?  , 
also  z.  B.  für  X0 

p  =  -j?  =  sin  0O  sin  A  , 


r, 


o 


q  =  —  sin  ß rr-  cos  ß  =  sin  @0  cos  A  . 

/o  /o 
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Die  Refraction  zerlegt  sich  dementsprechend  in  zwei  Com- 
ponenten  senkrecht  und  parallel  zum  Meridian 

.         v       v0  lv'      vf'\ 

dq=6mßb-i+a\7—r)\ 
_C08^___+a(7___)j. 

Hier  ist  jedoch  wieder  darauf  Rücksicht  zu  nehmen,  dass 
nicht  q  [die  nächste  oberhalb  q0  gelegene  Wurzel  der  Gleichung 
f(g)  =  0],  sondern 

,_„[,  +  „.  J^Z*] 

die  Grenze  der  Atmosphäre  ist;  damit  tritt  z.  B.  zu  dp  das  Glied 

hinzu,  und  die  vollständige  Refraction  in  Meridiandistanz  wird 

die  parallel  zum  Meridian 

Usinß  —  Wcosß  , 

wo  die  Bedeutung  von  U  und  W  ersichtlich  ist.  Bei  der  weite- 
ren Behandlung  dieser  Ausdrücke  würde  ©0  als  kleine  Grösse 
von  derselben  Ordnung  wie  a  anzusehen  sein.  Wir  gehen  hier- 
auf nicht  näher  ein,  da  die  Refractionsstörung,  wie  die  Discus- 
sion  der  Formeln  (28)  und  (29)  zeigen  wird,  in  der  Nähe  des 
Zeniths  jedenfalls  zu  klein  ist,  um  sich  durch  die  Beobachtungen 
zu  verrathen. 


Es  ist  nun  die  analytische  Entwicklung  der  auftretenden 
Integrale  vorzunehmen,  die  wegen  gewisser  zulässiger  Verein- 
fachungen sogar  zur  Rechnung  der  mechanischen  Quadratur 
vorzuziehen  sein  würde;  überdies  handelt  es  sich  auch  darum, 
einen  Ueberblick  über  die  Form  zu  gewinnen. 
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Für  f  schreiben  wir  jetzt  wieder  jm,  also 

(PqcIq  =  df.i  ; 
als  Integra tions variable  wählen  wir  die  Grosse 

die  Integrationsgrenzen  sind  v0  und 

v  =  i/0  sec  (p  , 


ferner  sei 


vi 


u  =  \ j  =  sin  w1  . 


Weiter  ist 

v  sin  &  =  f0  sin  #0  =  N  , 

0  '  «/    i/cos# 

Die  Kleinheit  der  Grössen  R  und 

ro  =  log//0  —  log/ie  , 

die  im  Maximum  resp.  =35'  und  =0.0003  werden,  können 
wir  benutzen,  um  rasch  convergente  Reihen  nach  Potenzen  dieser 
Grössen  zu  erhalten1).  Ersetzen  wir  noch  den  Aequatorhalb- 
messer  a  durch  den  davon  nur  um  Glieder  von  der  Ordnung  a 
verschiedenen  Radius  q0  des  Beobachtungsortes ,  so  haben  wir 
z.  B.  anzusetzen 

^~  J  vcosA    ^  d\)' 
11         f        J   VCOS#\  q\) 

Entwickeln  wir  e2tK  nach  Potenzen  von  H  und  I  — I  =  e^m 
nach  Potenzen  von  m,  so  tritt  als  allgemeines  Glied  das  Integral 

f€SE  (£)  W<" , 

*/  v  cos  &  \vj  ' 

4)  D.  h.  unter  dem  Integralzeichen  darf  eine  Function  von  p  nach 
Potenzen  von  m,  eine  Function  von  R  nach  Potenzen  von  R  entwickelt 
werden.  Dagegen  hört  die  Convergenz  sofort  auf,  wenn  etwa  alles,  z.  B. 
auch  eine  Potenz  von  vt  nach  Potenzen  von  m  entwickelt  wird,  weil  die 
Differentialquotienten  von  v  nach  m  mit  wachsender  Ordnung  auch  der 
Grösse  nach  ausserordentlich  wachsen. 
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resp.  ohne  den  Factor  e*'^  unter  dem  Integralzeichen,  auf;  i  und 
£  ganze  Zahlen  ^g  0 .  Für  5  haben  wir  zunächst  die  beiden 
Werthe  0  und  5.   Da  weiter 

cos2#  =  1  —  2^sin#J, 

sin2#  =  2cos#^sin#0  , 

v 

so  ergeben  sich  die  beiden  Typen 

fäül-)  R*mt  :     <J  =  —  2,0,3,5. 

fdml-\  R€mt  ,     cJ  =  —  2,  +3, 

aus  denen  sich  die  Entwicklung  der  Integrale  Pa  zusammensetzt. 
Wir  legen  nun  dem  Folgenden  eine  für  viele  andere 
typische,  früher  als  Potenzenformel  bezeichnete  Gestalt  des  Re- 
fractionsausdruckes  zu  Grunde.  Indem  wir  mit  //',  //"',  HY  •  •  • 
eine  endliche  Anzahl  disponibler  Gonstanten  bezeichnen,  setzen 
wir  an 


II  bedeutet  die  GAUsa'sche  JI-Function;  zur  Abkürzung 
wird  für  die  Binomialcoefficienten  das  Zeichen 

H(q) 

w?  -  n[ß)n(a  -  0) 

gebraucht  werden.    Die  Summen  erstrecken  sich,  wenn  nichts 
hinzugefügt  wird,  auf  ganze  Werthe  des  Index  S^  0. 
Setzen  wir 


*  -/(£)  "  • 
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so  folgt 

die  fly+1  sind,  wie  die  Ä  «/*+',  Constanten.    Für  die  ersten  In- 
dices  erhält  man 

W  =  H'"  -  |  H'  , 
u.  s.  w.   Daraus  folgt 


(34) 


d*8=j  («+cotg^«)    i  du2(-*)ann{*wU?+l ""• 


und  durch  Integration 


(32) 


fy  =^(C0tg*;  +  U)4  (-  1)    M«  COtg^tfl«+»/»+' 


m*      <$[      'J    JZ(«)JI(a  +  1)2W*+«   U) 

Die  Ausdrücke 

« 

JRlmtdRs,      fRtmtdmj 


o+i 
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sind  daher  ganze  homogene  Functionen  (e  +  C  +  4  )ten  Grades 
in  den  #*a+1,  mit  Coefficienten,  die  Functionen  von  u  und  #0 
werden.  —  Die  Integrale  LI  und  P4,  und  damit  auch  SR  und 
dA,  lassen  sich  also  als  ganze  Functionen  der  tf  *a+l,  mit  Coeffi-  . 
cienten,  die  von  q>  und  #,  abhangen,  entwickeln.  Zum  Schluss 
setzen  wir 


(34)     JTpa  +  ^^-^tS^+^^^gg^: 


(33)  tf*«+4  sin  (p™**  =  4«6f a+1  , 

diecit*+l,  deren  Anzahl  gleich  der  der //ta+l,  sind  dann  die 
Coefficienten  der  Entwicklung 

(35)  % 

r  =tg|-  ,        tgi/;  =  smgptg#0  . 

Unsere  Entwicklungen  führen  also  auf  die  zur  Rechnung  ge- 
eignete Form 

a 

wo  die  Aa  ganze  homogene  Functionen  aten  Grades  der  af  *+4, 
/"a  Functionen  von  r/)  und  #0  bedeuten.  Die  numerischen  Werthe 
der  a,rt+1  und  des  Wmkels  </>  werden  durch  Anschluss  der  Re- 
fractionsformel  (35)  an  die  Beobachtungen  bestimmt;  als  unab- 
hängige Variable  functioniren  also  schliesslich  nur  noch  #0  und 
das  in  yK  und  yt  enthaltene  Azimuth  A. 

Bei  der  wirklichen  Ausführung  der  Rechnungen  kann  und 
muss  man  sich  auf  die  Hauptglieder  beschränken;  das  Vernach- 
lässigte würde  zu  den  Störungen  zweiter  Ordnung  hinzukom- 
mt 
men.    Da  m  unter  77c  a ,  fl  unter  3  a  bleibt,  so  würde  für  rohe 

Rechnung  das  Glied  erster  Ordnung  AKfK  (wir  nennen  Glieder 
nt«r  Ordnung  diejenigen,  die  von  der  nUn  Dimension  in  Bezug 
auf  die  (i%ß+{  sind)  genügen.  Es  wäre  indessen  möglich  (und  ist 
in  der  That  der  Fall),  dass  in  AKfK  die  numerisch  beträchtlich- 
sten Glieder  einander  zerstören,  sodass  der  übrig  bleibende 
Term  das  Glied  zweiter  Ordnung  Atft  nicht  erheblich  über- 
wiegt.   Um  sicher  zu  gehen,  wollen  wir  also  die  Glieder  erster 


784  F.  Hausdokff, 

und  zweiter  Ordnung  zusammennehmen;  unter  dem  Integral- 
zeichen ist  dann  noch  die  erste  Potenz  von  R  und  m  zu  berück- 
sichtigen.   Als  Typen  treten  auf 

Rö  ,      JRdRö  ,      fmdRd  , 

»Vi     JRdm#}     Jmdmg, 

wofür  wir  zur  Abkürzung  schreiben  wollen 

R's=fRdRö)     RT6=fmdRdi 

m^=  lRdm$  ,     wj=  Imdmfi  . 

Die  accentuirten  Grössen  geben  also  die  Glieder  zweiter 
Ordnung.    Der  Index  d  =  0  mag  weggelassen  werden. 
Es  folgt 

=  Ä  +  RB-8ß"  +  3A'!;) 
-Npfi-*  =  Ä  — 2ß". 

Für  P,  und  P,  setzen  wir  an 

P,  =  cos2^P,  +  8ro2#,P6  , 
P,==sin2^P5  -cos2#,P,  , 

PB  —fdP%  cos  (2  #  —  2  «) ,     P«  —fdPo  «n  (2  ^  —  2  «)  . 

-SP^-*=fdH  (e-»+^e'-)(l  _2^sin^+4Ä^  sin*«  ^) 

=  «  +  fi5  -  2  sin#*(fl_t  -+-«,)+  4  sin*I(mlt  +  mj) 
+  3«;  —  2fl"  —  2  sin#*(3ß'!;  —  2fll,)  , 

-AP0Jur'=/dfl(6-*'»4-^e«»)(2^sin^^-2«+4Ä^sin^) 

=  2  sin  **,(''«_,  +  »«,)  -  2(«'  +  R^) 

+  4  sin  #*(/»'_,  +  «,')  +  2  sin,»*(3»t;;  -  2ml%j  . 
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Zur  Erleichterung  wollen  wir  die  Formeln  (88)  und  (29), 
worin  links  der  Factor  a~*  durch  q~*  zu  ersetzen  ist,  noch 
etwas  umformen,  indem  wir  setzen 

—  n  JVC  «Sa»   —  nprt"1  = s  - 

Trennen  wir  dann  nach  den  Richtungscosinus,  so  erhalten  wir 
das  Formelsystem  (36). 

,     $sin#0  =  fl  —  2«", 

S0  sin*0  =  R  +  Ä5  —  8Ä"+  3flJ  . 

S{  =  cos2#0  S5  +  sin2  #0  S6  , 

S%  =  sin2#0  S5  —  cos2#0  S6  , 

(S0-S6)cosec#0  =  2(Ä_,  +  RJ 

-  4  (ml,  +  mj)  +  2(3 ä;  -  2/*l,)  , 

S6  sin  #0  =  2  sin  $\  (m_t  +  m3)  -  2  (/?'  +  R% 

+  4  sin  #1  (RL,+ Ri)  +  2  sin  *»  (3  m','-  2  ml,) . 

_d(S0  +  Si-4^)   ,   QO  </(fi+fr0) 
"u  — ri  «:«  q. r  «f 


rf  sin  #0  f    d  sin  #, 


0 


"         dsin#0  *   dsin#0    ' 

«    _     dS,  c/(B+*t)  ,      dfl 

"      rfsin^0  •    dsin#0    "1~    dS0  ' 

sin  #0  sin  (#„  +  «)  vi,  =  2  sin  «  —  \  sin  (#0  +  fl)  (S,  +  ,S\) 

sin  #0  sin  (*,  +  fl)  ,1,  =  -  |  sin  (*,  +  fl)  S, 

+  $cos(S0  +  «)(S0-S1). 
Oder  auch 

fl, ,  d  sin  ->0  =  d  S0  —  4  ds  +  cos?  #0  (d.S,  —  2  S,  dfl) 

+  sin  2  #0(dS6  + 2  S5  dfl)  , 
(Hu  +  fl„)  d  sin  ^0  =  2  dS,  —  4  ds  , 

Ritd  sin^„  =  4  cos  #0dfl  +  sin  2#0 (dS5  —  2 S, dfl) 

—  cos«#0(dS6  +  2Sltdfi)  . 
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AA  sin  &Q  =  2  H  (4  —  R  cotg  *0)  cosec  #0  —  i  (S#  +  S4) 

+  i  S,  (cotg  #0  —  Ä  cosec  #*)  , 
A%  sin  #0  =  —  i S«  +  i  (S0  —  s*)  Mg*o  —  Ä  cosec *J)  - 

Allgemeingültige,   d.  h.  bis  in  die  Nähe   des  Horizontes 
|#0=-~  |  brauchbare  Ausdrücke  für  fy,  Jty,  flj  und  w£  (mrf 

und  m^  sind  Gonstanten)  würde  man  durch  Einführung  der 

Variablen  r  erhalten.  Wir  gehen,  wegen  der  Gomplicirtheit  der 
Rechnungen,  hierauf  nicht  näher  ein,  sondern  werden  zu  diesem 
Zwecke  eine  einfachere,  dafür  auch  minder  allgemeine  Refrac- 
tionsformel  zu  Grunde  legen.  Um  wenigstens  einen  Begriff  zu 
geben,  wie  sich  die  Rechnung  im  Falle  der  Potenzenformel  ge- 
stalten würde,  wollen  wir  \)  für  massige  Zenithdistanzen  (etwa 
bis  #0  =  80°)  die  Entwicklung  nach  Potenzen  von  tg#0  ansetzen, 
2)  die  Refractionsstörung  im  Horizont  bilden. 
Aus 

J  > V  -  v\  sin  &l 
folgt  durch  Entwicklung  der  Quadratwurzel 

H*  =2^-  *)«  (-  *  )* sin  *!" + ' m*-««-« ' 

a 

also  mit  (e,  6)  =  jmedm§  : 
«=2 (-!)«(-  <)«  sin  #«•+•(-  ««-«,*), 


m 


«j=(o,a), 

Um  sowohl  für  die  Coefficienten  m^  und  (e,  d),  als  auch  für 
die  spater  auftretenden  brauchbare  Darstellungen  zu  erhalten, 
fügen  wir  der  Formel  (32)  die  analogen 
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h  X»»äj_i\  JT(8«)(-  K)«-P 

»-«,-.  -^(«^H)  V«  JT(«-flg(a+/>+<)' 

hinzu,  die  letztere  auch  für  negative  Werthe  von  a  gültig  (es 
verschwinden  6_t ,  6_4  u.  s.  w.,  während  Bmm%a  4=  0).  Zwischen 
den  neu  eingeführten  Grössen  und  den  b%a+i  bestehen  die  Re- 
lationen 


f  JI(a) 


(38) 


JZ(8 

JI(-  «  -  j) 


£ 


«« 


y       — >"  «*  ■+■  y  + 


+y+i 


Dies  vorausgeschickt,  erhalt  man  aus  den  Formeln  (30)  bis 
(33)  mit  Unterdrückung  einiger  Zwischenrechnungen 


(40)  —ifmedmfi 

=  V/-^ti\        /-f±i\  4        /siny\*' 


und  damit 


insbesondere 


=  5,(-<)aZ«tg^«+'  , 


«a+i 


woraus  der  Zusammenhang  der  6__ia_4  mit  den  Zenithconstan- 
ten  Z,  Z',  Z"  •  •  •  (ein  Analogon  zu  der  Relation  (33)  zwischen 
den  l>ia+4  und  den  Horizontalconstanten  ungerader  Ordnung 
ll\  H"\  Hv  •  •  •)  hervorgeht;  ferner 
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(42) 


(43) 


wo  rechts  also  statt  der  constanten  Glieder  Reihen  mit  steigen- 
den Potenzen  von  tg#J  zu  denken  sind.  Die  m#  und  (c,  ö)  sind 
oben  nach  Potenzen  der  kleinen  Grösse  sincp  entwickelt.  Nimmt 
man,  um  den  Betrag  der  Grossen  erster  und  zweiter  Ordnung 
abzuschätzen,  von  beiden  nur  die  Hauptglieder,  d.  h.  die  von 
niedrigster  Ordnung  in  Bezug  auf  sin  (p ,  so  wird  mit 

Hu  °otg#0  =  i8Z'  +  9Z*  + 
ÄM  cotg*0  =  —  8Z'  —  KZ%  + 
Rit  =  — 6Z'  — 3Z* + 

AA  sin#0  =  —  3Z'  —  |Z*  + 
yl,cos#0     =  _2Z'  —    Z«  + 

Das  Verhültniss  zwischen  den  Gliedern  zweiter  und  erster  Ord- 
nung wird  also  in  allen  Fällen  gleich  \Z%  :Z'=c.  K  :  8,  also 
ziemlich  beträchtlich;  der  Grund  ist  offenbar  der,  dass  das 
Hauptglied  Z  aus  der  Entwicklung  herausgefallen  ist. 

Wie  bis  auf  Glieder  höherer  Ordnung  die  erste  Zenithconstante  Z 
gleich  der  brechenden  Kraft  am  Beobachtungsorte  ist,  so  hat  auch  die  hier 
als  Zenithconstante  der  Refractionsstörungen  auftretende  Grösse 

eine  einfache  physikalische  Bedeutung.  Für  die  Masse  M  der  Atmosphäre 
nämlich  ergiebt  sich,  wenn  der  Zusammenhang  zwischen  /i  und  der  Luft- 
dichtigkeit D  in  der  Form 


D 


.f- *- 


=  constans 


angesetzt  wird,  der  Ausdruck 

oder  wenn  r0h  die  Höhe  einer  fingirten  Atmosphäre  bezeichnet,  die  bei 
tiberall  gleicher  Dichtigkeit  D0  gleiche  Masse  mit  der  wirklichen  besitzt: 

Wegen 

m9=Z-f-4Z'-f-8Z"H , 

m  =Z  +    Z'  +    Z"  -\ 

folgt  hieraus  angenähert 

Z2 

z/i  =  z'  +  T  +  ... , 
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und  mit  den  Zahlen werthen  rund  r0h  =  8.5  km.  Numerisch  wenig  davon 
verschieden  ist  die  Höhe  r0k  einer  Atmosphäre,  die  bei  constanter  Dichtig- 
keit und  Schwere  denselben  Druck  wie  die  wirkliche  ausüben  würde;  man 
findet  streng 

f/i0—  4)*  =  ji0  —  4  —  m_,a>fi0  —  *—  Z 

und  angenähert  ebenfalls 

Z* 

z*=z'+T  +  ...  . 

Man  hat  bisweilen  eine  der  so  oder  ähnlich  definirten  Höhen  die 
»ideale  Höbe  der  Atmosphäre«  genannt;  dieselbe  ist  also,  ausgedrückt  in 
Theilen  des  Erdradius,  angenähert  gleich  dem  Verhältnisse  Z'-J-^Z*:  Z. 

Um  in  derselben  Weise  die  Horizontalrefraction  zu  bilden, 
denken  wir  uns  alles  nach  Potenzen  von  c  =  cotg#0  entwickelt. 
Setzen  wir  an 


Kt=2nyc*°-2!HF+t 


c*u+t 


a 


so  folgt  mit  Benutzung  der  durch  (38)  eingeführten  Grössen  B 
aus  (32)  die  Relation 


(44)    HJ   -^ fi.rt-    -(-j)   V-, 


sm<jp 


4a  Hiß  -  «  -  £)*  ' 
die  zu  der  umgeformten  Gleichung  (30) 

worin  ebenfalls 

gesetzt  ist,  genau  analog  ist;  die  Reihe  (44)  ist  unendlich,  die 
andere  bricht  bei  a  =  ji  ab.   Die  aus  (44)  folgende  Formel 

zeigt  den  zu  (33)  analogen  Zusammenhang  der  b%*  mit  den  Hori- 
zontconstanten  gerader  Ordnung  H,  //",  ///K,  •  •  •  Ebenso  wird 
nach  den  nöthigen  Zwischenrechnungen 

~~^        *l      2Ü    2    /  j/(«,      J7(«+v-  \)  °*  «+,/?+.  »-*«-*,- 


a*y 


1^ 
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ferner 

JmtdRd 

yrW  +  i)  n(a  + 1)        II(a  +  ß  +  i)  ß+i        +1        t-+ , 

^n((i  +  i)    n(a)    n(a  +  /s  +  4)ji(-i)"*+«  "^ 

_  vS£±i>      nW  JI(a  +  f  +  |)        Htß+tHV,r*«+*ß+* 

<£n(ß  +  i)n(a-i)n(a  +  (i+i)n(-{)   <+«    » 

wo  in  der  zweiten  Zeile  die  Summation  auch  Ober  die  negativen 
Werthe  von  a  ( —  1,  —  2,  •••  —  ß  —  1)  zu  erstrecken  und  für 

nia)       kv» 

sein  Ausdruck  (44)  zu  setzen  ist  (//Jf*  selbst  verschwindet  für 

cc  <  0).    Von  dem  zuletzt  gefundenen  Ausdruck  sind 

fmjdR  =  m#R  —  w'j  ,       fmdRfi  =  R"d 

nur  specielle  Fälle. 

Um  Indexhäufungen  zu  vermeiden,  wollen  wir  für  den 
Augenblick  setzen 

«*  =^'ff§(-  <fc-  =  Hd  -  H'dc  +  H"dc* , 

R's  =*2JM-  <)"c"  =  J»  ~  J'ic  +  W ' 

R"d  =2K%(-  <  )0c"  =  Kd  -  K'dc  +  K"dc* , 

«i-^SK-  ^  =  ^  -  4><>  + 1%* ; 

für  unseren  Zweck  genügt  das  Hitnehmen  von  c°,  cl  und  c\  Aus 
unseren  Entwicklungen  folgt  zunächst 

H'd  =  H',    J'd=H'Hd,     A£  =  0,     L'd  =  H'md. 

Damit  wird 

S.  =  (0)-(0)'c  +  (0)"£ , 


tf* 


s    =H-iK-H'c  +  ct(H"-tK''+lt-k')- 


c* 


55  =  (5)-(5)'c  +  (5)"2 , 

56  =  (6)-(6)'c  +  (6)"£ , 

Matta.-phys.  C1»bb6.  1893.  52 
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wo      (0)  =H  +  Ht  —  2AT+3AT,, 

(0)'  =  2  ff'  , 

(0)"  =  (0)  +  i(H"  +  H%  —  iE" -h  3ATJ)  ; 
(5)  -  (0)  =  -  2(«_,  +  Ht)  +  4(I_t  +  Lt)  -  6Ä',  +  4  iL,  , 
(5)'  -  (0)'  =  -  4 H'+  4(11,  +  Ifl  ,    . 
(5)"-  (0)"  =  -  4(ffl,  +  H$  +  S(L"_,  +  LXj  -  HK;  +  8*1, 

-  (»)  +  (0) ; 

(6)  =2(m_f+m,+3m;-2ml,)+4(y_tH-y,)-2(/+y,)  , 

W  =  i(JLt  +  Jl)-'Hr+Ji), 

(6)"  =  S(J".t  +  J$  -  4  [J"  +  J>$-i[J  +  Jt)  -  (6)  . 

Weiter  wird 

dSB  +  2SsdR 

de 
=  -  (6)'-  2/i'(5)  +  c[(6)"+  4  ff  "(5)  +  2/f(5)']  +  .  . .  , 

wo  bei  der  Multiplication  natürlich  die  Glieder  dritter  Ordnung 
(in  Bezug  auf  die  atg+i)  wegzulassen  sind;  in  Folge  dessen  wird 

(6)'  +  2  tf'(5)  -  *  {/-,  +  4)  -«(''  +  '3 

+  2//'(ff+ff,-2ff_1-2lf,) 
=0, 

'^i^=c[i6r+iÄ"(//+//,-«ff _1_2//J)_4//'«]H 

Ebenso 

dS>  ~dcS'dR  =  8 tf' +  c [(»)"-  8tf"(m_t  +  m,)]  +  •  •  •  , 

dS°  7c* ^  =  8g'  +  CK°)"  -  8 (//" -  2JT  + 1  -  A-)]  +  •  •  • 
Damit  findet  man  endlich  für  den  Horizont  (lim  c  =  0) 


(48) 


fi«.=(5r-(0)"-8ff"('".-,+»»s)+8(W"-2r'+|-Ä'), 

«,.=-  (»)"-  (0)"+  8//"(m_,  +  mt)  , 

««.=-  («)"+  4W"(2W_,  +  2ff,  -  ff-  ff,)  +  4  ff'«  ; 
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A*=       -  y  +  //(ff-,  +  H,-H-  11,) 

oder  wegen 

«„-4(1^, -na +«11, 

+  8(11,  +  L»)  -  8tf>_t  +  ro3)  -  4(L_t  +  IJ 
+  6Ä,-42Ä7-8Ä^4, 
*h  +  ÄM  =  *(//'!,  -  «?)  -  8Ä"1,  -  12 AJ  , 

-  8(^lt+^)  +  M^+^  +  4(^.+^)+2(^+A) 
+  4/T(2//_1+2//,— ff— tf5)  +  4i/'*+  6w*;— 4m'!, ; 

+  2(I_,  +  I,)  -  fffa^  +  mj  +  »*_,  -  3Ä-,  , 

A%  =  —  ("*-«  +  w») 

-  «(/.,  +/,)  +  J+  J,  +  H(^t  +  Ht-H~HJ 
+  Smlt  — 3mJ. 

Die  Aufsuchung  der  Hauptglieder  bietet  hier  schon  Schwie- 
rigkeiten; wir  wollen  uns  damit  nicht  aufhalten,  sondern  nur 
die  Grössenordnung  charakterisiren.  Bezeichnet  fa  eine  ganze 
homogene  Function  crten  Grades  der  atß+l ,  so  treten  als  Glieder 
niedrigster  Ordnung  in  Bezug  auf  sintjp  die  folgenden  auf: 

In  R%i  und  Ält:  fK  ,  f%  cosecqp  , 

in/?lt:/;sinqp    ,  f%  , 

in  Ai  :  f{  sin  q>%  ,  f%  sin  q>      , 

in  j4,  :  fK  sin  q>    ,  ft 

Es  ist  also,  wie  im  Zenith,  das  Verhältniss^der  Glieder  zwei- 
ter Ordnung  zu  denen  erster  Ordnung  durch 

f%  cosec  q> 

gegeben,  mithin  merklich. 

52* 
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5. 
Die  bisher  behandelte  Formel 

ist  einerseits  selbst,  schon  mit  wenigen  Anfangsgliedern,  als 
scharfe  Interpolationsformel  zur  Darstellung  beobachteter  Re- 
fractionswerthe  brauchbar,  andererseits  vertritt  sie  einen  all- 
gemeinen Typus  von  Refractionsformeln,  diejenigen  nämlich,  die 
sich  in  einfacher  Weise  nach  Potenzen  von  r  entwickeln  lassen. 
Aus  diesem  Grunde  haben  wir  die  Entwicklungen  des  vorigen  § 
auf  diese  Form  von  R  gestützt.  Die  CompHcation  der  Formeln 
macht  es  wünschenswerth,  bei  der  wirklichen  Aufstellung  der 
Endausdrücke  für  dR  und  8A  eine  möglichst  einfache  Refrac- 
tionsformel  zu  Grunde  zu  legen,  von  der  dann  freilich  weder 
Allgemeinheit  noch  sehr  scharfer  Anschluss  in  den  grösseren 
Zenithdistanzen  zu  verlangen  ist.  Der  letztere  ist  am  ehesten 
entbehrlich,  denn  bei  der  Grösse  der  von  den  meteorologischen 
Elementen  abhängigen  Refractionsschwankungen  ist  eine  Un- 
sicherheit der  mittleren  Refraction  um  etwa  \  %  in  der  Nähe  des 
Horizontes  ohne  Belang. 

Die  von  Te.  v.  Oppolzbr  in  Nr.  8435  der  Astr.  Nachr.  an- 
geführte, von  Herrn  Bruns  (diese  Berichte  1894,  Heft  II,  p.  479) 
weiterbehandelte  Refractionsformel  lautet 

R  =  a  O  [b  cotg  #0)  , 

wo  a  und  b  zwei  Constanten  bedeuten;  0(x)  ist  die  bekannte 
KRAMP'sche  Transcendente,  die  wir  hier  in  der  Form 

>(g|a    /irrr 

schreiben  wollen.  —  Ich  habe  einen  Theil  der  Rechnungen  für 
diese  OppoLZBR'sche  Formel  durchgeführt.  Man  erzielt  aber  eine 
Reihe  erheblicher  Vereinfachungen,  wenn  man  an  deren  Stelle 
die  ähnlich  aussehende,  numerisch  wenig  davon  verschiedene 
Formel 

(47)  R  =  a  sin  #0  O  (b  cos  &0) 

zu  Grunde  legt.    Für  Zenith  und  Horizont  erhält  man  aus  (47) 

Z=a<D(b),     H  =  ay-£-, 


i 
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woraus  mit  den  BBSSEL'schen  Werthen 

Log 7=4,7615600  ,    Logtf  =  3,3209974 

für  a,  6  die  Werthe 

Log a  =  3,3734526  ,    Log 6  =  4,3403439 

folgen.    Der  Anschluss  an  Bbssel  ist  aus  den  weiter  unten  fol- 
genden Zahlenwerthen  zu  ersehen. 

Um  mit  (47)  die  R#,  m#  u.  s.  w.  zu  bilden,  haben  wir  auf 
die  Entstehungsweise  der  Formel  zurückzugehen.  Wie  bisher 
seien  r  der  Kugelradius,  /u  der  Brechungsexponent,  v  =  r(i  die 
Goordinaten  einer  beliebigen  Luftschicht,  r0,  ju0,  v0  dieselben 
Grössen  für  den  Beobachtungsort,  m  =  log/u0  — log/u  (log  be- 
deutet natürliche,  Log  gemeine  Logarithmen).   Aus 

J  Vv%  —  vjsin^; 
folgt  mit 

v  =  v9  sec  q> ,     w  =  6*  tg  <p%  ,    ac  =  6  cos  #0 

bdm 


R     _  /»     6< 
lin  #ö  — ,/  V^i 


sm#0      J  Vsdr+ 


U) 


und  wenn  wir  für  den  Zusammenhang  zwischen  p  und  v  (oder 
zwischen  m  und  cu)  die  Annahme 

zo 


einführen: 


sin#0      z,/  Vx*  +  w 

Zum  Schluss  ist  für  <p  derjenige  Werth  zu  setzen,  der  der  Grenze 
der  Atmosphäre  entspricht.  Um  die  Formel  (47)  wiederzuerhal- 
ten, ist  dieser  Werth  so  gross  anzunehmen,  dass  e~w  unmerklich 
wird.  Da  b  =  20,4,  so  genügt  für  q>  ein  Werth  im  ersten  Octan- 
ten,  sodass  also  w  <  6* . 
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Hiernach  wird  zunächst 


<T 


^-ä/^-O+f) 


1 


Darob  Entwicklung  der  -     Potenz  folgt: 


(48) 


B'(,=a«8in^2'(^6-««r; 


rfww1 


0 

CO 


0 

r«  =frdrcc 

na=frdna 
f*  =jndra 

na=fndna 


-f-  U) 


dcüü)a 


Die  Reihen  sind  unter  der  Voraussetzung  w  <  6*  conver- 
gent;  die  Glieder  nehmen  rasch  ab.  Diese  Abnahme  beruht  nicht 
allein  auf  dem  jedesmaligen  Hinzutritt  des  Factors  6~~*,  sondern 
vor  allem  auf  dem  Verhalten  der  Functionen  von  er.    Die  Reihe 


(49) 


Zt>-Mf«w 


nämlich  zeigt,  vorausgesetzt  dass  die  fa  (0)  nicht  unendlich  wer- 
den, zwar  sicher  Gliederabnahme  in  der  Nahe  des  Horizontes ; 
in  der  Nähe  des  Zeniths  hingegen  wird  x  von  der  Ordnung  der 

Grösse  b  und  schliesslich  ihr  gleich ;  ferner  lassen  sich  die  fa{x) 

\ 

als  gerade  oder  ungerade  Potenzreihen  von  —  darstellen.   Damit 

x 
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also  auch  in  der  Nähe  des  Zeniths  die  Glieder  abnehmen,  muss 

die  Ordnung  der  fa  (x)  in  Bezug  auf  —  mit  wachsenden  Index  a 

x 

ebenfalls  wachsen  oder  sich  gleich  bleiben ,  darf  aber  nicht  ab- 
nehmen.   In  den  Reihen  (48)  sind  in  der  That  die  fa(x)  stets 

4 
von  gleicher  Ordnung  in  Bezug  auf  — ,  und  zwar  beginnen  ra, 

X 

4  4 

n'a,  r£  mit  — ,  /a  mit  -j\  na  und  n£  sind  reine  Zahlen.    In 

der  Form  (49)  nun,  und  mit  derselben  Eigenschaft  der  fa[x)) 
wenigstens  was  die  Anfangsglieder  anbelangt,  lassen  sich  auch 
die  Grössen 

Ä44  coseo  #0 ,     Ä„  cosec  #0 ,     Rk  t ,     Ak  sin  #0 ,     A% 

darstellen,  und  unsere  Aufgabe  ist  es,  die  ersten  Glieder  dieser 
Entwicklungen  aufzusuchen. 

Zu  diesem  Zwecke  sind  zunächst  die  ra)  na ,  r'a  u.  s.  w.  für 
die  ersten  Indices  zu  bilden.   Unmittelbar  folgt 

n  =  1  —  e~w , 
n'=\  —  «-«(4  +cu), 

_L  n    -  4  -  «r-V-^ 
JI(«)n«  <fU{a-W 


(0 


o 
Für  die  rtt  haben  wir  die  Reoursionsformel 

bx  bx  7 

und  für  a  =  0 

r  =  <D(x)  —  e~wa>  (Vä^+Tü)  , 
^!  =  2a?r  —  4  +  «-»acte*  +  oif~*. 
Damit  erhält  man  sucoessive 
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r1  =  r(|-x*)  +  y  — e  w ^ 

ri  =  r(f  —  **  +  x')  +  \x  —  y 


-e-»ysq^(i  +  ^-£) 


u.  s.  w.    Ferner 

CD 


r*  =  W(1  —  e"")  e-a»(a;*+w)"~i  w«da» 
o 

=  ru{x,  w)  —  2-«"ira  (l/2a!,  2«)  . 
<  —  r  [»«  -  H(o)]  +ftB[a)  -nu)dr, 


f[II{a)-na]dr=i2;  -gfeLj /,-«  ««-*  dm  (*»  +  «,) 


f    ©  W  •       UW     \iJU      — f   UJJ 

U(a) 


Endlich  wird 

Ca  m  n     r*    l  «  *  —  c"*°' 

J  r,dr  =(f  — a;,  +  a!1)  Y  +  Ua;  — yjr 


+  e 


-*0) 


(*+t-t)-(*-t) 


u.  s.  w.,  womit  auch  die  rj,  bekannt  sind.  Vernachlässigt  man 
nun  überall  c"w,  setzt 

(50)  <Da(<r)  =  a*<D(a*;r), 

also 

und  unterdrückt  bei  den  Oa  die  Angabe  des  Arguments  x,  so 
erhält  man  bis  zu  derjenigen  Ordnung,  bis  zu  welcher  hier  ge- 
gangen werden  soll,  die  folgende  Zusammenstellung  (51). 
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nÄ  =  n{a) ,  *»  =  n(a)  (i  -  2~«-i) . 

r  —  q 

r%  =  0[\  —  x*  +  x4)  +  \x  —  $x*      ; 

*•; =<&•(* -**•)+* 

r"  =  CD  —  \  0% 

Damit  sind  die  Reihen  (48)  zu  bilden.   Um  in  Bezug  auf  6 
zwischen  rational  und  irrational  zu  unterscheiden  (denn  es  tritt 

die  Grosse  sin#0  =  y  \  —  -75-  auf),  empfiehlt  es  sich  die  For- 
meln (36)  hier  so  zu  schreiben : 

.        dR  dr        a  dri  .        d#0  \ 

S,  =  r9sin*0,        «,  =  1,8111*,, 

6*      sin*,  das  dx  ' 

ac    fl„    _d(St-St)  l   dr       adr±_i_\ 

&»sin#0~~      da;  *\dx ^  b*  dx       b)' 

~  b*     u  —  \         6V  <to         »6»" 

o o  /  dr   i'  °  dr«        M  ^l  i  x  /  dr  _i_  °  dM 
~2S*TO+6i"d^~T/  +  *Trda3+6Td^/' 

>lt8in*,te=2ar(4  -or|)-i(S,+SJ  +  ir,(|-ar)  , 


3/K-2Ä"  =  £j;8iiiS.(r*+¥6-»  »•:+•••), 
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Hier  sind  St1  s,  S„  S%,  7ft,  Jt  rational,  ebenso  die  Grösse 
(£,  —  5,)  cosec  &*.  Für  die  Ausdrücke,  die  hierbei  gebraucht 
werden,  erhält  man  aus  (48): 

Ä  +  i?5  =  asin^0(2r  +  |6-«r1  + V6-*rf  +...), 

/U  +  *,  =  asin#0(8r  +  l*"fr4  +  V*"^a  +-). 

m_t  +  m,  =  afe-4  +  \  ab~*  +  V  ab"*  H ; 

Ä'  +  Rl  =  af  sin^J  (2r'  +  f  &-fr4'  +  ¥Ä-*rt'  +•••), 

>*'-,  +  K  =  |^  sin  &,{*ri  +  \b-*n[  +.-); 

26 

3ÄJ-2frt  =  ^sin^0(r"+V^",^+-0, 
3roJ  —  2m'lt  =  ia*&-*  +  ^a,6"1  +  •••  . 

Es  ist  ersichtlich,  wie  die  Rechnung  weiterzuführen  ist.  Ich 
lasse  hier  das  Endresultat  folgen,  worin  das  Glied  zweiter  Ord- 
nung (in  Bezug  auf  a)  jedesmal  unter  dasjenige  erster  Ordnung 
gesetzt  ist ,  zu  dem  es  numerisch  einen  noch  merklichen  Beitrag 
liefert,  also  ein  Glied  mit  atba"i  unter  eines  mit  ab". 

(/*„+/!„)  coeec#0=5a[Ö> (4  -f  2x4)  —  x] 

+  \0a*b{Ot—O) 

+  V  ab~*  [<D(\  —  Ix*  —  4 x*)  +  x+  2 x»] 
+  V  a^fc-1  [<D(2  +  4  a?)  —  Ot  (4  +  4<e*); 

o^V       •     •      • 

—  J»lt  cosec  #0  =  4  a  [O (4  +  2<rf)  — .  ac] 

+  8a16[<&,  —  (2)] 

+  a6-f[Ö)(i— 44X*  — 40a;4)+|x  +  5x3] 
+  o1*"1  [<2>(3  +  20cc«)  —  <&t(3  +  28xf) 

+  6xO%  +  ix] 

—  Rtt  =*ab-{[<D{9x  +  iOx>)  —  «  —  5a?*] 

+  a*[18a:a>t  —  i&x0  —  ZO*  —  f] 
+  ai-s[a)(Vcc—  Vac*  —  V^) 

-i  +  V^  +  V^4] 

+aV»[0>i  YaB+Af*aB»)—0t(  yo>+  533c») 

_^_   •  •  • 
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-  At  sin  »0  =  ab-*  [0  (|  -!*•)  +  \x] 

+  0*6-'  [$<D  —  $  0t  +  x®*] 

+ ab-'[®m  ~  V**  +  W + 4^— tt*J] 

+  o*6"'  [<D  ( V  —  5  cc1)  —  ®t  (ff  —  V  «*) 

+  ©*  (|aj  +  |oj»)  +  |o;] 

■      I  •     •     • 

—  i4t  =  a6"«(4  —  2x©) 

+  a6-»[|  —  \x*  —  ®{{x  —  $x')} 

+  a*b-*(ix0t-ixa>+a>*(i+ix*)-ji] 

•■f9     •    •    • 

In  jedem  dieser  Ausdrücke  sind  die  von  x  abhängigen 

Coefficienten,  wie  man  durch  Ansetzung  der  semiconvergenten 

Reihe  für  (Z>  findet,  in  der  That  von  gleicher  Ordnung  in  Bezug 

\  \ 

auf — ,  und  zwar  in  Ak  von  der  Ordnung  — ,  in  Rit  und  A% 

x  x 

\  \ 

von  der  Ordnung  — ^  ,  in  Rl{  und  ßM  von  der  Ordnung  — ,  •   Die 

x  x 

hingeschriebenen  Tenne  ergeben  also  für  dasZenith  eine  Genauig- 
keit bis  einschliesslich  a&"~5  und  a'6""4,  oder  in  den  Zenith- 
constanten  ausgedrückt  bis  einschliesslich  Z"  und  ZZ'\  die  Ge- 
nauigkeit im  Horizont  wird  unmittelbar  durch  die  Coefficienten 
aabP  vor  den  Klammern  angezeigt.  —  Man  erkennt  leicht,  dass 
in  den  Gliedern  mit  a3  die  Transcendenten 

auftreten  würden  u.  s.  f. 

Der  Uebersicht  wegen  stellen  wir,  mit  einigen  unwesent- 
lichen Aenderungen,  die  Formeln  des  Endresultats  hier  noch 
einmal  zusammen. 

Es  sei: 

a  die  Abplattung. 

<p  die  Breite  des  Beobachtungsortes. 
&0  die  scheinbare  Zenithdistanz. 
A  das  scheinbare  Azimuth,  gezählt  von  Süden  in 
beliebiger  Richtung. 


\ 
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Ferner 

x  =  b  cos^0 ,    R  =  a  sin#0  <D  =  a  sin#0  <D (a?) , 

wo  O  die  Kiuxp'sche  Function 


OD  OD 


a  und  6  zwei  empirische  Constanten  bedeuten.  Dann  ist,  beidemal 
im  Sinne  wahrer  minus  scheinbarer  Ort,  die  Refraction  in  Zenith- 
distanz  gegeben  durch 

R  +  -r  [Rti  siny*  +  Äft  cosgp*  cosA*  —  2flit  siny  cosy  cos  ;4] , 

die  in  Azimuth  durch 

a  cos  qp  sini4[/i4  singp  —  At  cosgp  cosj4]  , 

wo  Ä14,  ßtl,  Ri%>  A{  und  A%  durch  die  obigen  Ausdrücke  zu  er- 
setzen sind. 

R  ist  die  Refraction  in  der  Aequatorebene  (qp=0 ,  j4  =  ^-l  • 

Das  Glied  mit  R{{  giebt  die  Aenderung  der  auf  den  Ostwest- 
vertical  bezogenen  mittleren  Refraction  für  verschiedene  Be- 
obachtungsorte; an  den  Polen  würde  die  mittlere  Refraction 

a 
R  +  -7-  Ri{  betragen. 

4 

Im  Zenith  erhält  man  als  Hauptglieder  der  Störungen  die 
Ausdrücke  (43),  aus  denen  hervorgeht,  dass  in  massigen  Zenith- 
distanzen  der  Einfluss  der  Abplattung  unmerklich  ist.  Im  Hori- 
zont wird  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit 

Ä«  =  t  Van  +  9  V*  (V*  —  0  a*b  +  ... 
/*„  =  —  2  Yn*  —  4  Vn  [Vi  —  \)  a*b  +  ... 

o 

A%  = —  aft"1 — r- «*+••• 
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Um  eine  Vorstellung  vom  Verlaufe  der  Störungen  in  den 
höheren  Zenithdistanzen  zu  geben,  sind  in  folgendem  Täfelchen 
für  einige  Werthe  zwischen  #0  =  60°  und  #0  =  90°  die  Maximal- 
werte der  Glieder,  nämlich 


a 

7 


a 


"14  j         ±  "t%  > 


a  n 


a 


A* 


a 


zusammengestellt;  —  A{  erreicht  nicht  einmal  im  Horizont  den 

25 

Betrag  eines  Hundertels  der  Bogensecunde.  Die  zweite  Golumne 
giebt  die  nach  der  Formel  (47)  gerechnete  Refraction  R  selbst, 
die  dritte  die  Differenz  zwischen  Bessel  und  R.  Für  a  und  6 
sind  die  oben  angefahrten  Zahlen,  für  die  Abplattung  a  der 
BsssEL'sche  Werth  benutzt.    Einheit  ist  die  Bogensecunde. 


60° 
65 
70 
75 

76 
77 
78 
79 
80 

81 
82 
83 
84 
85 

86 
87 
88 
89 
90 


R 


a 


«..    - 


~jT  "« 


99.67 
123.18 
157.28 
212.12 

227.42 
244.90 
265.04 
288.51 
316.20 

349.33 
389.65 
439.67 
503.20 
586.16 

698.22 

856.02 

1090.00 

1460.00 

2094.10 


0.00 
0.00 

—  0.01 

—  0.03 

—  0.03 

—  0.03 

—  0.04 

—  0.03 

—  0.04 

—  0.05 

—  0.02 
+  0.02 
+  0.11 

+  0.34 

+  0.68 

—  1.42 

—  1.40 
+  4.60 

0.00 


0.01 
0.01 
0.03 
0.06 

0.07 
0.09 
0.11 
0.14 
0.18 

0.24 
0.32 
0.45 
0.64 
0.96 

1.50 
2.50 
4.46 
8.69 
18.80 


0.00 
0.01 
0.01 
0.03 

0.03 
0.04 
0.05 
0.06 
0.08 

0.10 
0.14. 
0.20 
0.28 
0.42 

0.67 
1.11 
1.98 
3.86 
8.36 


0.00 
0.00 
0.00 
0.00 

—  0.01 

—  0.01 

—  0.01 

—  0.01 

—  0.01 

—  0.01 

—  0.01 

—  0.02 

—  0.02 

—  0.02 

—  0.02 

—  0.02 
0.00 

+  0.06 
+  0.28 


0.00 
0.00 
0.00 
0.00 

0.00 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 

0.01 
0.01 
0.02 
0.02 
0.02 

0.03 
0.05 
0.08 
0.13 
0.23 


Die  angeführten  Zahlen  lassen  erkennen ,  dass  der  Einfluss 
der  Abplattung  erst  in  den  ganz  niedrigen  Höhen  in  Betracht 
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kommen  würde;  hier  allerdings  würde  er  bei  einer  scharfen  Re- 
daciion  von  Beobachtungen  nicht  zu  vernachlässigen  sein.  Ins- 
besondere käme  er  in  Frage ,  wenn ,  nach  dem  Vorschlage  von 
Herrn  Bau**,  der  Verlauf  der  mittleren  Befraction  bis  in  den 
Horizont  hinunter  mit  derjenigen  Genauigkeit  aus  den  Beobach- 
tungen abgeleitet  werden  sollte ,  die  zur  Berechnung  der  daraus 
folgenden  mittleren  Lufttemperaturen  erforderlich  ist. 
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Einzelpreis:  1  Mark. 


M.  Krause,  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen.  IV. 

Die  folgenden  Betrachtungen  schliessen  sich  auf  das  Engste 
an  diejenigen  Betrachtungen  an,  die  in  drei  Notizen  gleichen 
Titels1)  in  diesen  Berichten  veröffentlicht  worden  sind.  Sie 
haben  den  Zweck,  die  Anwendbarkeit  der  aufgestellten  Addi- 
tionstheoreme für  die  Transformationstheorie  der  hyperellip- 
tischen Functionen  erster  Ordnung  darzuthun.  Es  sollen  zuerst 
einige  Resultate  für  die  Transformation  vom  Grade  V  —  \  aufge- 
stellt werden,  dann  aber  soll  besonders  eingehend  der  Fall  n  =  5 
behandelt  werden.  Soweit  dem  Verfasser  bekannt,  sind  die 
Resultate  im  wesentlichen  neu  und  dürften  mit  Hülfe  anderer 
Methoden  nur  schwer  zu  erhalten  sein. 

§<• 

Aufstellung  von  Modnlarbeziehnngen  für  den  Transformationsgrad 

Wir  wollen  zunächst  einige  Modulargleichungen  in  irra- 
tionaler Form  für  den  Fall  entwickeln,  dass  der  Transformations- 
grad von  der  Form  V  —  \  ist.   Wir  nehmen  zunächst  n  =  3. 

Für  diesen  Fall  erhalten  wir  das  Additionstheorem: 

(<)  <6*,((«(V))  *,((«(«),  3*)) 

Hierbei  ist  gesetzt  worden: 

2  «4* }  =  3  (4°  +  4°)  -  (»r0  +  ar)  » 

t 

2 »W  =  «(*>  +  <*<.«>+  i£>  +  4*> ,     r  =  i,  *  , 

4)  Siehe  diese  Berichte  Sitzung  vom  6.  Februar,  8. Mai.  34.  Juli  dieses 
Jahres. 
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wobei  die  Grössen  ar  die  Werthe  0 ,  \  annehmen  können.  Die 
Grössen  g  leisten  den  Gongruenzen  Genüge : 

g^  =  0  mod  3  , 

Durch  Specialisirung  der  Argumente  ergeben  sich  Modul ar- 
gleichungen.   Setzen  wir : 

so  erhalten  wir  die  Relation: 

wobei  die  Summe  über  alle  ungeraden  Thetafunctionen  ausge- 
dehnt und  überdies  gesetzt  ist: 

Diese  Relation  ist  bekannt.  Sie  folgt  aus  den  Gleichungen,  die 
zuerst  von  Herrn  Koenigsbergeb  aufgestellt  worden  sind. 

Wir  nehmen  zweitens  an,  dass  n  =  7  sei. 

Dann  gilt  das  Additionstheorem : 

(3)  «e*,««*0,*))*.«»«.'*)) 

-^*.[tV(0,  Ut))  *»p£"V(0, 2r)) ' 

wobei  die  Beziehungen  stattfinden: 

2  ti#>  =  7  (v<*>  +  a^)  -  (t>«  +  a(;)  , 

2  toJO  =  i£>  +  a<4>  +  i£>  +  4f> , 

g(ri]  =  0  mod  7 ,     $>  =  7^mod  4  . 

Schon  diese  Gleichung  ergiebt,  wenn  die  Argumente  der  Null 
gleich  gesetzt  werden,  eine  Modulargleichung,  indessen  wollen 
wir  einfachere  Formen  ableiten.  Zunächst  wollen  wir  die 
Grössen  ar  auf  diejenigen  Combinationen  beschränken,  die 
wirklich  verschiedene  Charakteristiken  ergeben,  dann  tritt  links 
an  Stelle  von  46  der  Factor  4.  Vermehren  wir  ferner  die  Argu- 
mente v$]  und  vl*]  um  halbe  reelle  Perioden,  so  erhalten  wir: 
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**,.((«<,,,*))*M((»(,,,7*)) 

=2,(-  <f*  *.  [t]  ^(,)' 4  4  r)>  *•  [x]((M'(t' *2  T))  - 

4*,((t;)(0,  ,))*,<(««,  7,}) 

Durch  Addition  ergiebt  sich: 

(*)  [5]  [5]'  +  [<  2]  [< «]'  +  [34]  [34]'  +  [0]  [0]' 

wobei  nunmehr  ~-  und  gW  die  Zahlen  0  und  4  bedeuten  und 
gesetzt  ist: 

»a((^\  7*))  =  [«]'• 

Drei  ähnliche  Formeln  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Argumente 
v{f\  v{p  um  halbe  Vielfache  der  imaginären  Perioden  vermehren. 
Dieselben  lauten: 


[01][01]'-[02][02]'+[2][2]'-[4][1]' 

=£{-  1)",,',+a<'i,  *s  [ft0>]  <(u>(«>f  14r))  J.feW]  ((«,(•),  2r)) , 

[4]  [4]'  +  [03]  [03]'  -  [3]  [3]'  -  [04]  [04]' 
=  £>(_  1  )<'+«?*  »s [g(0]  ((«,(«),  <  4  t))  #s  [8«]  ((«,<»),  2  r))  , 

[23]  [23]'  —  [1 3]  [1 3]'  —  [24]  [24]'  +'  [14]  [14]' 

^(-«)^Hh^^,"^W«)1((^),«t))»1^')]((«««>,«*)). 


Versehen  wir  die  rechten  und  die  linken  Seiten  der  ersten  und 
zweiten  dieser  drei  Gleichungen  mit  dem  negativen  Zeichen  und 
addiren  alle  drei  Gleichungen  zu  Gleichung  (4)  und  setzen  sofort 
v{*]  =  v(*]  =  0,  so  ergiebt  sich  die  Modulargleichung: 

Math.-pbys   CImm  1893.  53 
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=  4  ($,((0,  U*))  *,((0,  8r))  +  *„((0,  Uij)  *M((0,  2t)))  , 

wobei  das  negative  Zeichen  auf  der  linken  Seite  für  die  Indices 
(M  ,  2,  4,  03 ,  das  positive  für  die  übrigen  geraden  Indices  zu 
nehmen  ist* wobei  ferner  gesetzt  ist: 

Die  gefundene  Modulargleichung  kann  auch  geschrieben  werden: 

.6)  *2  ±  *«  ■ ö« 

=  (K(*.  •  »t  +  *it  ■  &it)  (9,  •e.  +  e,,^ 
+  V(*.  •  »t  -  *„  •  *„)  (©.  •  ©„  -  ©„  •  0„)j  . 

Damit  haben  wir  eine  Modulargleichung  gefunden,  die  zu  der 
Transformation  7.  Grades  gehört.  Es  braucht  kaum  bemerkt  zu 
werden ,  dass  ausser  ihr  noch  eine  Reihe  weiterer  Gleichungen 
durch  andere  Specialisirungen  gefunden  werden  können.  Wir 
nehmen  nunmehr  den  allgemeinen  Fall,  dass  der  Transformations- 
grad n  die  Form  2r  —  1  hat. 

In  diesem  Falle  ergiebt  sich  das  Additionstheorem : 

(7)  16^((r(0,r))^((rO,nT)) 

wobei  die  Beziehungen  stattfinden : 


%tv?  =  t#'  +  a!»  +  vl*  +  a 


r   i 


r/<.°  =  0  mod  n  ,     $ '  =  n  g?  mod  V~ l . 

In  dieser  Formel  kommen  nur  die  Moduln  r,  nr,  2r""iT,  2r~*  «r 
vor.   Durch  Specialisirung  der  Argumente  ergiebt  sich  der 
Lehrsatz.    Wenn  der  Transformationsgrad  die  Form  hat : 

n  =  2r  -  \  , 

so  führt  das  Additionstheorem  (7)  das  Problem  Modulargleichungen 
zu  construiren  auf  den  Fall  zurück,  dass  der  Transformations- 
grad eine  Potenz  von  2  ist.  Der  letzte  Fall  kann  mit  Hülfe  eines 
einfachen  Algorithmus  gelöst  werden. 
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§2. 

Untersuchung  des  Falles  n  =  5.    Additionstheoreme  zwischen 
Prodncten  von  drei  und  vier  Factoren.'j 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Falle  n  =  5  über. 
Hier  bietet  sich  zunächst  ein  einfaches  Additionstheorem 
zwischen  Producten  von  drei  Factoren  dar.   Dasselbe  lautet: 

wobei  die  Zahlen  m  und  n  die  Werthe  annehmen : 

to,  =  1 ,     mt  =  2  ,     m,  =  5  ;      n,  =  2  ,    n„  =  4  ,    nt  =  20  , 

und  zwischen  den  Grossen  w  und  t>  die  Beziehungen  stattfinden  : 

%wp  =  t£>  +  4°  +  «W  +  4°  +  4*>  +  o<?> , 
«iü«*  =  3  4°  -f  v^  -  4°  +  3  «{.'>  +  4°  —  a(*>  , 

2  wj»>  =  5 4°  -  5  4*}  +  4J)  +  8  4°  -  5  arf)  +  «rJ)  • 
Die  Grössen  g  leisten  den  Gongruenzen  Genüge : 

gW  =  4°  +  tty  +  54°  mod  4  , 
,4*>  =  3  4°  +  2  4°  -  5  4°  mod  8  » 

gp  ==  54°  —  <04f)  +  5  4°  mod  40  . 
Aus  den  Gongruenzen  folgt : 

(3)  Q     '3) 

(2)  <#>  =  &-  mod  4  ,     4«>  =  Mü  mod  8  ,    $>  =  0  mod  5  . 

0  u 

Setzen  wir  in  diesem  Additionstheorem  die  Argumente  der 
Null  gleich,  so  erhalten  wir  schon  eine  Modulargleichung,  die  zu 
dem  Grade  n  =  5  gehört  und  zwar  in  irrationaler  Form.  Es  folgt 
das  unmittelbar  daraus,  dass  ausser  dem  Modul  r  und  5r  nur 
noch  die  Moduln  2r,  4 %  und  20 r  vorkommen.  Die  weiteren 
Betrachtungen  sind  in  Folge  dessen  mehr  formaler  Natur.  Sie 
sollen  lediglich  dazu  dienen,  einen  Theil  der  Irrationalitäten 
fortzuschaffen.    Dazu  setzen  wir  an  Stelle  von: 

4)  Ein  Theil  der  Betrachtungen  dieses  Paragraphen  hat  der  Mathe- 
matiker-Versammlung zu  Chicago  vorgelegen. 

53» 
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t/4*)        ,  iffi         resp.: 

so  andern  w{f]  und  u^]  sich  um  4 .     Unter  solchen  Umständen 
erhalten  wir: 

8'  •  *„<(»<«>,  *))  *,({,<»>,  8  r})  ^t((i<»),  5 r)) 

Genau  so  wird: 

2«  »„((M,  *))  *5 <(t/«>,  St))  9,t((vM,  5*)) 

-^(-^"J7*.[^]((»«,M), 

Wir  wollen  nun  setzen : 

(3)  /,,=*.((«(,).  «»JJS'V^0'*)) V^"' 8*))'  ?  =  ».  1 2, 34, 0 , 
dann  wird: 

(4)  2«  •  A  =211».  &<>)  ((w(«\ ««  *)) . 

wobei  die  Grössen  g(')  ganze  Zahlen  sind,  die  den  Gongruenzen 
Genüge  leisten : 

(5)  9^  =  ?r-moda,     gl?)  =  ^- mod  4  ,     g<?>=0mod5. 

Es  ist  hiermit  schon  ein  grosser  Theil  der  Irrationalitäten 
fortgeschafft,  da  die  Zahlen  g(*)  jetzt  ganze  Zahlen  sind,  während 

die  Zahlen  ~-  auch  halbe  ganze  Zahlen  sein  können. 
Wir  können  aber  noch  weiter  gehen. 
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Wir  setzen  an  Stelle  von : 

vr                >      vr 

resp.: 

«(0  _i_  T*r  .     ./•)    ,    T_ 

..   «(»)_ 

5r„. 

-r  2  4r  »        r      »       q     > 

so  ändert  sich  w^  um  2rjr.   Mithin  wird: 

*  •  A  -^  (-  *  f+^+^U  *>  m  0(*>,  n{  *)) , 
wobei  gesetzt  ist: 

(«}     A  =  *.,((t^8*))J^±^^^  , 

p4  =  01,  02,  2,  1  . 

In  dieser  Summe  ist  für  q{  =  02 ,  1  das  negative  Zeichen ,  für 
01,  2  das  positive  Zeichen  zu  wählen. 
Ganz  analog  wird,  wenn  wir  setzen: 

(7)  f,  =  &t((v(.*),  U))2±  ^((«(O,  t))  *fc((trf»>,  5*))  , 

^  =  4,03,3,04, 

für  Qt  =  3,  04  das  negative  Zeichen,  für  Qt  =  4 ,  03  das  positive 
Zeichen  gebrauchen: 

Endlich  erhalten  wir: 

wenn  gesetzt  ist: 

(8)  h  =  *«(»(,)>  2*))^±  ^3((ü(°'  ^))^3((v(,).  5*»  • 

^,  =  13,84,83,  14. 

In  dieser  Summe  ist  das  negative  Zeichen  für  qt  =  13,  84,  das 
positive  für  (?,  =  83,  14  zu  wählen.   Hieraus  folgt  dann: 

(9)  V[f<-U-h+  ü  =2'II  *.  [8U)]  ((«W,  »«  *))  » 

wobei  der  Strich  an  der  Summe  bedeutet,  dass  nur  über  die- 
jenigen a  zu  summiren  ist,  für  welche : 
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a(0  +  a«  +  aW      und: 

a(0  +  a(*)  +  aW 

ungerade  Zahlen  sind. 

Damit  sind  wir  am  Ziel.  Setzen  wir  die  Argumente  der 
Null  gleich,  so  erhalten  wir  links,  vom  Factor  4  abgesehen: 

^((0,  %*))  (»s  •  0,  +  *„  •  ©„  +  »u  •  ©,.  +  *.  •  ®.) 

-  *„((0,  2t))  (*,  •  0O  +  &t  ■  ©,)  -  &t((0,  a*))(*4-©1+*M.©„) 

+  ^M((O,2r))(*M.0M  +  *14-0M), 
wobei  wir  gesetzt  haben: 

V(° ' T»  =  ^  > 

V(0,5*))  =  ®<>  • 

Auf  der  rechten  Seite  tritt  jedes  Glied  4  6  mal  auf.  Vom  Factor  46 
abgesehen  erhalten  wir  dann  fünf  Glieder,  die  den  fünf  Com- 
binationen  der  Grössen  g  entsprechen: 

8',"  =  0.  g?'  =  0,  gl««    0,  9»>-=0,  fl*  =  0,  8?'=    0, 

8',"  =  <.  C  =  3,  9is,=    5,  8i"  =  <»  8?*  =  3 ,  g»>*    5, 

C  =  *,  9i"  =  3.  8',"=   5,  8i4,  =  <>  8?'  =  <,  9?'  =  «» 

8'."  =  <>  8;*'  =  1.  8',5)=15,  8^  =  1,  8?»  =  <,  8?'  =  <5, 

g«>«=4,  «?'■=*.  S'.3'  =  15,  8«"  =  1,  8?'  =  3.  9iJ)=   &  • 

Es  ist  nicht  nöthig,  die  entsprechenden  Thetaproducte  wirklich 
hinzuschreiben. 

Diese  soeben  gefundene  Modulargleichung  ist  das  natur- 
gemässe  Analogon  zu  der  Modulargleichung  der  elliptischen 
Functionen : 

*,(0,  t)  *,(0,  2t)  *,(0,  5t)  +  #0(0,  r)  #,(0,  2t)  .7,(0,  5t) 

-  #,'<>,  T)*t(0,  2r)  ^(0,  5t)  =  2#0(0,  2t)#0(0,  4t)#0(0,  20t)  . 

Um  weitere  Modulargleichungen  zu  erhalten,  betrachten  wir  ein 
Additionstheorem  zwischen  Producten  von  je  vier  Factoren. 
Dasselbe  lautet: 

(10)        8«  JTd.CrM,  mtr))  =  SJia.p^wCO,  »,,))  , 

mA  =  \  ,     m%  =  2  ,     ms  =  5  ,       m4  =  \  0  , 
n,  =  2  ,      Ht  =  4  ,     ?ij  =  1 0  ,      h4  =  20  . 
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Zwischen  den  Grössen  v  und  to  bestehen  die  Beziehungen : 

2i^"=  t><!'  +  v?  +  v{?+  a<J>  +  a(*> -f  a<?> , 
«w«'=  %if  —  t>«>  —  vp  +  laP—  a{?>  —  <#>  , 
2  «>•?>  =  54"  —  vP  +  v? +  &(*<»—  «<?' +  «<?>, 
Sto^  =  —  5  4»  +  2v'rs)  +  vJJ'  —  5  a}»»  +  2a<?»  +  a?'  . 

Die  Grössen  g  leisten  den  Congruenzen  Genüge: 

gM  =  4°  -f  2  4°  +  5  4*)  mod  4  » 

<#>  =  a4«>  - 2  4J)  -  * °  4° mod  8 » 

^  =  54°  —  5  4°  +  1 0  sp  mod  20  , 
?(«)  =  _  i 04»)  +  i  0  4J)  +  1 0  4°  mod  40  . 

Aus  den  Congruenzen  folgt: 

^^OmodS,     jW  =  0mod5,    ^  ==  0  mod  1 0  , 

^=-«£>  +  ^)mod4,     ^  =  ^)_^m0d4. 

Es  gilt  hier  nun  dieselbe  Bemerkung,  wie  bei  dem  vorigen 
Additionstheorem.  Setzen  wir  die  Argumente  gleich  Null,  so 
erhalten  wir  schon  jetzt  eine  Modulargleichung  in  irrationaler 
Form.  Die  weiteren  Betrachtungen  sind  also  mehr  formaler 
Natur  und  dienen  lediglich  dazu,  einen  Theil  der  Irrationalitäten 
fortzuschaffen. 

Wir  wollen  dazu  von  vorneherein  die  folgenden  Bezeich- 
nungen einführen: 

(     '        fy(«M,  6*))«  [*](«>,     *p((^10r))  =  M(O. 
Setzen  wir  nun  an  Stelle  von : 

v[{\     v[*> ,     i;W   resp.: 

so  tritt  an  Stelle  von  w^ :  w[i]  +  2  . 
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Mithin  erhalten  wir: 

w:««](')i5](-):irwi5:w-^(_«.*,«,,i7*i[^](l0co,vl). 

Genau  so  erhalten  wir  die  beiden  Gleichungen : 

16-34](0L5j(Or34fO[5](0=2r.'-</i',/Zr*.[^-)](:«tn«<0. 

«6*[0](0[5](0[0](')[5](')=^-<5,+^,/7^[^](>^),n^;.). 
Mithin  erhalten  wir  durch  Addition : 

wobei  die  Grössen  <^)'  sich  dadurch  von  den  Grössen  g^  unter- 
scheiden, dass: 

$*=  0  mod  2 
ist,  wobei  ferner  gesetzt  ist: 

1     '  9>1=[5;(,)[5]CO+[<8](O[48](»)+[34j(O[34](«>-H0]CO[0]<»). 
Wir  setzen  jetzt  an  Stelle  von : 

i^€)         ,     «<«>         ,     r<*>     resp.: 

,(0+i)     v(0_i(     ^0»t> 
so  ändert  sich  rj,1)  um  2.   Mithin  erhalten  wir: 

li6)  /;=;*»](ih«]<4)9,  . 

Genau  so  wird: 

2'  •/;  =^(-  l/"/7*.[^]  <(«#>,  „f  •})  , 
wenn  gesetzt  wird: 

/•J=L34](0[34](09j, 
1     ;  r/>,=  i34[(O[5(s)+[0](,)[12](O+[5]O)[34]W+[12](,)[0]W, 
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Endlich  wird : 

wobei  gesetzt  ist: 

^  '  9t=  [0](«)[5](')+  [84]0> [1 «](»)+  [< 2]0) [34]<»>+ [5](0[0]W. 
Durch  Addition  erhalten  wir: 

wobei  nunmehr  die  Gongruenzen  stattfinden : 

g»>  =  OiDoda,  ^.'s-aSJ'  +  B^inodJ,  5|=9^-f  mod2. 

Es  nehmen  die  Grössen  9  daher  die  Werthe  an : 

g«)==0,  9i!»  =  0,  9<?>  =  0,  9JJ'  =  0, 

g<!>  =  0,  fltJ'  =  2,  flSJ'  =  0,  9^  =  10, 

g<!>  =  <  ,  aP—O,  8?>  =  5,  gt?'  =  <0, 

9<!>  =  1  ,  flS?'  =  2,  g?>  =  5,  #>  =  <>, 

so  dass  nur  noch  46  Gombinationen  der  Grössen  g  möglich  sind. 
Setzen  wir  die  Argumente  gleich  Null,  so  erhalten  wir  schon 
eine  recht  elegante  Modulargleichung,  wobei  zu  bemerken  ist, 
dass  auf  der  rechten  wie  auf  der  linken  Seite  nur  noch  die  ge- 
wöhnlichen sechszehn  Thetafunctionen  mit  den  Argumenten  Null 
und  den  vorschiedenen  Moduln  stehen  geblieben  sind.  Immerhin 
wird  die  Zahl  der  Glieder  auf  der  rechten  Seite  noch  eine  grosse. 
Wir  wollen  versuchen,  einfachere  Formen  zu  erhalten. 
Wir  fahren  dazu  die  folgenden  Bezeichnungen  ein : 

9>5=[0<](l)[01f)-[0SI](|)[02p+  [2](M[srp_  [1]<4>[4]<3>, 
9>6  =  [02](M[01f)+[01]^[02](3)+  [1]«)[2](»)+  [3]«>[*f>, 
9>i=  [2]<!>[04](3>-  [«ptoa^+tO^^pJ»)  — [OSJ'J^J»), 
9>*=    [*](I)[<M]W+  [2f)[02](3)+[02]O)[2f)+[01](*)[4p). 

Mit  Hülfe  dieser  Grössen  definiren  wir  acht  neue  Grössen  durch 
die  Gleichungen : 
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Setzen  wir  nun  an  Stelle  von: 

4°  ,     v{*>  ,     t£>         resp.: 

so  tritt  an  Stelle  von: 

wp  ,     w1?  ,     wj?'         resp.: 

w'r"  +  4  vir  ,     u??-1  +  8rir ,     u'J?'  —  *0rir  . 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir: 

«vA+/;+/-,+^=2,(-<)<,+<,+"<,,'^*.[fl(f)](^(0'"^)- 

Wir  setzen  ferner  an  Stelle  von : 

t#'  ,     t«r"  ,     i'r3'        resp.: 

80  erhalten  wir  ähnlich: 

Mithin  ergiebt  sich  durch  Sublraction : 


8  8 


In  dieser  Formel  ist  die  Zahl  der  Glieder  auf  der  rechten 
Seite  schon  bedeutend  verringert  —  wir  können  aber  noch  be- 
deutend weiter  gehen. 


Zur  Transformation  der  Thetafonctionbn.  IV.  817 

Dazu  führen  wir  die  folgenden  Bezeichnungen^ein: 

<p,=[23]'"[23]i;»—  [13]"»  [43]'"—  [24]<"[24]<3>+[14]'"[U]»>, 

.  ?,„=  [4  3]">[23]'»+  [23]'"  [<  3]«»-  [4  4]«' [24]»»-  [24]'"  [4  4]"', 

1     '  pH=  [24]'"  [23]'"-  [4 4]«»[4  3]"»+  [23]"»  [24]"»  —  [1 3J"  [1 4f , 

(pit=  [44]'"  [23]ls4-[24]">[43]"»+[43]<"[24]<»+[23]<,'[44],". 

Mit  Hülfe  dieser  Grössen  definiren  wir  eine  Reihe  weiterer 
Functionen  durch : 

/■„  =  [5]'*'  [23f » <jp9 ,  ft  =  [23)*'  [5]'«  <pt , 

-A.  =  W[13]>„,         -/?.  =  [<  3]»  [«]>„, 

-  Ai  =  [34]« [«4](>„  ,  -  A\  =  [24]'« ' [34]<>4I  , 

,23)    a, = cor  [1 4]«>„ ,        ru = [<  *r [or>„  • 
1  J    n= [oi  rw«?,,        /r=[*r[oi](>,, 

-  /?.  =  [<>2r  [03]<>l0 ,         -  ft  =  [03]«»  [02]<>, , , 

-  ru  =  WW«  '/>„ ,  -  AT = [3]»  [2](>u  , 
/"it  =  [4  f»  [04]<>41 ,  f['i  =  [04]<»>[<  J>„  . 

Setzen  wir  dann  an  Stelle  von : 

v{ri}  ,     v{?  ,     v?  resp.: 

f,(«)    .    *n        .,(3)   .    o  5rn        ...(4)  _  o  *  0rn 
vr   T  "g-  »      lr  ~TÖ ~%~ >       *V  —  ° "~g —  > 

so  erhalten  wir: 

L    9  9  J 

Endlich  setzen  wir  an  Stelle  von : 

v^  ,     vW  ?     vk)       resp.: 


4°+^.  ^+^,  43)+ 


5ryi 

2  "  ' 


so  erhalten  wir: 
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2{J,»/T-J,»/,i  =^*,-ir*.[8wJ<M'),  v)> , 

L    9  9  J 

£f=  (_  t)«P+ 42)+«i3)+ «il}+ «}3)((__  4)«^  _  (-  l)«i2)). 
Durch  Subtraction  erhalten  wir  die  Summenformel: 

:«4)  2«  [sr.+sf.'-sf,'- sf^se. nj.tf«*]««*«), »«*)), 

Es  ist  dieses  die  Schlussgleichung,  die  wir  erhalten  wollten. 
Setzen  wir  in  ihr  die  Argumente  gleich  Null,  so  erhalten  wir  eine 
Modulargleichung,  die  das  naturgem&sse  Analogon  zu  der  Modular- 
gleichung  der  elliptischen  Functionen  ist: 

fax  (vk  -  vi)  =  -fax  (vi;  -  vq  . 

Um  ihre  Symmetrie  möglichst  klar  hervortreten  zu  lassen. 

IT" 

setzen  wir  an  Stelle  von  r:  —  links  und  rechts.    Führen  wir 

2 

dann  die  Bezeichnungen  ein: 

A  =  $,<(0,  t))*m({0,  5t))  +  #„((0,t))#,((0,  5t)) 

-  &<  ((0,  *)) *„  ((0, 5  r))  -  &„  ((0,  *))  ^((0, 5 *))  , 
(25)      ^,  =  »,  ((0,  r))  *,  ((0, 5  r))  +  &,  <{0,  *))*,  ((0, 5  r)) 

-  *, , ((0,  *))  *M  ((0, 5  r))  -  9»  <(0,  t))  *lt  ((0, 5  *)) , 
Ä  =  *,((0IT))^u((0(5T))  +  *M((0,r))*a((0(5T)), 

so  wird : 

(»)[»„((o,i))»„((o,V))  +  *,((«.f))»,.((o,¥))]^ 

[*..((*  i))M(*  ¥))  +  »-((«■  i))M(*-t))]' 

=  4[*,((0,  8*))*,<(0,  40»))  +  $„({0,  2r))  *u((0,  40t))1  ^ 
+  4[^14((0,  a*))*,((0, 40t))  +  #0((0,  8r))*„((0,  40t))]  Ä. 

§3. 

Der  Fall  n  =  5.    Additionstheoreme  zwischen  Preducten  von  sechs 

und  acht  Factoren. 

Wir  wollen  nun  weitere  Modulargleichungen  ableiten,  indem 
wir  Additionstheoreme  zwischen  Producten  von  sechs  und  acht 


+ 
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Factoren  aufstellen.  Dieselben  haben  den  grossen  Vorzug ,  dass 
auf  den  linken  Seiten  nur  die  Moduln  %  und  5r  vorkommen, 
dagegen  freilich  ist  auf  der  rechten  Seite  die  Zahl  der  Glieder 
um  so  grösser  —  wie  es  in  der  Natur  der  Sache  begründet  ist. 
Wir  wollen  bei  diesen  Additionstheoremen  kürzer  verfahren, 
wie  bei  den  vorigen  und  zwar  um  umfangreiche  Formeln  zu 
vermeiden.  Im  Princip  bleiben  die  Betrachtungen  genau  so  ein- 
fach wie  die  früheren. 

Das  Additionstheorem  nun,  welches  zunächst  ins  Auge  ge- 
fasst  werden  soll,  lautet: 

mA  =  mt  =  m3  =  m4  =  \  ,    w5  =  w6  =  5  , 
n4  =  ;?,  =  2  ,     n3  =  n4  =  4  ,     n5  =  n6  =  20  . 

Zwischen  den  Grössen  v  und  w  bestehen  die  Beziehungen : 

%w{p  =  v<?>  +  v$>  +  v\y  +  vf  +  a™  +  «<?>  +  a<?>  +  a<?>  , 
StoJ?*  =  v{rl)  +  i^  —  t'(r4)  +  <°  +  a{!>  +  «<?>  —  a(r4)  +  a}?1  , 
8ioJ»>  ==  3t#>  +  t/r3'  +  t;<4)  —  v?  +  3a<?>  +  a^8)  +  ap>  —  a^5)  , 
2 toS?)  =  3 i#>  +  vi?>  —  i#>  —  t#>  +  3<#>  +  oj?»  —  a<?>  —  a<.6) , 
2u?(r5)  =  5  t#>  —  5üJ?»  —  544)  +  v(r5)  +  5a<?>  —  5aJ?>  —  5aj!>  +  a^ 
2  w<r6>  =  5  !;<!>  —  5vS?>  +  5t;(r4)  +  t#>  +  5a^  —  5a(f3)  +  5a^  +  aj?> . 

Die  Grössen  g  leisten  den  Congruenzen  Genüge : 


9r 

o<4 


=  3*J?>  + 


t(3) 


*s?>  — 


äJ?>  +  5*J?>  mod4  , 
44>  +  5ä|6>  mod4  , 
*i4)  —  5s^mod8  , 
W  —  5s<?>mod8  , 


gP  =  5s<?>  —  öäJ.3)  —  544)  +  bs&  mod  40  , 
#(r6)  =  54!>  —  5s<3)  +  5s(r4)  +  5s(^  mod  40  . 

Aus  diesen  Congruenzen  folgen  die  weiteren : 

2»(rl)  +  3 Sw  +  $>  =  0  mod  8  ,      8  j«  +  9gto  +  #>  =  mod  8  , 

(2)  <ft>  =  gW  =  0  mod  5  , 
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»«=->  mod4,  9<r«>=-^mod4,  yW+^g   (yr^rfmod8. 

Setzen  wir  die  Argumente  gleich  Null,  so  erhalten  wir  eine 
Modulargleichung ,  die  aber  noch  eine  grössere  Reihe  von  Irra- 
tionalitäten enthalt.  Um  einfachere  Formen  zu  erhalten,  stellen 
wir  die  folgenden  Betrachtungen  an.  Wir  setzen  der  Einfachheit 
halber : 

*«<(i>t.*))=M(,)i     5=4,2,3,4, 
*a <(*.  >  » *})  =  [«](6) ,     *«((*.  .**)>  =  W(6>- 

Die  soeben  eingeführten  Symbole  sind  dann  von  den  im  vorigen 
Paragraphen  eingeführten  verschieden.  Wir  setzen  nun  an  Stelle 
von: 

v[l)         ,    t,(4ß)        resp.: 

l'(4°  +  i.        «W-t, 

so  gehen  t/>(44)  und  w(4ö)  resp.  über  in  u>(44)  +  4  und  iof]  +  I .  Mit- 
erhalten wir: 

46  [4  8]0>[5] (4)  [5]W  L5](4)  [Bl«[4  2]W 

^(-«)*(ä,!'+f>)^.[f](Mo,,.;). 

Ganz  analog  ergeben  sich  die  beiden  Formeln  : 

4»  [34] (0  [B]W  [B]M  [B]W  [5]  W  [34](6> 


-^(-  <) 


1       5,/7*.[^]««>(fW)). 


^^t-1) 


4,  [0](O[5](»)  [5](5>  [5]W  [5](*> :  0](«) 

Durch  Addition  erhalten  wir  die  Formel: 

(3)  *5  •/•,  =211»*  [*?-]  ((«<«>,  ««*})  . 

wobei  der  Werth  von  /*4  nicht  hingeschrieben  zu  werden  braucht, 
wobei  ferner  die  Grössen  j(')'  denselben  Congruenzen  Genüge 
leisten,  wie  die  Grössen  </(*),  daneben  aber  noch  den  weiteren : 
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(4)  9W'+^  =  0mod8. 

Wir  setzen  jetzt  an  Stelle  von: 

v&         ,      v[*)     resp. : 

so  tritt  an  Stelle  von  w[^  und  i^5)  resp.  w[^  +  \  und  w^  +  1 . 
Auf  der  linken  Seite  tritt  dann  an  Stelle  von : 

[5](f)  und  [B]W    resp.: 

[42]Wund[42]5  . 

Wir  wollen  die  auf  diesem  Wege  aus  fK  entstehende  Function 
durch  /*,  bezeichnen,  dann  erhalten  wir  das  Resultat: 

ilw+W)      r,(0,. 

Wir  setzen  ferner  an  Stelle  von: 

[5]W  und  [B]W   resp.: 
[34]C»)  und  [34]W  , 

so  möge  fA  in  f2  übergehen.    Für  diese  Function  fz  ergiebt  sich 
dann  der  Ausdruck : 


Endlich  setzen  wir  an  Stelle  von : 

[5](«)  und  [5]W    resp.: 
[0]W  und  [0](5>  , 

so  möge  fK  in  fx  übergehen.    Es  leistet  dann  /*4  der  Gleichung 
Genüge: 

*'■/■. -^M)  a  ;i7».[v-]((^,««T)). 

Durch  Addition  erhalten  wir: 
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wobei  F,  gesetzt  ist : 

(6)  F,  =  /■«+/■,+/■,+ /•* 

und  die  Grössen  gW"  den  Congruenzen  Genüge  leisten: 

»r=-^^d4,   ^r=-^-mod4, 

9r-  T^r    =  0  mod  2  . 
5 

Wir  setzen  jetzt  an  Stelle  von : 

v1?  ,     t>jS)  ,     t>(,4)  ,     v45)    resp.: 

t'i4)  +  i,     C  +  i,     C  +  i,     <  +  l, 

so  geht  u>(4!),  iü43),  w43),  resp.  über  in  u>(44)  +  4,  wi3)  +  4,  w15)  —  4 
Auf  der  linken  Seite  denken  wir  uns  dann  an  Stelle  von: 

[5p,  [«](*),  [34p\  [0]W 
für  s  =  2,  3,  4,  5  resp.  gesetzt: 

[42](5>,  [5]Wf  [0]W,  [34](*>. 
Es  möge  dann  t\  in  F4  übergehen  und  wir  erhalten: 

Wir  denken  uns  ferner  in  F{  an  Stelle  von : 

[5]«,  [42f>,  [34] W,  [0]W 
für  $  =  2,  3,  4,  S  resp.  gesetzt: 

[34]«,  [Of,  [5]W,  [<2]<*> 
und  nehmen  an,  dass  Ft  übergehe  in  F,.    Dann  wird: 

*4  •  ^  =^(-< )  /7  #8[V  J  ((">«>, »«*)>  • 
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Endlich  denken  wir  uns  in  F,  an  Stelle  von: 

[5]W,  [4S]<*>,  [3i]<«>,   [OF 
für  s  =  2,  3,  4,  5  resp.  gesetzt: 

[0]W,   [34]W,  [42]<*>,  [5p, 
dann  gehe  F,  über  in  Ft  nnd  wir  erhalten: 

g(t),.+g(0»      g"(»)+g(j)»      gf?)"+flr<|>" 

Durch  Addition  ergiebt  sich: 

(8)  t'.Ä-Jn^KW»^)), 

wobei  gesetzt  ist: 

(»)■  84  =  ^  +  ^,  +  ^  +  ^ 

und  die  Grössen  g  den  Congruenzen  Genüge  leisten : 

a(5)  a(6) 

8<!>  =  -^mod2,     a»)  =  -  t- moiH  , 

*     '  a(6)  a(6> 

g»)  =  _  8p  mod  4  ,     gj?)  =  —  fc  mod  4  . 

Setzen  wir  in  dieser  Formel  die  Argumente  gleich  Null,  so  er- 
halten wir  schon  eine  bedeutend  einfachere  Modulargleichung, 
als  die  ursprüngliche  war ,  da  ein  grosser  Theil  der  Irrationali- 
täten fortgefallen  ist.  Wir  wollen  aber  noch  einfachere  Formen 
ableiten,  wollen  uns  hierbei  aber  noch  kürzer  fassen. 
Wir  setzen  erstens  an  Stelle  von : 

vM  ,    vp  ,     v{J}  ,     v™    resp.: 

«o>  4-  hr      vw  -j-  hr     V{A)  —  ^      t>(6)  -4-  ^^ 

r  2    '  2    '  2    '  2 

so  geht  tüj?}  über  in  tt^-f-  2r4r.  Nehmen  wir  an,  dass  bei  dieser 
Substitution  g,  von  dem  bekannten  Exponentialfactor  abgesehen 
in  g,  übergehe,  so  erhalten  wir  die  Formel : 

4»  •  «,  -  J(-  <)^!)+«(?)+«<5)+«(?)  n^^w,  ((t0<*>,  n<T)) . 

Zweitens  setzen  wir  an  Stelle  von: 

Mmth.-phys.  Claase.  1893.  54 
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if  ,     t><!>  ,     v?  ,     tf    resp.: 

so  geht  tu*?*  über  in  w{f)  +  2r,r.  Nehmen  wir  an,  dass  g,  von 
dem  bekannten  Kxponentialfactor  abgesehen  übergehe  in  f$s,  so 
wird: 

Endlich  setzen  wir  an  Stelle  von : 

!#>  ,  t>|?>  ,  vfi  ,  t#>  resp.: 

vr    •  g         '     r  2  r  2         '     r    *^  2         ' 

dann  geht  w{?]  über  in  w<?}  +  2  (rir  +  rir).  Nehmen  wir  an, 
dass  $t  von  dem  bekannten  Exponentialfactor  abgesehen  über- 
gehe in  g4,  so  erhalten  wir  die  Formel  : 

4*   g«  =  2  E  •  7T^  [fl(0]  ((*,(*),  n,  *))  , 

Unter  solchen  Umstanden  erhalten  wir  aus  den  letzten  vier 
Formeln  die  Relation ; 

(14)  »'1/  =  ?^,  to«)  ((wt«>,  «,*))  , 

wobei  gesetzt  ist: 

(«*)  8,' =  8. -8,- 8,+ 8. 

und  der  Strich  an  der  Summe  bedeutet,  dass  nur  über  diejenigen 
a  zu  summiren  ist,  für  welche : 

a(*)  +  aW  +  a(4)+a(e)7      r  =  4,2 

ungerade  Zahlen  sind. 

Setzen  wir  in  dieser  Formel  die  Argumente  gleich  Null,  so 
ist  wiederum  eine  Reihe  von  Irrationalitäten  fortgefallen.  Wir 
können  nun  schliesslich  noch  die  folgenden  Betrachtungen  an- 
stellen. 

Wir  setzen  an  Stelle  von : 

t#}  ,    v™  ,     vp  ,     t#>    resp: 

t£}  +  5f.     <3)+^r.     r<«>+^,     «Jf>+55£, 
so  geht  wp  über  in  w^  +  2t, r  . 
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Nehmen  wir  an,  dass  bei  dieser  Substitution  g4'  von  dem 
bekannten  Exponentialfactor  abgesehen  übergehe  in  $,',  so  wird: 

4'.^=r/-4)^+^+B(«)+"<',iI*s[fl«]((«,('),„fr)). 

Wir  setzen  zweitens  an  Stelle  von : 

vf]  ,     vJP  ,    vf]  ,    v^    resp. : 

so  geht  wfi  über  in  w^  +  2rir  . 

Nehmen  wir  an,  dass  f$4'  bei  dieser  Substitution  von  dem 
bekannten  Exponentialfactor  abgesehen  übergehe  in  83',  so  wird : 

4«.8i  =  r  (-  4)"(|'+"l',+o,i,+"(')JI^[9(0]  <(„<«),  „,,)) . 
Endlich  setzen  wir  an  Stelle  von : 

v|?}  ,  v(,8)  ,  t^J*  ,  i?^     resp.: 

t,«,_j_Eir+ilrr  r«.+!ii+I«:)  „jp+üu+Lr,  t,«)+5Iir+iir  . 

Nehmen  wir  an,  dass  gf  bei  dieser  Substitution  von  dem 
bekannten  Exponentialfactor  abgesehen  übergehe  in  g4' ,  so  wird : 

4» . «; = r .  £4 .  n#B  [g«>]  ((*,«>,  n,%)) , 

/?  =  (_  4)  «(J}+«lf +«(?)+«(*)+«(J)+ «(i)+«(f>+«(i)  ^ 

Aus  den  letzten  vier  Formeln  ergiebt  sich  dann  die  gesuchte 
Schlussformel: 

(«)        4  (8;-8i-8,'+8i)  =  2"II*t  [g(«lj ((to»f  ner))  , 

wo  nunmehr  der  doppelte  Strich  auf  der  rechten  Seite  bedeutet, 
dass  auf  der  rechten  Seite  nur  über  diejenigen  a  zu  summiren 
ist,  für  welche  sowohl : 

als  auch: 

öW+öW+a<4)  +  a(6) 

ungerade  sind. 

Setzen  wir  jetzt  die  Argumente  gleich  Null,  so  erhalten  wir 
eine  elegante  Modulargleichung.  Die  Zahl  der  Glieder  auf  der 
linken  Seite  ist  eine  grosse,  dafür  kommen  aber  auf  derselben 

54* 
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nur  die  Moduln  rund  5r  vor,  d.  h.  es  sind  links  keine  Irrationa- 
litäten mehr  enthalten.  Auf  der  rechten  Seite  kommen  zwar 
noch  Irrationalitäten  vor,  indessen  ist  die  Zahl  der  Glieder  eine 
kleine.  Von  dem  wirklichen  Hinschreiben  derselben  kann  fttglich 
abgesehen  werden. 

Endlich  wollen  wir  noch  ein  Additionstheorem  zwischen 
Producten  von  acht  Factoren  kurz  berühren. 

Dasselbe  lautet : 

mi  =  mf  =  mt  =  m4  =  4  ,     mB  =  w6  =  niT  =  m,  ^  ö  , 
ni  =  ni  =  2>    »»  =  »4  =  4i     nB  =  n6=40,     n7  =  ng  =  20. 
Die  Grössen  u>  und  g  sind  aus  dem  Schema  bestimmt: 

0       4       4       4       4       0       0       0 


4 

0       4 

—4 

0 

4 

0 

0 

0 

2  —4 

—4 

0 

0 

—4 

—4 

2 

0  —4 

4 

0 

0 

4 

—4 

5 

0       0 

0 

0 

—4 

—4 

4 

0 

5       0 

0 

—4 

0 

4 

4 

0 

0  —5 

—5 

2 

0 

4 

4 

0 

0  —5 

5 

0 

2 

—4 

4 

Die  Congruenzen  für  die  Grössen  g  können  durch  die  fol- 
genden ersetzt  werden,  die  nicht  alle  von  einander  unabhängig 
sind : 

Sgy  +  ZgM-gM-gy-f-f.  =  0  med  8  , 

(45)  oo 

««#>  -  *£>-$  +  <£> - 9f  +  9f  =  0  mod  8 , 

—  9r  ~r9r 5-  +  -|p  +  -5 jf  =  °  mod  8  > 
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Durch  Substitution  halber  reeller  Perioden  kann  es  nun  ähn- 
lich wie  früher  dahin  gebracht  werden,  dass  die  Grössen  g  auf 
der  rechten  Seite  alle  gerade  Zahlen  sind.  Damit  ist  die  Zahl  der 
Irrationalitäten  auf  der  rechten  Seite  bedeutend  verkleinert.  Die 
Substitutionen  sind : 


I. 

«?> +  * . 

«?'+*, 

v i4)  +  i , 

•?l+t, 

IL 

v^  +  i, 

«?'  +  *, 

»<«>  -  * , 

«w  + 1 , 

III. 

<+i, 

»?>+*, 

•?»-*, 

t><«>  -  4 , 

IV. 

<-*, 

«?>  +  *, 

<-*> 

<>-!, 

und  die  mit  ihnen  zusammenhängenden  acht  weiteren.  Bei  den- 
selben tritt  resp. 

I.  an  Stelle  von  w[{) :  w[{)  +  2  , 
IL  an  Stelle  von  tu\f) :  «??>  +  2  , 

III.  an  Stelle  von  w™,  w? :  w™  +  2  ,     w[4)  +  2  , 

IV.  an  Stelle  von  w<3),  u><4)  :  w<3)  +  2  ,     w?  —  2  . 

Endlich  kann  die  Zahl  der  Irrationalitäten  noch  weiter  be- 
deutend verringert  werden,  wenn  wir  die  Substitutionen  an- 
wenden: 

V.  „Jrt+Sf,  «j?»+8.^f  t,<"+3.5-|ir,  ^-3.5-Jr, 
VI.  #+**,  ^+3.^r,  «jr»-8.5jr,  «jf-s-ÜJir, 


VIII.  t><!>+^,  t£>+5jE,  «Ü»-^ ,    fl?,+  ^, 

nebst  den  acht  weiteren  mit  ihnen  zusammenhängenden. 
Damit  sind  wir  auch  hier  am  Ziel. 


G.  Schofförs,  Verallgemeinerung  der  Grundlagen  der  gewöhn- 
lich complexen  Functionen.  (Erste  Abhandlung.)  Vorgelegt  v. 
d.  o.  M.  Sophüs  Lie. 

In  zwei  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  vorge- 
legten Noten1)  hatte  ich  in  knappester  Form  eine  Verallge- 
meinerung der  Grundlagen  der  Theorie  der  Functionen  gewöhn- 
licher complexer  Grossen  skizzirt.  Gegenwartig  beabsichtige  ich, 
diese  Betrachtungen  ausführlicher  und  mit  den  damals  nur  an- 
gedeuteten oder  auch  ganz  unterdrückten  Beweisen  zu  ent- 
wickeln. 

In  dieser  ersten  Abhandlung  gehe  ich  noch  nicht  ein  auf 
die  Beziehungen,  in  denen  diese  Untersuchungen  zu  gewissen 
allgemeinen  Theorien  stehen.  Ich  beschränke  mich  vielmehr 
auf  die  Herstellung  der  Grundlagen  zur  Verallgemeinerung  der 
Functionentheorie.  In  einer  zweiten  Abhandlung  aber,  in  der 
ich  Anwendungen  vorführen  werde,  sollen  die  hierzu  in  enger 
Beziehung  stehenden  gruppentheoretischen  Gesichtspunkte  eine 
eingehende  Behandlung  erfahren. 

Als  Ausgangspunkt  dient  der  Begriff  eines  allgemeinen 
complexen  Zahlensystems,  dessen  wenigstens  oberflächliche 
Kenntnis  ich  beim  Leser  voraussetzen  muss2).  Zunächst  mache 
ich  nur  die  geringsten  Voraussetzungen  in  betreff  eines  solchen 
Systems.   Von  der  Multiplication  verlange  ich  nur,  dass  sie  im 


4 )  Sur  la  gänäralisation  des  fonctiöns  aoaly tiques,  sowie :  Theoremes 
relatifs  aux  fonctions  a na ly tiques  ä  n  dimensions.  Comptes  Reodus  T.  44  6 
(4893),  S.  44  4  4  bez.  4242. 

2)  Zur  Orientirung  über  den  Begriff  des  Zahlensystems  verweise  ich 
auf  §4  meiner  Abhandlung:  Zurückführung  complexer  Zahlensysteme  auf 
typische  Formen,  Math.  Ann.  Bd.  89  (4  894),  S.  293. 
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allgemeinen  umkehrbar  sowie  dass  sie  mit  der  Addition  distributiv 
verknüpft  sei.  Letzteres  kommt  darauf  hinaus,  dass  die  allge- 
meine Zahl  des  Systems  linear  aus  einer  Anzahl  Einheiten  ei...en 
ableitbar  und  die  Multiplication  definirt  ist,  sobald  man  die  Pfo- 
ducte  dieser  Einheiten  kennt. 

Im  Laufe  der  Untersuchung  werden  wir  zu  weiteren  Be- 
schränkungen geführt.  Die  Forderung  der  Differenzierbarkeit 
der  zu  betrachtenden  Functionen  führt  zum  commutativen,  als- 
dann die  der  Integrirbarkeit  zum  associativen  Gesetz  der  Mul- 
tiplication. Es  ist  interessant  zu  sehen,  dass  diese  beiden  Gesetze 
mit  Notwendigkeit  aus  den  Forderungen  hervorgehen,  die  man 
zur  Ermöglichung  einer  Verallgemeinerung  der  Functionen- 
theorie  zu  stellen  hat. 

Differentialquotienten. 

Wie  in  der  Einleitung  bemerkt  wurde,  gehen  wir  zunächst 
von  einem  Zahlensystem  (ei . . .  en)  aus,  in  dem  wir  für  die  Mul- 
tiplication als  wesentlich  ausser  ihrer  Umkehrbarkeit  nur  das 
Gesetz  der  Distribution  voraussetzen,  durch  das  die  Multiplication 
an  die  Addition  geknüpft  ist.  Alsdann  ist  jedes  Product  völlig 
definirt,  sobald  die  Producte  der  n  Einheiten  als  Zahlen  des 
Systemes  gegeben  werden.   Setzen  wir  daher  etwa : 

n 

(4)  e{ek  =23  yiks es     (i,  k  =  *,  2  . . . n) . 

1 

Die  Confanten  yiJcs  seien  irgendwie  gewählte  gewöhnlich  coni-        /As 
plexe  Grössen.    Durch  ihre  Wahl  ist  das  Zahlensystem  völlig       / 
definirt.   Die  allgemeine  Productregel  für  zwei  Zahlen 

n  n 

i  i 

lautet  nämlich  dann  infolge  des  Gesetzes  der  Distribution: 

l...n 

Wir  wollen,  wie  gesagt,  noch  voraussetzen,  dass  die  Umkehrung 
der  Multiplication  im  aligemeinen  ausführbar  sei,  was  darauf 
hinauskommt,  dass  die  beiden  Determinanten 
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^x  = 

M 

1 

n 

2$  Yiks  *k 
l 

nicht  identisch  Null  sein  sollen. 
Es  seien  nun 

analytische  Functionen  von  xi...xn  wenigstens  in  der  Umgebung 
eines  Werthsystems  (x* ...  xfy,  und  zwar  Functionen  im  gewöhn- 
lich complexen  Zahlengebiet.  Betrachten  wir  dann  den  Ausdruck 

Für  jedes  Werthsystem  (x{  . .. xn)  in  der  Umgebung  der  Stelle 
(ajj  . . .  .x^)  stellt  er  eine  gewisse  Zahl  unseres  Zahlensystems  dar, 
ebenso  wie 

x  ==  ac4  e,  +  a^e,  H h  a^e* 

selbst.  Es  ist  also  f  eine  mit  x  veränderliche  Zahl  des  Systems. 
Solange  man  keine  weiteren  Einschränkungen  macht,  hat  diese 
Abhängigkeit  kein  besonderes  Interesse :  Sie  ist  nur  eine  andere 
Ausdrucksweise  für  die  Abhängigkeit  der  n  Functionen  fK...f^ 
von  den  n  gewöhnlich  complexen  Veränderlichen  xi . . .  xn. 

Wir  wollen  aber,  wie  es  Caüghy  fttr  die  gewöhnlich  com- 
plexen Functionen  gethan  hat,  insbesondere  untersuchen,  wann 
dieser  Ausdruck  f  einen  von  dxi  . . .  dxn  unabhängigen  Diffe- 
rentialquotienten nach  x  besitzt.  Es  muss  dies  genauer  erörtert 
werden : 

Aendert  sich  die  Zahl  x  des  Systems  um 

dx  =  dxi  ei  +  dxt  et  +  •  •  •  +  dxnen  , 

wobei  dx{ ,  dx%  . . .  dxn  gewöhnlich  complexe  unendlich  kleine 
Zahlen  vorstellen,  so  ändern  sich  auch  fA  •  •  •  fn,  da  allgemein  xk 
um  dxt  wächst.   Es  ändert  sich  also  auch  f  und  zwar  um 


(«) 


*f=2^dx*ei- 


•,* 


bxk 


Es  sind  df  und  dx  unendlich  kleine  Zahlen  des  Zahlensystems 
(e4  . . .  en).  Bilden  wir  ihren  Quotienten,  so  stehen  uns  zwei 
Wege  offen.  Denn  die  Division  ist  ja  die  Umkehrung  der  Mut 
tiplication  und  hat,  da  letztere  das  commutative  Gesetz  ab  =  bp 
im  Allgemeinen  nicht  erfüllen  wird,  zweierlei  Sinn.   Wenn  wir 
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die  beiden  Quotienten  mit  f  und  'f  bezeichnen,  so  haben  wir  sie 
zu  definiren  durch  die  beiden  Forderungen : 

(3)  df  =  f-dx,      df=dx-'f. 

Es  fragt  sich  also ,  ob  bezw.  unter  welchen  besonderen  Voraus- 
setzungen diesen  Forderungen  durch  zwei  von  dxi ,  dxt . . .  dxn 
völlig  unabhängige  Zahlen  f  und  'f  des  Systems  genügt  werden 
kann.  Diese  Zahlen  werden  wir,  wenn  sie  existiren,  die  beiden 
Differentialquotienten  von  f  nach  x  nennen.  Sie  werden  sich, 
wenn  sie  existiren,  ebenso  wie  /'selbst  mit  x  ändern.  Ja,  wir 
wollen  noch  mehr  verlangen:  Wir  wünschen,  dass  insbesondere 
solche  Ausdrücke  f  vorhanden  seien}  dass  sie  Differentialquotienten 
f  und  'f  besitzen,  die,  wenn  x  alle  Werthe  in  der  Umgebung  der 

Stelle  x\ei  + [-  x%en  durchläuft,  ebenfalls  alle  Werthe  in 

der  Umgebung  gewisser  Stellen  im  Zahlensystem  durchlaufen.  Diese 
Stellen  seien  im  Folgenden  mit  u°  =  u\  eK  +  •  •  •  +  u^  en  und 

v°  =  v\ei  H \-^>nen  bezeichnet.    Es  sollen  also  w°  und  u0 

die  Werthe  von  f  und  f  für  x  =  x°  sein. 

Um  unsere  Forderungen  von  den  unendlich  kleinen  Grössen 
zu  befreien,  wollen  wir  eine  unendlich  kleine  gewöhnlich  com- 
plexe  Zahl  dt  einführen  und 

(*)  ^  =  y<     (*  =  1,2...n) 

setzen.  yi . . .  yn  sind  dann  als  ganz  beliebige  gewöhnlich  com- 
plexe  Veränderliche  aufzufassen,  die  von  xK . . .  xn  völlig  unab- 
hängig sind.  Die  fraglichen  Differentialquotienten  f  und  'f  müs- 
sen nach  (3)  die  Relation  erfüllen 

f  .  dx  =  dx  *'f  , 

die  sich  nach  (4)  auch  so  schreiben  lässt: 

(»)  r-y  =  y'f, 

wenn  unter  y  natürlich  y4e4H \~Vnen  verstanden  wird.   Diese 

Gleichung  (5)  ist  von  unendlich  kleinen  Grössen  ganz  frei,  und 
y  ist  dann  völlig  willkürlich.  Die  fragliche  Grösse  f  soll,  wie 
gesagt  wurde,  alle  Werthe  u  in  der  Umgebung  von  u°  und  '/ 
alle  Werthe  v  in  der  Umgebung  von  v°  annehmen  können. 

Die  Gleichung  (5)  lehrt  also: 

Das  Zahlensystem  muss  so  beschaffen  sein,  dass  zu  jeder 


832  G.  SOHBPFEftS, 

Zahl  u  des  Systems  innerhalb  der  Umgebung  einer  gewissen 
Zahl  w°  eine  zweite  Zahl  v  des  Systems  innerhalb  der  Umgebung 
einer  gewissen  Zahl  v°  existirt,  dass  stets 

uy  =  yv 

ist,  wie  auch  die  Zahl  y  des  Systems  gewählt  sein  mag.  Dasselbe 
muss  umgekehrt  gelten,  deutlicher  ausgedrückt:  wir  hätten  auch 
von  einer  beliebigen  Zahl  v  in  der  Umgebung  von  v°  anstatt  von 
u  ausgehen  können. 

Wir  behaupten,  dass,  wenn  diese  Forderungen  erfüllt  sind, 
sie  auch  dann  erfüllt  sind,  wenn  u  (oder  v)  nicht  nur  in  der  Um- 
gebung von  u°  (oder  t?°),  sondern  irgendwie  im  Zahlensystem 
gewählt  wird.  Wäre  nämlich  die  soeben  formulirte  Forderung 
erfüllt  und  wäre  U  eine  beliebige  Zahl  des  Systems,  so  läge  die 
Zahl 

sobald  X  als  hinreichend  grosse  positive  Zahl  gewählt  wird,  in 
der  Umgebung  von  u°.  Zu  ihr  existirte  also  eine  Zahl  v,  sodass 
für  alle  Werthe  von  y 

uy  =  yv 

wäre.    Setzt  man  dann  noch 

V=  A(v  —  i>°) 
oder  also 

t>  =  y  V+V*, 

so  Hesse  sich  uy  =  yv  auch  so  schreiben : 

\uy  +  u«y=^-yV  +  yv*  . 

Es  wäre  aber  insbesondere  auch 

u«y  =  yv9  , 
sodass  käme : 

Uy  =  yV. 

Hierin  aber  ist  U  ganz  beliebig,  d.  h.  nicht  an  die  Umgebung 
von  u°  gebunden. 

Wir  haben  somit  zu  fordern,  sobald  die  Existenz  von  Diffe- 
rentialquotienten überhaupt  denkbar  sein  soll: 
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Es  muss  zu  jeder  Zahl  u  des  Systems  eine  Zahl  v  und  um- 
gekehrt zu  jeder  Zahl  v  des  Systems  eine  Zahl  u  vorhanden  sein, 
derart  dass  stets 

(6)  uy  =  yv 

ist,  wie  auch  die  Zahl  y  des  Systems  gewählt  sei. 

Durch  diese  Forderung  wird  der  bisher  noch  ganz  will- 
kürlichen und  nur  dem  distributiven  Gesetze  unterworfene 
Multiplication  im  System  eine  Bedingung  auferlegt.  Es  ist  dies 
Gesetz  (6)  weder  das  commutative  noch  das  associative.  Am 
meisten  ähnelt  es  dem  commutativen,  es  verlangt  aber  nicht  so- 
viel wie  dieses.  Man  konnte  es  als  eine  Hälfte  des  commutativen 
Gesetzes  uy  =  yu  bezeichnen,  das  ja  durch  die  beiden  Formeln 
uy  =  yv  >  v=zu  ausdrückbar  ist. 

Wenn  umgekehrt  das  Gesetz  (6)  erfüllt  ist,  so  giebt  es  auch 
Ausdrücke  fs/^  e4  +  •  •  •  +  /*wen,  die  Differentialquotienten  f 
und  'f  nach  x  besitzen,  welche  von  der  Form  des  Incremen tes 
von  x  völlig  unabhängig  sind  und  in  der  Umgebung  gewisser 
Zahlen  völlig  variiren,  während  x  variirt.  Um  dies  zu  zeigen, 
bedarf  es  nur  eines  Beispiels :  Wir  stellen  einen  Ausdruck  /'  her, 
indem  wir  x  mit  sich  selbst  multiplicieren : 

l...n 

f  =  xx  =  ^yiksXiXkes  . 


Hier  ist 


1...H 


df=^yik$[xi  •  dxk  +  xk-  dx$es  . 


Dies  kann  offenbar  so  geschrieben  werden : 
(7)  df  =  x    dx  +  dx  •  x  . 

Nach  (6)  giebt  es  nun  eine  Zahl  £  im  System,  sodass  für  jedes  y: 

(8)  §y  =  yx 

ist,  ebenso  eine  Zahl  rj}  sodass  stets 

(9)  xy  =  yrj 

ist,  und  zwar  durchlaufen  £  und  rj  das  ganze  Zahlensystem,  wenn 
es  von  x  völlig  durchlaufen  wird. 
Setzen  wir  nun 

/"  =  *  +  £,     'f^x  +  y, 
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so  ist : 

f  .  dx  =  x  •  dx  +  f  •  dx  ,    dx  •  Y=  c/as  •  sc  +  dx  •  17 . 

Nach  (8)  und  (9)  ist  aber,  wenn  wir  darin  statt  des  ganz  beliebigen 
y  insbesondere  dx  setzen: 

f  •  dx  =  dx  -  x  ,    X*  dx  =  dx  •  17 , 

sodass  kommt: 

ff . dx  =  x  -  dx  -{-  dx •  x y    dx* 'f=  dx •  x  +  ac •  rfx  . 

Beide  Werte  stimmen  mit  obigem  Werte  (7)  von  df  tiberein. 
Also  sind  x+ £  und  a?+ 17  in  der  Tbat  die  Differentialquotienten 
von  xx  oder  a?'  nach  x. 

Satz  1 :  Ein  Zahlensystem  (e{ ...  en),  in  dem  die  Multiplication 
nur  dem  distributiven  Gesetz  unterworfen  ist  und  die  Division  im 
allgemeinen  bestimmt  definirt  ist,  lässt  dann  und  nur  dann  Functionen 
fifai"-  xn)  e{  +  ^'  +  fn{x{  •••  xn)en  zu  mit  solchen  Differential- 
quotienten  nach  x,  die  von  der  Art  des  Incrementes  von  x  unab- 
hängig sind,  sobald  zu  jeder  Zahl  u  des  Systems  eine  Zahl  v  und 
umgekehrt  zu  jeder  Zahl  v  des  Systems  eine  Zahl  u  so  zugeordnet 
werden  kann,  dass  stets 

uy  =  yv 

ist,  wie  auch  die  Zahl  y  des  Systems  gewählt  sein  mag. 

Wir  nennen  diese  Functionen  f  alsdann  analytische  Functionen 
vonx-^H \-xnen. 

§«• 
Folgerungen  ans  der  Existenz  des  Moduls. 

Bisher  haben  wir  nur  vorausgesetzt,  die  Multiplication  sef 
distributiv  mit  der  Addition  verknüpft  und  die  Determinanten 
Jx  und  JJ  seien  nicht  identisch  Null.  Letztere  Voraussetzung 
ist  deshalb  nttthig ,  weil  sonst  die  Division  entweder  unausführ- 
bar oder  aber  unendlich  vieldeutig  wird. 

Sobald  man  auch  das  Bestehen  des  associativen  Gesetzes 
für  die  Multiplication  voraussetzt,  folgt  bekanntlich  *)  aus  ^^=0 


\)  Vgl.  meine  Note:  Zur  Theorie  der  aus  n  Haupteinheiten  gebildeten 
complexen  Grössen,  diese  Berichte  4889,  S.  293. 
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und  dx'  M=  0  >  dass  im  System  ein  Modul  €  vorhanden  ist,  d.  h. 
eine  Zahl,  für  die  stets 

xe  =  ex  =  x 

ist.  Dies  folgt  aber  nicht,  sobald  die  Association,  wie  hier,  nicht 
von  vornherein  angenommen  wird.  Aber  aus  der  Existenz  des 
Moduls  folgt  ohne  Mühe  umgekehrt,  dass  Jx  und  Jx'  nicht  iden- 
tisch Null  sein  können. 

Es  ist  also  eine  besondere  Annahme,  die  ausdrücklich  zu 
machen  ist,  wenn  wir  von  jetzt  ab  voraussetzen,  unser  Zahlen- 
system enthalte  einen  Modul  e.  Man  sieht  dann  leicht  ein ,  dass 
es  nur  einen  enthalten  kann. 

Wenn  nun  dass  in  Satz  1  ausgesprochene  Gesetz  besteht: 

uy  =  yv, 

und  zwar  wie  dort  für  alle  y ,  so  muss  es  auch  für  y  =  e  ins- 
besondere gelten.  Dies  giebt  aber  u  =  v.  Also  lautet  dann  das 
Gesetz: 

uy  =  yu, 

d.  h.  das  Zahlensystem  ist  commutatw.  Es  ist  also,  anders  aus- 
gedrückt, allgemein: 

Yiks  ==  Ykis  • 

Satz  2:  Ein  Zahlensystem  (e4 .. .  en),  in  dem  die  Multiplication 
nur  dem  distributiven  Gesetz  unterworfen  ist  und  das  überdies 
einen  Modul  besitzt,  lässt  dann  und  nur  dann  Functionen 
fk  (xi . . .  xn)  eK  +  •  •  •  +  fn  (xi . . .  xn)  en  zu  mit  solchen  Differential- 
quotienten nach  x,  die  von  der  Art  des  Incr erneutes  von  x  unab- 
hängig sind,  sobald  die  Multiplication  auch  commutativ  ist. 

Die  Formel  (5)  lehrt,  dass  dann 

ist,  also  die  Function  nur  einen  Differentialquotienten  hat. 

Um  zu  weiteren  Ergebnissen  zu  gelangen,  sei  an  einige 
Formeln  erinnert:  Aus 

xe  =  ex  =  x 
folgt,  wenn 

«  =  «« *4  +  €*e%  H h  enen 

gesetzt  wird,  nach  ({')  sofort: 

n  n 
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Hierin  bedeutet  eaß  die  Zahl  4  oder  0,  je  nachdem  a  =  ß  oder 
a  4=  ß  ist.   Wir  werden  diese  Formeln  öfters  benutzen. 
Angenommen,  es  sei 

f=fAe{  -\ \-f*en 

eine  analytische  Function  und 

r=f{'eK  +  ■••+/;'  en 

ihr  Differentialquotient.  Die  Accente  sind  dabei  nur  symbolisch 
zu  verstehen,  nicht  als  gewöhnliche  Differentiationszeichen.    Es 

ist  dann 

df=f'.dx 
oder: 

(" )  2^-dx*es  =2fi  d X><  ei ek 

9,  Je  *  l\  Je 

oder  nach  (1): 

Hierin  müssen  die  Coefficienten  von  dxkes  rechts  und  links  über- 
einstimmen.   Es  kommt  somit: 

Hieraus  können  wir  Bedingungen  ableiten ,  die  nur  die  /",  nicht 
die  f  enthalten.  Multipliciren  wir  nämlich  mit  e^  und  summiren 
wir  dann  über  k,  so  kommt  nach  (10): 

oder  auch : 

i    oxj 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  (13)  ein,  so  folgt: 

Dies  sind  n*  partielle  Differentialgleichungen  für  die  n  Functionen 
f\  .../w  innerhalb  des  gewöhnlich  complexen  Zahlengebietes. 
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Steilen  wir  uns  vor,  es  seien  n  Functionen  fi(xi  ...#„)  ... 
fn{oci  ...a?n)  von  x{ .  ...t„  im  gewöhnlich  complexen  Zahlengebiet 
vorgelegt,  die  den  Bedingungen  (4  5)  genügen.  Wir  können  dann 
durch (4 4) die n Functionen fK' [xk . . . xn) ...fn' (x{... xn)  definiren. 
Man  sieht  alsdann  leicht  ein,  dass  sie  den  Relationen  (43)  ge- 
nügen. Denn  setzen  wir  sie  in  (4  3)  ein ,  so  ergiebt  sich  genau 
(45).  Daraus  folgt  dann  rückwärts  die  Formel  (42),  ebenso  (14), 
sodass  sich  ergiebt .  dass  f{  e{  +  •  •  •  +  fn  en  eine  analytische 
Function  mit  dem  Differentialquotienten  fi'ei  + r-fn^n  ist. 

Satz  3 :  Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür ,  dass  in  dem  Zahlensystem  (ei . . .  en) ,  dessen  Multiplication 
nur  dem  distributiven  und  commutativen  Gesetze  folgt  und  einen 
Modul  e  =  ei  ek  +  •  •  •  +  «*«*  besitzt,  die  Function  f^fi  [x{ . . .  xn) 
+  • '  •  +  fn  {&i  •  •  •  #»)  ?n  analytisch  sei,  sind  diese : 

Alsdann  ist  der  Differentialquotient  f  durch  die  Formeln 
(44)  definirt.  Es  lässt  sich  leicht  zeigen ,  dass  auch  f  eine  ana- 
lytische Function  sein  wird.  Denn  aus  (4  3)  folgt  durch  Differen- 
tiation nach  Xj : 

,  *'('     ^'yiksir-    (*,y,«  =  4,2...n). 

0Xk  bXj      ^    'iKS  bXj       x  1J  '  ' 

Aber  wegen  der  Integrabilitätsbedingung 

bxfc  bXj        bXj  bXfc 
folgt  ferner: 

l  j       i  * 

Multipliciren  wir  mit  ej,  und  summiren  wir  dann  über,/,  so 
kommt  nach  (4  0) : 

Diese  Formel  zeigt,  dass  /*/  .../*«'  ebenfalls  den  Bedingungen  (4  5) 
für  analytische  Functionen  genügen. 
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Satz  4 :  Der  Differentialquotient  einer  analytischen  Function 
ist  wieder  eine  analytische  Function. 

Wir  können  daher  auch  vom  zweiten,  dritten  u.  s.  w. 
Differentialquotienten  sprechen. 

Die  Gleichungen  (4  3)  würden,  wenn  /*/  .../*„'  gegeben  waren, 
fi.-fn  bis  auf  additive  Gonstanten  bestimmen.   Also  folgt: 

Satz  5 :  Haben  zwei  analytische  Functionen  denselben  Diffe- 
rentialquotienten y  so  ist  ihre  Differenz  eine  conslante  Zahl  des 
Zahlensystems. 

§3- 
Integrale. 

Wir  legen  uns  nunmehr  eine  wichtige  Frage  vor,  die  uns 
zu  einer  weiteren  Einschränkung  des  Zahlensystems  veranlassen 
wird : 

Nehmen  wir  an,  es  sei 

f'=fi'ei  +  ...+fn'en 

eine  gegebene  analytische  Function,  d.  h.  sie  erfülle  die  Be- 
dingungen (47),  so  können  wir  uns  fragen,  ob  es  eine  analytische 
Function 

f  =  fi^-\ \-fnen 

giebt,  deren  Differentialquotient  f  ist. 

Zunächst  betrachten  wir  ein  schon  früher  benutztes  Beispiel, 
indem  wir  setzen: 

also 

fs  ==^Yiksxixk  • 

Dass  f  eine  analytische  Function  ist,  haben  wir  schon  in  §  4  ge- 
sehen.  Setzen  wir  die  Werthe  der/*'  in  (43)  ein,  so  kommt: 

%    /•  1...H 

sodass 
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wird  Wegen  der  Commutativit&t  ist  eber  y^sssy^..  Also 
kommt: 

Die  linke  Seite  bleibt  ungeändert,  wenn  k  mit  /  vertauscht  wird. 
Dasselbe  muss  mit  der  rechten  der  Fall  sein.  Hieraus  folgen  die 
Bedingungen : 

n  n 

(* 8)  2  ft**  yju  =2  Yiu  Yjki  • 

I  1 

Diese  Bedingungen  (4  8)  sind  also  nothwendig.  Aber  sie  sind 
auch  hinreichend  dafür,  dass  n  Functionen  /*4  .../"n  existiren,  die 
durch  (4  3)  mit  /*/ . . .  fn'  verknüpft  sind,  sobald  /*/ . . .  fn'  die  Be- 
dingungen (47)  erfüllen,  welche  aussagen,  dass  /*f'e*H \~fne% 

eine  analytische  Function  ist.  In  der  That,  die  Integrabilitäts- 
bedingungen  des  Systems  (43),  aufgefasst  als  Differentialglei- 
chungen für /*f  .../*„,  haben  wir  oben  in  der  Form  (46)  erhalten. 
Diese  Gleichungen  (46)  sind  aber  nunmehr  eine  Folge  von  (47). 
Denn  wenn  wir  (47)  zunächst,  indem  wir  die  Indices  anders 
wählen,  so  schreiben : 

alsdann  mit  y#8  multipliciren  und  über  i  summiren,  so  kommt: 

1...»  v  /»    r  n  %  pt 

Ganz  ebenso  hätten  wir  erhalten  können,  wie  durch  Vertauschung 
von  k  mit  j  hervorgeht: 

Nach  (4  8)  aber  ist : 


n 


2*  ?**?&  =2  y#  ?«w  • 
i  i 

Folglich  stimmen  die  linken  Seiten  der  beiden  letzten  Relationen 
überein,  daher  auch  die  rechten,  d.  h.  es  bestehen  die  Relationen 
(46)  als  Folge  von  (47). 

Matta.-ptajs.  CIum  1893.  55 
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Noth wendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  also,  dass 
jede  analytische  Function  f  Differential quotient  einer  analy- 
tischen Function  wird,  ist  das  Bestehen  der  Relationen  (4  8). 

Diese  Relationen  (4  8)  haben  eine  einfache  Bedeutung.  Wenn 
nämlich  verlangt  wird,  dass  im  Zahlensystem  das  associative 
Gesetz  der  Multiplication  bestehe: 

[xy)%  =  x{y%) , 

so  ftthrt  dies  bekanntlich ')  zu  den  Relationen : 


n 


die  sich  auf  (48)  reduciren,  da  wegen  der  Commutativit&t  ypt- 
durch  yjn  und  y#s  durch  yils  ersetzt  werden  darf.  Umgekehrt 
folgt  aus  (48)  und  der  Gommutativit&t  auch  die  Associativität  der 
Multiplication. 

Wir  heben  hervor,  dass  wir,  sobald  die  Relationen  (48)  be- 
stehen ,  die  unsymmetrischen  .Bedingungsgleichungen ,  die  wir 
unter  (4  5)  für  analytische  Functionen  erhielten,  analog  (4  6)  in  der 
symmetrischeren  Weise  schreiben  dürfen: 

Wir  fassen  die  letzten  Ergebnisse  so  zusammen : 
Satz  6 :  Jede  analytische  Function  ist  der  Differentialquotient 
einer  analytischen  Function  dann  und  nur  dann,  wenn  im  Zahlen- 
system, das  einen  Modul  besitzt,  ausser  dem  distributiven  und  dem 
commutativen  auch  das  associative  Gesetz  der  Multiplication  er- 
füllt ist. 

Die  analytische  Function  f,  deren  Differentialquotient  eine 
gegebene  analytische  Function  f  ist,  nennen  wir  ein  Integral 
von  f.  Nach  Satz  5  unterscheiden  sich  die  Integrale  einer 
Function  nur  um  constante  Zahlen  des  Systems.  Ist  f  eine  ana- 
lytische Function  von  x  im  System,  so  bezeichnen  wir  sie  künftig 

symbolisch  mit  f{x).     Ebenso  soll  jf(x)dx  eine  analytische 

Function  f(x)  vorstellen,  deren  Differentialquotient  f  (x)  ist. 


4)  Vgl.  die  in  der  zweiten  Fassnote  genannte  Abhandlung. 
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In  allem  Folgenden  wollen  wir  nun  voraussetzen,  class  in 
dem  zu  Grunde  gelegten  Zahlensystem  ein  Modul  existiere,  sowie 
das  distributative,  commutative  und  associative  Gesetz  der  Multi- 
plication  erfüllt  sei.  Diese  Voraussetzung  sprechen  wir  hier  ein 
für  alle  Mal  aus. 


Einige  Hfilfssätze. 

Um  spätere  Ergebnisse  glatt  ableiten  zu  können ,  schicken 
wir  einige  Hülfss&tze  in  diesem  Paragraphen  voraus. 

Satz  7:  Sind  u  und  v  analytische  Functionen  von  x,  so  ist 
auch  das  Product  w  s=x  uv  eine  solche. 

Denn  sind  u',  v'  die  Differentialquotienten  von  w,  vt  so  ist: 

dw  ssudv  +  vdu} 

du  =  u'dx,    dv  =  v'dx , 
daher 

dw  =  (uv  +  vu')  dx  , 

also  uv'  +  vu'  der  Differentialquotient  von  w.  Der  Beweis  ist 
also  genau  so  wie  in  der  elementaren  Differentialrechnung.  Es 
liegt  dies  darin,  dass  im  System  alle  gewöhnlichen  Rechengesetze 
erfüllt  sind.  Wir  sprechen  noch  einen  zweiten  Satz  aus ,  der 
sich  ganz  analog  darthun  lässt: 

Satz  8:  Sind  u,  v  analytische  Functionen  von  x,  so  ist  auch 

ihr  Quotient  —  eine  solche. 

Aus  Satz  7  folgt,  dass  x*7  also  auch  a*,  x4 ...  allgemein  x* 
eine  analytische  Function  von  x  ist.  Dies  werden  wir  nachher 
benutzen. 

Satz  9:  Bleibt  die  analytische  Function  f(x)  ungeändert, 
wenn  man  x  durch  qx  ersetzt,  welche  gewöhnlich  complexe  Zahl 
auch  q  sein  mag,  so  ist  f[x)  constant. 

Bedenken  wir  nämlich,  dass  f(x)^fiel  + 1-  fnen  die 

Relationen  (4  9)  erfüllt,  und  multipliciren  wir  diese  mit  xk ,  worauf 
wir  über  k  summiren,  so  kommt  zunächst 

55* 
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Es  ist  aber 

da  /*|  . . .  fn  sich  nicht  ändern ,  wenn  xi  . . .  xn  mit  q  multiplicirt 
werden.    Also  bleibt: 

Die  linke  Seite  hierin  ist  der  Goefficient  von  es  im  Produot  von 
x  mit 

Da  dies  Product  Null  ist,  während  x  eine  allgemeine  Zahl  des 
Systems  bedeutet,  so  muss  der  zuletzt  geschriebene  Ausdruck 
auch  Null  sein.   Es  ist  also  jedes 

OXj 

Die  Functionen  f{  .../*»  sind  mithin  in  der  That  Constanten. 
Legen  wir  uns  nun  einen  Ausdruck  von  der  Form  vor : 

u  =  uiei  H h  Mnßn  » 

dessen  Goefficienten  a4 . . .  un  homogene  Functionen  rttn  Grades 
von  xK...xn  im  gewöhnlich  complexen  Zahlengebiete  vorstellen 
sollen,  so  wollen  wir  uns  fragen,  unter  welchen  Bedingungen  u 
eine  analytische  Function  von  x  ist.  Wäre  u  eine  analytische 
Function  von  a?,  so  wäre  nach  Satz  8  auch 

u 
af 

eine  solche.    Da  die  Goefficienten  von  xr  homogene  ganze  Func- 

u 
tionen  rUn  Grades  von  xx...xn  sind,  so  ändert  sich  — ^  nicht, 

wenn  man  darin  x{...xn  durch  Qxi...Qxn  ersetzt,  unter  q 
eine  gewöhnlich  complexe  Zahl  verstanden.   Nach  Satz  9  wäre 

u 
also  —  eine  constante  Zahl  a  des  Systems,  d.  h.  u  hätte  die  Form 

u  =  aof . 
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Dies  aber  ist  in  der  That  eine  analytische  Function  von  x.  Wir 
haben  also  gefanden : 

Satz  10:  Ist  ein  Ausdruck 

t*  =  ufe1  +  ...  +  uflefl, 

in  dem  uA . . .  un  homogene  Functionen  rt4n  Grades  von  x{ . . .  xn 
im  gewöhnlich  complexen  Zahlengebiet  bedeuten,  eine  analytische 
Function  von  x  =  xt  eK  +  ••  •  +  xnen ,  so  ist  er  das  Product  aus 
einer  constanten  Zahl  a  =  alei  +  •  •  •  +anendes  Systems  mit  der 
rttn  Potenz  von  x: 

u  =  axr . 

Zu  späteren  Convergenzbetrachtungen  bedürfen  wir  noch 
des  folgenden  Satzes: 

Satz  11 :  Sind  die  absoluten  Beträge  der  Coefficienten  x{ ...  xn 
einer  Zahl  x  des  Systems  sämmtlich  kleiner  als  d  und  sind  die 
Doppelsummen  der  absoluten  Beträge  |yttÄ|  der  y^t 

2?\Yiks\     (*=«,S-..n) 

kleiner  als  p,  so  sind  die  absoluten  Beträge  aller  Coefficienten  von 
xr  kleiner  als  jur~*  d*". 

Natürlich  soll  hierbei  r  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten. 

Der  Beweis  ist  sehr  einfach :  Bezeichnen  wir  die  Coefficienten 
von  xr  mit  x[r) . . .  af£i 

xr  =  x&e{-{ \-xtfen, 

so  ist 

l...n 

xr+K  =  xrx  =2  yiks  x\r)  xke8 , 
also  der  Goefficient: 

Ist  nun  der  absolute  Betrag  aller  xK . . .  xn  kleiner  als  d}  d.  h. : 
und  ferner 

|«ir,|<«r,       \4™)\<*r+i      (*-«,«•••»), 
so  folgt: 
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*r+i<]£\riks\*rö- 

i,k 

Ist  jeder  absolute  Betrag: 

l...n 

J£ltt**l<p» 

so  ist  also 

Aus  dieser  Recursionsformel  ergiebt  siel»  ohne"  Weiteres : 

er<fir-i3r. 

§5. 
Roikenentwiekelnnge*. 

Wir  haben  zu  Anfang  unserer  Untersuchungen  voraus- 
gesetzt, dass  in  den  zu  betrachtenden  Functionen  f^fiei-\ 

+  fnen  die  n  gewöhnlich  complexen  Functionen  /"t  ...fn  ana- 
lytische Functionen  von  x{  ...xn  seien.  Es  leuchtet  sofort  ein, 
dass  es  genügt  hätte,  vorauszusetzen,  dass/*4  .,./*„  innerhalb  eines 
gewissen  Gebietes  stetige  Functionen  von  xK...xn  seien  ebenso 
wie  ihre  ersten  Ableitungen.  Die  Frage,  ob  letztere  Voraussetzung 
allein  genügt,  um  zu  folgern,  dass  fk  ...fn  sich  in  Reihen  ent- 
wickeln lassen,  verdient  zwar  besondere  Erwägung,  soll  aber  in 
dieser  Abhandlung  noch  nicht  besprochen  werden.  Hier  wollen 
wir  nur  noch  zeigen,  dass  die  Function  f= fiei  +  •••+/%nen 
sich  in  eine  Reihe  entwickeln  lässt,  sobald  f{-*.fn  analytische 
Functionen  von#4...a?w  sind,  die  den  Bedingungsgleichungen 
(49)  genügen.  Mit  diesem  Nachweis  wird  dann  zugleich  der 
Name  »analytische«  Function  für  f  gerechtfertigt  werden.  • 

Zunächst  bemerken  wir:  Eine  Reibe  von  Zahlen  unseres 
Systems  wird  summirt,  indem  man  die  Goefficienten  von  e{  für 
sich,  die  von  et  für  sich  u.  s.  w.  summirt.  Daher  ist  eine  unend- 
liche Reihe 

a(o)  _j.  a(o  -j-  a(*)  H , 

in  der  allgemein 

ist,  unbedingt  convergent  dann  und  nur  dann,  wenn  einzeln 
alle  n  Reihen  von  gewöhnlich  complexen  Zahlen 
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a;o)  +  aJl)  +  o(*)+..-  , 


aJJ)  +  aJ{)  +  flJj)  +  ... 

unbedingt  convergiren. 

Nach  dieser  Vorbemerkung  machen  wir  von  der  Voraus- 
setzung Gebrauch,  dass  f{..-fn  analytische  Functionen  der  ge- 
wöhnlich complexen  Veränderlichen  xk . . .  xn  in  der  Umgebung 
einer  Stelle  (x\...x\^  sind.  Danach  können  wir  sie  darstellen  in 
Form  unendlicher  Reihen  nach  ganzen  Potenzen  von  xK  —  x\, .  . 
xn—x*n,  die  in  der  Umgebung  der  Stelle  (x\ ...  a?°)  unbedingt 
convergiren: 

(20)  /i  =  ai9  +  aiK  +  ah  +  -•     (i  =  4,8...  n) , 

sodass  also  allgemein  air  homogen  und  ganz  vom  rUn  Grade  in 
den  n  Differenzen  xA—x% ...  xn — a£  ist.   Wir  haben  dann 


u 


(21)     /-S^/i«,  =Jg4 «„«,  +24 ajt  4  +ä2i«ft«,  +  -  . 

1111 

Ist  /"  eine  analytische  Function  von  x  =  x{  eK  +  •••  -\-  xnen,  so 
müssen  /*4 . . .  fn  die  Bedingungen  (\  9)  erfüllen.   Da  nun 

ist,  so  lauten  die  Bedingungen: 

Weil  y-~  vom  (r  —  1)ton  Grade  homogen  in  a:*4—  od\ ,  . . .  j?n— cc° 
ist,  so  zerfallen  sie  in  die  einzelnen : 


^rm^^y^ 
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Es  sind  also 


sämmtlich  analytische  Functionen  von  x.  Nach  Satz  < 0  haben 
sie  mithin,  da  die  air  homogen  in  xA  — a?J,  . .  .xn  —  x„  sind,  die 
Form: 

a4  (x  —  x°) ,    at(x  —  oc0)*,  ... 

Hierin  bedeuten  a4 ,  at . . .  constante  Zahlen  des  Systems.  Die 
Reihenentwickelung  (SM)  für/* nimmt  somit  die  Form  an,  wenn 
die  Constante  cr4ie4  +  •••  +  <*noen  m*t  ao  bezeichnet  wird: 

/*  =  a0  +  «i  (ab  —  #*)  +  a«(x  —  sc0)*  H • 

Diese  Entwickelung  ist  in  der  Umgebung  der  Stelle  (a?J  —  a$) 
unbedingt  convergent,  da  einzeln  die  n  gewöhnlich  complexen 
Reihen  (20)  daselbst  unbedingt  convergiren. 

Satz  12:  Ist  f=fKeK  -f-  •  — \-fnen  e^fie  sogenannte  ono- 
ly tische  Function  von  x  im  System  und  sind  fK . .  .fn  innerhalb  der 
Umgebung  der  Stelle  (asj . . .  x^)  nach  ganzen  Potenzen  von  xA — a?J, 
. . .  xn — x*n  entwickelbar ,  so  ist  auch  f  darstellbar  in  der  Form : 

f  =  a0  +  a4  (x  —  <r°)  +  at(x  -  <r°)f  +  ... , 

in  der  a0 ,  a4 ,  at . . .  constante  Zahlen  des  Systems  bedeuten. 

Hiermit  wird,  wie  gesagt,  der  Name  »analytische  Function« 
für  f  gerechtfertigt. 

Betrachten  wir  einmal  eine  gewöhnlich  complexe  analytische 
Function.  Wir  wollen  voraussetzen ,  dass  sie  in  der  Umgebung 
der  Stelle  0  entwickelbar  sei.  Es  ist  dies  keine  wesentliche  Be- 
schränkung der  folgenden  Ueberlegungen,  sondern  nur  eine 
Vereinfachung  der  Schreibweise.    Es  sei  diese  Function 

a0  +  a4  x  +  at  x%  -f-  •  •  -  . 

Hier  sollen  also  a0,  a4,  af  . . .  ebenso  wie  x  gewöhnlich  complexe 
Veränderliche  sein,  und  die  Reihe  sei  convergent,  sobald 

ist.  Wenn  wir  nun  in  dieser  Reihe  x  nicht  mehr  als  gewöhnlich 
complexe  Zahl,  sondern  als  Zahl  des  Systems  (eA ... en)  auffassen, 
so  ist  dies  eine  Reihenent Wickelung  im  Gebiete  des  Zahlensystems. 
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Wir  behaupten ,  dass  sie  unbedingt  convergirt,  sobald  x  in  der 
Umgebung  der  Stelle  0  liegt. 

In  der  That ,  es  sei  wieder,  wenn  x  eine  allgemeine  Zahl 
des  Systems  vorstellt,  die  Potenz: 

xr  =  a?(1r)e4  +  ---+4r)^n- 

Die  Reihe  ist  dann  unbedingt  convergent ,  wenn  dies  von  den  n 
einzelnen  Reihen  gilt: 

|a0  +  aK xA  +  a% x[*]  +  atx{*]  -\ , 
'     • 
a0  +  aKxn  +  c^ajg*  +  a^x®  +  •••  , 

in  denen  nur  gewöhnlich  complexe  Grössen  vorkommen. 
Wenn  nun  jeder  absolute  Retrag 

\x{\<d    (i-4,8. ..n)f 

ferner  alle  absoluten  Reträge 

l...n 

2\nk>\<V>    (s=4,2...n) 

sind,  so  ist  nach  Satz  4 1  auch  allgemein 

\xf  K^-'cT. 

In  den  n  Reihen  (S2)  sind  also  die  absoluten  Reträge  der  Glieder 
kleiner  als  in  der  Reihe: 

I  «•  I  +  K  I  «+  I  <H  |  /!*+.••  +  I  ar  |  ^-««r. 
Nach  Voraussetzung  ferner  ist  die  Reihe 

°§  +  a\x  +  a%x*  + h  arxr  +  •" 

convergent,  sobald  x  eine  gewöhnlich  complexe  Zahl  ist,  für  die 

ist.    Hithin  convergiren  die  n  Reihen  (22)  sicher  absolut,  sobald 
allgemein 

ist. 

Ist  also  von  einem  endlichen  7*  an  stets: 
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so  ist  die  Gonvergenz  der  Reiben  (82)  verbürgt.  Nun  ist  ju  eine 
positive  Zahl  grosser  als  die  n  Summen 

Wir  können  daher  \i  immer  grosser  als  Eins  wählen.  Alsdann 
nimmt  der  Werth  der  rechten  Seite  der  letzten  Ungleichung  be- 
standig ab,  sobald  r  wachst,  und  «war  bis  —  •  Die  Reihen  (22) 
convergiren  daher,  sobald 

ist.    - 

Satt  IS :  Wenn  die  unendliche  Reihe 

<*§  +  <*4  x  +  0%Xt  +  •  •  •  , 

in  der  a0 ,  a4 ,  at . . .  sowie  x  gewöhnlich  complexe  Zahlen  bedeuten, 
unbedingt  convergirt,  sobald  der  absolute  Betrag  von  x  kleiner  als 
q  ist,  so  convergirt  dieselbe  Reihe,  sobald  in  ihr  x  eine  Zahl  des 
Systems  (eA . . .  en)  vorstellt:  x  =  xK  eK  «+-  •  •  •  +  xn en ,  unbedingt, 
sobald  die  absoluten  Beträge  von  xA...xn  sämmtlich  kleiner  als 

—  sind.   Dabei  wird  unter  fi  eine  Zahl  grösser  als  Eins  oder  gleich 

Eins  verstanden,  die  grösser  ist  als  jede  der  n  Summen 

2\riks\- 

Kürzer,  aber  weniger  genau  ausgesprochen,  lautet  der 
Satz  so: 

Sati  14:  Ist  f(x)  eine  analytische  Function  von  x  im  ge- 
wöhnlich complexen  Zahlengebiet,  so  bleibt  f(x)  eine  analytische 
Function,  sobald  man  darin  unter  x  eine  allgemeine  Zahl  des 
Zahlensystems  (eK . . .  en)  versteht. 

In  einer  zweiten  Abhandlung  werden  wir  hieraus  weitere 
Schlüsse  ziehen. 

Leipzig,  im  November  4893. 


Drack  too  Breitkopf  *  Hirtol  in  Leipiig. 
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